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第 二 版 前 言 

本 书 第 一 版 (上 册 ) 自 2000 年 出 版 以 来 , 逐渐 受到 国内 理论 物理 (特别 是 广义 相 
对 论 ) 学 界 的 关注 、 重 视 和 好 评 ， 加 之 印 数 不 大 ， 两 年 后 便 已 售 蒿 . 出 书后 ， 我 持 
续 不 断 地 以 本 书 为 教材 给 博 、 硕 士 研究 生 和 本 科 生 开课 ， 至 今 已 经 五 遍 ， 其中， 
除了 在 北京 师范 大 学 之 外 ， 还 应 邀 给 清华 大 学 基础 科学 班 (本 科 生 ) 以 及 中 国 科学 
院 数 学 与 系统 科学 研究 院 的 博 、 硕 士 研究 生 开课 . 中科院 的 课 还 吸引 了 中 科 院 的 
其 他 院 所 以 及 11 所 高 等 学 校 ( 含 北京 大 学 和 清华 大 学 ) 的 数 十 名 研究 生 和 本 科 生 旁 
听 ， 在 看 到 本 书 对 于 推广 这 一 学 科 起 到 重要 作用 的 同时 ， 我 也 发 现 了 书 中 的 少数 
错误 、 许 多 不 足以 及 大 量 有 待 改 进 和 补充 之 处 ， 逐 渐 写 成 了 一 个 面目 一 新 的 再 版 
初稿 . 这 一 再 版 初稿 吸收 了 我 的 许多 同行 和 学 生 的 宝贵 意见 和 建议 ， 他 们 主要 是 
(以 姓氏 汉语 拼音 为 序 ): 曹 周 键 、 韩 莫 辛 、 亢 志 全 、 马 永 革 、 王 志 、 吴 小 末 、 杨 
学 军 、 张 丘 、 张 红 宝 、 周 彬 、 周 美 珂 ， 其 中 贡献 最 为 突出 的 是 曹 周 键 、 员 志 全 、 
张 红 宝 、 周 彬 .通过 与 周 梢 博士 的 多 次 讨论 ， 我 发 现 他 的 数理 修养 既 博 又 次 ， 逻 
辑 思 维 绩 密 ， 对 书 中 涉及 的 (以 及 本 书 以 外 的 ) 大 量 数理 问题 有 比较 清晰 、 深 刻 、 
准确 的 理解 ,是 一 位 不 可 多 得 的 优秀 青年 物理 工作 者 . 为 了 进一步 提高 写作 质量 ， 
我 在 再 三 考虑 后 决定 邀请 周 彬 作为 第 二 作者 参与 本 书 的 修订 工作 ， 并 取得 他 的 同 
意 . 近 5 个 月 来 的 密切 合作 已 经 证 明 这 是 一 个 正确 的 决定 ， 我 认为 周 彬 对 修订 工 
作 作 出 了 重要 而 杰出 的 贡献 . 

我 要 特别 感谢 对 写作 本 书 有 重要 帮助 的 两 位 朋友 ， 第 一 位 是 美国 国家 科学 院 
院士 、 芝 加 哥 大 学 教授 Robert Wald 先生 ， 他 不 但 是 我 步 人 本 领域 的 优秀 启 索 导 
师 ， 而 且 对 我 回国 后 的 教学 和 写作 工作 不 断 提 供 无 私 帮 助 . 第 二 位 是 中 科 院 数学 
所 的 序 志 全 研究 员 ， 他 不 仅 审阅 过 本 书 的 不 少 章节 并 提出 过 许多 十 分 宝贵 的 意见 
和 建议 ， 而 且 在 与 我 的 无 数 次 讨论 中 以 他 对 问题 所 特有 的 深刻 思考 和 领悟 使 我 党 

本 书 分 上 下 两 册 ， 两 册 的 基本 内 容 已 在 第 一 版 前 言 中 做 过 介绍 . 第 二 版 的 修 
订 工 作 主 要 有 两 大 方面 : 对 全 书 原 有 内 容 做 了 全 面 细 致 的 改写 ; 凶 增 补 了 若干 
新 的 内 容 ， 上 册 的 主要 增补 内 容 有 Vaidya 度 规 和 Kinnersley 度 规 、 共 罗 点 、 舱 人 
图 及 暗 能 量 等 ， 下 册 的 主要 增补 内 容 有 纤维 从 理论 及 其 物理 应 用 、 常 曲率 空间 及 
de Sitter 和 反 de Sitter 时 空 等 . 虽然 第 二 版 在 内 容 的 深度 和 广度 上 都 有 所 增加 , 但 
尽力 降低 难度 的 写 书 宗 则 和 风格 不 变 ， 初 学 者 可 以 只 学 习 书 中 最 基本 的 人 门 性 内 
容 .， 全 书 既 可 作为 研究 生 课 教 材 (上 册 还 可 作为 本 科 二 年 级 以 上 的 选修 课 教材 )， 
也 可 作为 相对 论 工作 者 的 参考 读物 . 不 从 事 相 对 论 工作 的 物理 工作 者 也 可 把 上 册 


.ji . 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


前 5 章 及 上 下 册 的 某 些 章节 和 附录 (例如 李 群 和 李 代 数 及 纤维 从 理论 ) 作 为 微分 几 
何 的 入 门 读物 . 
为 了 适应 不 同 程 度 读者 的 需要 ， 本 书 内 容 分 为 必 读 和 选读 两 大 部 分 .各 章 还 


配 有 为 数 不 少 的 习题 ， 关 于 必 读 、 选 读 部 分 以 及 习题 的 使 用 建议 已 详 于 第 一 版 的 . 


前 言 中 . 

在 广义 相对 论 中 经 常 遇 到 宛 长 的 公式 ， 采 用 几何 单位 制 (其 中 c= 1，G = 1 可 
使 公式 大 为 简化 . 本 书 也 不 例外 . 为 帮助 读者 掌握 几何 制 与 非 几 何 制 之 间 的 转换 ， 
我 们 专门 写 了 一 个 附录 (附录 A) 

本 书 作者 衷心 感谢 李 惕 碚 院士 、 陆 埃 院 士 、 郭 汉 英 研究 员 、 刘 辽 教授 、 赵 
巍 教 授 、 刘 润 球 研究 员 、 马 永 革 副 教授 、 杨 学 军 教授 、 田 贵 花 教授 以 及 许多 同 
行 和 读者 对 本 书 第 二 版 出 版 的 关心 和 支持 ， 也 感谢 第 一 版 广大 读者 对 本 书 的 关 
心 和 厚爱 ， 限 于 作者 水 平 ， 第 二 版 中 肯定 还 存在 错误 和 不 足 ， 恩 请 同行 和 读者 
不 音 指正 . 


梁 类 彬 
2005 年 4 月 于 北京 师范 大 学 


第 一 版 前 言 


笔者 从 1981 年 起 在 美国 芝加哥 大 学 相对 论 组 任 访问 学 者 两 年 ， 出 国 前 ， 由 
于 种 种 原因 , 我 对 广义 相对 论 只 略 知 皮毛 , 对 其 必 备 的 数学 工具 一 一 近代 微分 几 
何 一 一 所 知 则 近乎 为 零 . 得 益 于 芝加哥 大 学 相对 论 组 浓郁 的 学 术 气氛 ， 更 由 于 
Wald 教授 (我 的 导师 ) 和 Geroch 教授 的 悉心 指导 ,我 很 快 就 对 这 一 领域 产生 了 浓厚 
兴趣 ， 作 为 教师 ， 我 在 回国 前 就 萌发 出 一 种 强烈 冲动 ， 要 把 这 两 年 学 到 的 东西 尽 
可 能 教 给 我 的 学 生 . 回国 后 立即 开 出 了 第 一 门 研究 生 课 《微分 几何 与 广义 相对 论 》， 
接着 又 陆续 开 出 几 门 后 续 课 程 ， 并 曾 应 邀 到 外 地 讲课 . 十 数 年 来 的 讲稿 后 来 成 为 
写作 本 书 的 蓝本 . 回顾 这 10 多 年 , 我 其 实 是 边 教 边 学 ,尽力 加 深 对 所 教 内 容 的 理 
解 ， 遇 到 百 思 不 解 的 问题 ， 我 还 会 向 我 的 良师益友 Wald 教授 (或 Geroch 教授 ) 写 
信 求 教 ， 每 次 都 收 到 热情 回信 ， 信 中 的 精辟 见解 常常 使 我 茅 塞 顿 开 ， 物 理学 工作 
者 初次 接触 近代 微分 几何 时 的 常见 感觉 是 “抽象 难 懂 ”， 不 得 其 门 而 人 ， 我 想 也 
许 我 能 在 减轻 难度 方面 对 他 们 有 所 帮助 . 首先， 当时 我 也 是 个 刚 学 不 久 的 人 ， 对 
入 门 时 的 困难 有 切身 感受 ; 其 次 ,我 过 去 的 教学 经 验 也 许 在 降低 难度 方面 可 以 派 
上 用 场 . 降低 难度 不 但 成 为 我 十 多 年 来 教学 工作 的 一 种 自我 追求 ， 而 且 也 成 为 本 
书 与 作 的 一 个 努力 方向 ， 为 了 降低 难度 ， 往 往 不 惜 耗费 笔墨 详 加 解说 ， 这 是 本 书 
篇 幅 较 大 的 一 个 重要 原因 . 

近代 微分 几何 不 但 对 学 习 广 义 相对 论 至 关 紧 要 ， 而 且 对 物理 学 (乃至 工程 学 ) 
的 许多 分 支部 有 重要 应 用 价值 ， 许 多 物理 工作 者 从 自身 专业 的 国际 学 术 会 议和 大 
量 文献 中 发 现 近代 微分 几何 对 深入 搞 好 本 专业 研究 已 日 渐 必 需 ， 却 苦于 找 不 到 学 
习 这 门 学 问 的 人 门 途径 .北京 师范 大 学 物理 系 的 领导 较 早 认识 到 近代 微分 几何 对 
物理 工作 者 的 重要 性 , 鼓励 和 支持 我 从 1995 年 开始 把 我 的 第 一 门 研究 生 课 《微分 
几何 与 三 义 相 对 论 》 下 放 为 高 年 级 本 科 选 修 课 ( 约 70 学 时 )， 该 课 的 一 半 以 上 课时 
用 于 从 零 开 始 讲授 微分 几何 的 人 门 知 识 (相当 于 本 书 前 5 章 )， 所 余 课 时 的 一 半 以 
上 用 于 介绍 如 何以 微分 几何 为 工具 剖析 业已 学 过 的 狭义 相对 论 ( 相 当 于 本 书 第 6 
章 )， 最 后 才 介绍 一 点 广义 相对 论 的 人 门 知识 (相当 于 本 书 第 7 章 的 一 部 分 )， 实 践 
表明 ， 喜 欢 抽象 思维 、 学 过 微 积分 学 以 及 线性 代数 基本 知识 的 物理 系 本 科 生 只 要 
花 出 足够 时 间 听 课 、 复 习 和 完成 作业 (平均 每 周 约 5 题 )， 就 可 在 期 末 考 试 中 取得 
及 格 以 上 的 成 绩 ， 我 还 深 感 欣慰 地 发 现 部 分 本 科 生 ( 含 二 年 级 生 ) 况 然 能 进入 “ 心 
领 神 会 ”的 美妙 境界 并 产生 浓厚 兴趣 ， 他们 还 继续 选 学 笔者 所 开 的 后 续 研 究 生 课 
程 (包括 本 书 从 第 7 章 $7.4 起 的 全 部 内 容 )， 而 且 表 现 出 色 . 

本 书 分 上 、 下 两 册 . 上 册 共 有 10 章 , 前 5 章 从 零 开始 讲授 微分 几何 入 门 知识 ， 
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第 6 章 训 析 狭义 相对 论 ， 后 4 章 介 绍 广义 相对 论 的 基本 内 容 ， 虽 然 前 5 章 在 选材 
和 写法 上 适当 照顾 到 相对 论 的 需要 ， 但 不 从 事 相 对 论 工作 的 物理 工作 者 也 可 把 它 
作为 微分 几何 的 入 门 读物 . 下 册 将 介绍 广义 相对 论 的 进一步 内 容 ( 侧 重 于 整体 分 
析 ， 例 如 时 空 的 整体 因果 结构 、 渐 近 平 直 时 空 、 引 力 南 缩 、Kerr-Newman 黑洞 、 
时 空 的 3+1L 分 解 以 及 广义 相对 论 的 拉 氏 和 哈 氏 形式 ) 及 其 所 需 的 进一步 数学 工具 
(例如 共 形 变换 及 李 群 和 李 代 数 )， 全 书 既 可 作为 研究 生 课 教 材 ( 上 册 还 可 作为 本 科 
高 年 级 选修 课 教 材 )， 也 可 作为 相对 论 工 作者 的 参考 读物 . 

为 了 适应 不 同 程度 读者 的 需要 ， 本 书 内 容 分 为 必 读 和 选读 两 大 部 分 必 读 
部 分 用 宋体 排 印 ， 选 读 部 分 则 排 成 楷体 ， 并 用 [选读 ] 和 [选读 完 ] 字 样 标 出 ， 必 读 
部 分 的 内 容 自 成 体系 ， 不 会 由 于 上 略 去 选读 内 容 而 影响 后 续 必 读 内 容 的 学 习 . 各 
页 的 脚注 (如 果 有 的 话 ) 与 选读 内 容 类 似 ， 初 次 学 习 的 读者 最 好 上 略 去 全 部 选读 和 
脚注 内 容 . 

本 书 各 章 都 配 有 为 数 不 少 的 习题 . 习题 的 难 易 程 度 十 分 悬殊 ， 最 难 的 习题 
在 题 号 前 标 有 * 号 .这 是 指 题目 本 身 的 难度 最 大 ， 与 所 需 内 容 是 否 涉及 选读 内 容 
无 关 ， 题 号 前 标 有 ~ 号 的 题 是 笔者 向 读者 推荐 的 比较 基本 的 习题 ， 其 中 有 很 易 的 
题 ， 也 有 较 难 的 题 . 为 了 降低 难度 ， 对 多 数 较 难 题 都 给 了 提示 .如果 时 间 实 在 
不 够 ， 也 可 在 ~ 号 题 中 挑选 部 分 题目 完成 .完全 不 做 习题 而 一 章 一 章 读 下 去 的 做 
法 似乎 也 未 沦 不 可 ， 不 过 很 可 能 在 读 到 稍 后 章节 时 发 现 前 面 根基 不 稳 ， 难 于 继 

限于 笔者 的 数理 修养 以 及 对 本 书 所 涉 专业 方向 的 理解 水 平 ， 书 中 大 小 错误 和 
不 妥 之 处 一 定 不 少 ， 作 为 尽量 减少 错误 和 不 妥 的 一 个 重要 措施 ， 笔 者 请 了 为 数 众 
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第 1 生 拓扑 空 间 简 介 


$1.1 集 论 初步 


确切 地 指定 了 的 若干 事物 的 全 体 叫 一 个 集合 (seb ， 简 称 集 ， 集 中 的 每 一 事物 
叫 一 个 元 素 (element) 或 点 (poinb， 若是 集 和 的 元 素 ， 则 说 “x 属于 X”， 并 记 作 
Xe 和 .符号 上 则 代表 “不 属于 ”有 两 种 表示 集合 的 方法 ， 种 是 一 一 列 出 其 元 
素 ， 元 素 间 用 逗号 隔 开 ， 全 体 元 素 用 花 括号 括 起 来 ， 如 

和 ={1，4，43.0} 
表示 由 实数 1，4 及 5.6 构成 的 集 ， 男 一 种 表示 法 是 指出 集中 元 素 的 共性 ， 如 
X= {xX1x 为 实数 } 
表示 立 是 全 体 实数 的 集合 (这 一 特定 集 的 通用 记号 为 尺 )， 而 
X={xeR|lx>9} 
则 表示 全 体 大 于 9 的 实数 的 集合 . 

不 含 元 素 的 集 叫 空 集 (empty set)， 记 作 儿 . 

定义 1 若 集 4 的 每 一 元 素 都 属于 集 X， 就 说 4 是 和 的 子 集 (subseDb， 也 说 4 
含 于 (is contained in) 和 或 X 含 (contains)4， 记 作 4cX 或 和 DA4， 规定 名 是 任 一 
集合 的 子 集 . 4 称 为 X 的 真子 集 (proper subset), 若 AcX 且 AzX. 集 和 和 了 了 称 
为 相等 的 ( 记 作 X=Y)， 若 和 CC 了 且 了 cxX . 

注 1 子 集 定义 的 更 确切 表述 本 应 是 “ 集 4 叫 集 和 的 子 集 ， 当 且 仅 当 4 的 每 
一 元 素 都 属于 X”. 但 为 方便 起 见 ， 凡 在 定义 中 的 “车 ”或 “ 当 ” 都 是 “当日 仅 
当 ” 之 意 . 

本 书 用 := 代表 “定义 为 ”， 用 = 代表 “ 恒 等 ” 或 “ 记 作 ”, 例如 C=A-8B 的 
含义 是 “把 A-8 记 作 C”. 采用 这 两 个 符号 无 非 是 为 增加 明确 性 ， 都 换 成 等 号 也 
无 妨 . 

定义 2 集合 A4，B 的 并 集 、 交 集 、 差 集 和 补 集 定义 为 : 

并 集 (union) AUB:={xlxeA 或 xeB}. 

交集 (intersection) A 站 B := {xlxeAhA,，xeB} (条 件 “xeAh,xeB ”是 

“xeAh 有 征 xeB” 的 简写 ， 下 同 . ). 

差 集 (difference)A--B :=f{x| Xe A,，xzgB} (数学 书 常 把 差 集 记 作 A\B 或 4~B， 
本 书 一 律 记 作 4-B.，). 

若 4 是 的 子 集 ， 则 A 的 补 集 (complement) -A 定义 为 -A:=A. 

定理 1-1-1 - 以 上 集运 算 服从 如 下 规律 : 
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交换 律 AUB=BUA, A 站 B=BNMA. 

结合 律 ” (AUB)UC=AU(BUC), (4ANMB)NC=AN(BNMNO). 

分 配 律 (ANB)UC=(4UONCGBUC), (AUB)NIC=(AfIC)UBNO). 

De Morgan 律 A-(BUC)=(4-B)/MM(A4-C),A-(BfC) =(A-B) U(A- C). 

证 明 作为 例子 ,我们 证 明 De Morgan 律 的 第 二 式 (其 他 各 律 由 读者 自 证 ). 为 
此 只 须 证 明 等 式 两 边 互 相 包 合 . 

(A) 设 xeA-(B 站 MC), 则 xeA，xgBNMC. 后 者 导致 XxgB 或 XY&gC. xeh 与 
XzgB 结 合 得 xeA-B; xeh 与 xgC 结合 得 xeA-C, 故 xe(A4-B)U(A-OC)， 
因而 

A-(BNC)c(A-B)U (A-O). 
(B) 设 xe(4-B)U(4-C), 则 xeA-B 或 XxeA-C. 前 者 导致 XeA,xgB; 
后 者 导致 xe A4，x gC. 两 者 结合 得 xe A, xg BMC , 故 xse4-(BMmCc) ， 因 而 
(A-B)U(A-C) cA-(B(NC). DD 
定义 3 非 空 集合 X, 了 的 卡 氏 积 (Cartesian product) x 了 定义 为 
XxY := {(x,y)IxeX,yerY}. 
就 是 说 ，X xY 是 这 样 一 个 集合 , 它 的 每 一 元 素 是 由 X 的 一 个 元 素 x 和 了 的 一 个 元 
素 y 组 成 的 一 个 有 序 对 (x, y) ， 多 个 (有 限 个 ) 集 合 的 卡 氏 积 可 类 似 地 定义 ， 例 如 
XxYxZ := {(x, y,2z)IxeX,yer?,zeZ}, 
而 且 还 规定 卡 氏 积 满足 结合 律 ， 即 (XxY)xZ= Xx(Y x2). 

例 1 RR? := 及 x 民 ，RR” := 及 x…x 恨 ( 共 n 个 及 ). 既然 及 的 元 素 是 由 两 个 实 
数 构成 的 有 序 对 , 这 两 个 实数 就 称 为 该 元 素 的 自然 坐标 . 类 似 地 ， 疏 的 每 一 元 素 、 
有 nn 个 自然 坐标 . 可 见 R 是 天 生 就 有 坐标 的 , 但 其 他 集合 则 未 必 . 利用 目 然 坐标 
可 给 RR 的 任意 两 个 元 素 定 义 距离 的 概念 . 

定义 4 R" 的 任意 两 个 元 素 x=(x,…, x?) ，y=(y ,…, 六 ) 之 间 的 距离 


|y 一 x | 定义 为 -x 0 #0) 
i=] 


本 书 从 下 段 开始 经 常 使 用 数学 记号 v( 代 表 “ 对 任 一 ”) 和 3( 代 表 “ 存 在 ”)， 
请 熟 习 . 
”定义 5 设 X, 了 为 非 空 集合 ， 一 个 从 X 到 了 的 映射 (map)( 记 作 f :XX 一 Y) 
是 一 个 法 则 , 它 给 X 的 每 一 元 素 指定 了 的 唯一 的 对 应 元 素 . 硅 yeY 是 zxe 的 对 
应 元 素 ， 就 写 y= f(x) ， 并 称 y 为 x 在 映射 f 下 的 像 (image)， 称 x 为 y 的 原 像 (或 
逆 像 ， 即 inverse image)，X 称 为 映射 的 定义 域 (domain)，X 的 全 体 元 素 在 映射 
f 下 的 像 的 集合 ( 记 作 f[X]) 称 为 映射 f : X 一 了 的 值 域 (range)， 映 射 f : X 一 了 


QD 无 限 多 个 集合 的 卡 氏 积 也 可 定义 ,但 已 超出 本 书 范围 . 
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和 三 :X 一 了 称 为 相等 的 , 和 蔡 fxz)=J(xz) VxreX . 

注 2 通常 也 把 y= jz) 写成 :xzF>y. 请 注意 卢 与 二 的 区 别 : f : X 一 了 
中 的 一 表示 了 是 从 X 到 了 (集合 到 集合 ) 的 映射 ; 而 了 :xPy 中 的 卢 则 表示 
XeX 在 映射 f 下 的 像 是 y (元 素 到 元 素 ). 

注 3 设 AcX ,， 则 4 的 元 素 在 了 下 的 像 组 成 的 子 集 记 作 f[4] ， 即 

F[4]={yeseylg3xe4 使 y= f(x)}cY. 

例 2 ”普通 微 积 分 中 的 单 值 函数 》 = f(x) 就 是 一 个 由 及 (或 其 子 集 ) 到 玲 的 映射 

注 4 从 R” 到 RR 的 映射 给 出 一 个 二 元 函数 , 因为 R? 中 每 点 由 两 个 实数 (自然 
坐标 ) 描 写 ， 同 理 ， 从 展 " 到 民 ” 的 映射 给 出 m 个 n 元 函数 . 

定义 6 映射 f :X 一 了 叫 一 一 的 (one-to-one)， 若 任 一 yeY 有 不 多 于 一 个 逆 
像 (可 以 没有 ). f : X 一 了 叫 到 上 的 (onto)， 若 任 一 y>s7 都 有 逆 像 (可 多 于 一 个 )” 

注 5 (Df 为 到 上 映射 的 充 要 条 件 是 值 域 FI[IX]= 了 .， @ 若 了 为 一 一 映射 则 
存在 逆 映 射 广 : JIX] 一 和 .然而 , 不论 太 : 和 一 了 是 否 有 道 ， 都 可 定义 任 一 子 
集 8cY 在 f 下 的 “ 逆 像 ”f [8] 为 

fiB]:= {xe XIf(x)eB}cX. 

注意 ， 这 里 的 “ 道 像 ”是 的 子 集 而 不 是 的 元 素 . 例如 ， 如 果 关 有 ( 且 仅 有 ) 
两 个 元 素 x 和 x' 在 了 作 用 ( 即 映射 下 的 像 都 是 yeY ， 则 虽然 逆 映 射 请 :了 一 性 
不 存在 ,但 把 > 看 作 了 的 独 点 子 集 ( 即 {yD) 时 f7[{y}]( 简 记 作 f7[y]) 仍 有 意义 ， 
含义 为 fi[y]={x, x cxX. 

定义 7 了 :X 一 7 了 称 为 常 值 映射 , 若 f(x)= f(x”) Vx, x'eX. 

定义 8 设 X 了, Z 为 集 ，f :XX 一 了 和 g :7Y 一 2Z 为 映射 , 则 f 和 & 的 复合 映 
冉 8of 是 从 X 到 Z 的 映射 ,定义 为 (g。f)(x) := g(f(x))eZ VresX ， 见 图 1-1. 


图 1-1 复合 映射 ge。f 
注意 ， 先 执行 f 后 执行 8 


QD 不 少数 学 书 把 本 书 的 一 一 和 到 上 映射 分 别 叫 单 射 (injection) 和 满 射 (surjection)， 把 既是 单 射 又 是 满 射 的 映 
射 叫 一 一 映射 [又 称 双 射 bijectiom)]， 于 是 它们 的 一 一 映射 强 于 本 书 的 一 一 映射 . 


下 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


注 6 厂 X=Y=2Z= 民 ， 则 复合 映射 s。of 就 是 熟知 的 一 元 复合 函数 . 

奋 和 和 了 是 一 般 的 集合 ， 对 和 与 了 之 间 的 映射 只 能 提出 “一 一 ”和 “到 上 ?” 
这 两 个 要 求 ; 但 行 和 和 了 还 指定 了 某 种 结构 ， 则 往往 可 对 让: X 一 了 提出 更 多 要 
求 ， 例 如 可 要 求 f :了 下 一 及 是 连续 的 甚至 光滑 的 ， 一 元 函数 三 : 及 一 下 的 连续 性 
在 微 积分 中 早 有 定义 (“s-6 定 义 ”)， 重 述 如 下 : 中 称 了 在 x 点 连续 ， 若 
ve>0 396>0 使 得 当 Ix'-xl<5 时 有 1f(x -f(x)l<e ; @ 称 Ff 在 有 民 上 连续 , 若 
它 在 RR 的 任 一 点 连续 .这 一 定义 依赖 于 RR 中 任 二 元 素 的 距离 概念 (对 及 而 言 距离 
就 是 坐标 之 差 ), 似乎 无 法 推广 到 没有 距离 定义 的 两 个 集合 之 间 的 映射 .然而 细 想 
发 现 ，& -6 定义 可 用 开 区 间 概 念 (而 无 需 距 离 概 念 ) 重 新 表述 如 下 : 设 X = 了 = 下 ， 
映射 : X= 了 叫做 连续 的 , 若 了 中 任 一 开 区 间 的 “ 逆 像 ”都 是 X 的 开 区 间 之 并 (或 
是 空 集 )， 这 一 表述 与 通常 的 -5 表述 的 等 价 性 可 从 图 1-2 得 到 启发 (这 里 无 意 给 
出 证 明 ): 图 (a) 的 映射 f : X 一 了 按 g-65 定义 为 连续 , 与 此 相应 ，7 中 任 一 开 区 间 
(a,b) 的 逆 像 为 开 区 间 (a', b") ;图 (b) 的 映射 连续 ,与 此 相应 ,7 了 中 任 一 开 区 间 (a, 5b) 
的 逆 像 为 开 区 间 (a', 5b') 与 (2", a”) 之 并 ; 图 (c) 的 映射 f : X 一 了 在 ceX 处 不 连 
续 , 与 此 相应 ,在 了 中 存在 开 区 间 (a, b) ， 其 “ 逆 像 ” 广 [(a b)]=(a', ccX 不 
是 开 区 间 ， 也 不 是 开 区 间 之 并 . 以 上 讨论 从 一 个 侧面 说 明 “ 开 区 间 之 并 ”这 一 概 
念 的 用 处 : 可 以 定义 映射 f : 及 一 民 的 连续 性 .其 实 这 一 概念 还 有 很 多 用 处 ， 因 
此 往往 有 必要 推广 到 除 恨 外 的 集合 XX . 为 方便 起 见 , 把 及 的 任 一 可 以 表 为 开 区 间 
之 并 的 子 集 ( 连 同 空 集 儿 ) 称 为 开 子 集 ， 为 把 开 子 集 概念 推广 到 任意 集合 X ， 应 先 
找 出 下 的 开 子 集 的 本 质 的 、 抽象 的 (因而 可 以 推广 的 ) 性 质 ， 它们 是 : (a) 及 和 空 
名 都 是 开 子 集 ; (b) 有 限 个 开 子 集 之 交 仍 是 开 子 集 ; (c) 任意 个 开 子 集 之 并 仍 是 开 
子 集 ， 把 这 三 个 性 质 推 广 ， 就 可 给 任意 集合 站 定义 开 子 集 概念 .定义 了 开 子 集 的 


(a) f 续 续 ， 任 一 开 区 间 (a，b) (b) f 续 续 ， 任 一 开 区 间 (a，b) 的 逆 (c) f 在 c'eX 不 连续 ， 存 在 开 区 间 (a,，b)， 
的 道 像 是 开 区 间 (a’，b"). 像 是 开 区 间 之 并 (a',b”)U(b",a"). 其 逆 像 (w ，c1] 不 是 开 区 间 之 并 . 


图 1-2 用 开 区 间 表 述 连续 性 
曲线 代表 映射 : 和 一 了 
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集合 叫 拓扑 空间 ， 由 开 子 集 概念 出 发 又 可 定义 许多 概念 并 证 明 许多 定理 ， 从 而 发 
展 为 一 门 完整 丰富 的 学 科 分 支 一 一 点 集 拓扑 学 .$1.2 和 81.3 两 节 将 对 拓扑 空间 的 
最 基本 内 容 做 一 介绍 . 


81.2 拓扑 空间 


如 $1.1 末 所 述 ， 民 的 子 集 分 为 开 子 集 和 非 开 子 集 两 大 类 ( 任 一 子 集 要 么 是 开 
的 ， 要么 是 非 开 的 . 不 要 把 非 开 子 集 称 为 闭 子 集 ， 根据 后 面 要 讲 的 闭 子 集 定义 ， 
子 集 可 以 不 开 不 闭 , 也 可 以 既 开 又 闭 . ). 开 子 集 具有 上 述 (a)、(b)、(c) 三 个 性 质 . 对 
任意 非 空 集合 X 也 可 用 适当 方式 指定 其 中 的 某 些 子 集 是 开 的 ， 其 他 为 非 开 的 . 为 
使 这 种 指定 有 用 , 我 们 约定 任何 指定 方式 都 要 满足 3 个 要 求 : (a) 本身 和 空 集 纪 为 
开 子 集 ; (b) 有 限 个 开 子 集 之 交 为 开 子 集 ; (c) 任意 个 (可 以 有 限 个 也 可 以 无 限 个 ) 
开 子 集 之 并 为 开 子 集 . 对 同一 集合 , 满足 这 3 个 要 求 的 指定 方式 常常 是 很 多 的 . 例 
如 ， 设 XX 为 任意 集合 ， 可 以 指定 X 及 为 开 子 集 ， 其 他 子 集 都 为 非 开 ， 这 当然 满 
足 上 述 三 要 求 ， 其 特点 是 开 子 集 最 少 ， 只 有 两 个 ， 然 而 也 可 采用 另 一 种 极端 的 指 
定 ， 即 指定 XX 的 任意 子 集 都 是 开 子 集 ， 不 难看 出 这 种 指定 也 满足 上 述 三 要 求 . 上 
述 两 种 指定 虽然 未 必 有 太 多 用 处 ,但 它们 至 少 能 说 明 满足 上 述 三 要 求 的 指定 方式 
不 止 一 种 .我 们 说 ， 每 种 满足 上 述 三 要 求 的 指定 给 集合 X 赋予 了 一 种 附加 结构 ， 
称 为 拓扑 结构 .对 定义 了 拓扑 结构 的 集合 可 以 指 着 辣 
它 的 任 一 子 集 问 : “这 是 开 子 集 吗 ?” 答 案 非 “是 ” 。 2 ;po 
即 “ 否 ”， 泾 渭 分 明 . 反之 ， 对 没有 定义 拓扑 结构 
的 集合 ， 这 样 的 问题 毫 无 意义 ， 定义 了 拓扑 结构 的 CN 
集合 X 的 全 体 开 子 集 也 组 成 一 个 集合 ， 称 为 X 的 一 
个 拓扑 (topology), 记 作 :9 (是 topology 为 首 字 母 的 花 
体 大 写 )、 用 多 代表 由 X 的 全 体 子 集 组 成 的 集合 (如 
图 1-3)， 则 X 的 任 一 开 子 集 O 和 任 一 非 开 子 集 V 都 
是 多 的 元 素 . X 的 全 体 开 子 集 组 成 的 一 个 子 集 图 1-3 是 集合 X 的 所 有 子 
了 (注意 , 它 不 是 X 的 子 集 )， 它 就 是 X 的 拓扑 ， 请 。 计 的 入 命 的 任何 了 集 (如 
注意 符号 C 同 E 的 区 别 : OCX 只 表明 O 是 X 的 子 的 这 样 一 个 子 集 ， 其 中 每 一 元 
集 , 而 Oe 则 表明 0O 是 X 的 开 子 集 ， 以 上 铺垫 有 ” 素 ( 如 0) 是 X 的 一 个 开 子 集 
助 于 理解 如 下 用 数学 语言 表述 的 定义 . 

定义 1 非 空 集合 X 的 一 个 拓扑 (topology).2 是 和 的 若干 子 集 的 集合 , 满足 : 

(a) X ,Ce . 


X 的 所 有 子 集 的 集合 . 色 


(b) 石 Ois29， Eh 9 则 们 os29 (其 中 门 0 代表 这 个 0; 之 交 ); 
i=1 有 


i=] 


.6 . 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 
(0) 若 0.s7 va , 则 Uo. s9 (0s s9 后 加 Yeca 表示 每 一 个 O。 都 属于 2 ， 
而 且 O。 的 个 数 没有 限制 . Uo。 <s.9 表示 所 有 O。 之 并 属于 7 .). 


定义 2 指定 了 拓扑 2 的 集合 X 称 为 拓扑 空间 (topological space)， 拓 扑 空 间 
X 的 子 集 O 称 为 开 子 集 ( 简 称 开 集 ), 者 Oe3. 

对 同一 集合 和 可 定义 不 同 拓扑 2 (满足 定义 1 的 了 可 以 很 多 ). 设 记 和 . 丈 都 
是 XX 的 拓扑 , 则 半 的 子 集 4 可 能 满足 4s 气 ，4K 兄 , 即 4 对 3 气 而 言 (用 气 衡量 ) 
是 开 集 而 对 色 而 言 不 是 开 集 . 可 见 气 和 互 把 X 定义 为 两 个 不 同 的 拓扑 空间 . 为 
明确 所 选 拓扑 起 见 ， 可 用 (X,  ) 代表 拓扑 空间 ， 于 是 (X, 3) 和 (X, 久 ) 代 表 不 
同 拓扑 空间 ， 虽 然 它们 的 “ 底 集 ”都 是 X、 在 明确 选 定 一 个 拓扑 后 也 可 只 用 六 代 
表 拓 扑 空 间 . 

对 给 定 的 具体 集合 XxX， 应 选 哪 个 拓扑 使 之 成 为 一 个 拓扑 空间 ?这 取决 于 XX 的 
自身 性 质 以 及 我 们 关心 哪些 方面 的 问题 ， 例 如 ， 对 集合 民 ”， 在 通常 关心 的 大 多 
数 问题 中 都 选 所 谓 的 通常 拓扑 为 拓扑 ( 见 下 面 的 例 3). 

例 1 设 X 为 任意 非 空 集合 , 令 9 为 和 的 全 部 子 集 的 集合 , 则 它 显然 满足 定 
义工 的 三 条 件 ， 故 构成 和 同人 叫 离散 拓扑 (discrete (Opole 

例 2 设 X 为 任意 非 空 集合 , 令 久 ={X, 儿 } , 则 它 显然 满足 定义 1 的 三 条 件 ， 
故 构成 和 的 一 个 拓扑 , 叫 凝聚 拓扑 (indiscrete topology). 凝聚 拓扑 是 元 素 最 少 的 拓 
扑 ， 而 离散 拓扑 是 元 素 最 多 的 拓扑 . 

例 3 

(1) 设立 = 民 ， 则 色 :={ 空 集 或 RR 中 能 表 为 开 区 间 之 并 的 子 集 } 称 为 RR 的 通 
常 拓 扑 (usual topology). 

(2) 设 X=R”， 则 尽 :={ 空 集 或 R" 中 能 表 为 开 球 之 并 的 子 集 } 称 为 R" 的 通 
常 拓扑 ， 其 中 , 开 球 (open balD) 定 义 为 B(x0,7) := {xe 民 "| Ix 一 01<r}，wo 称 为 球 
心 ，r> 0 称 为 半径 . R” 中 的 开 球 亦 称 开 圆 盘 ，R 中 的 开 球 就 是 开 区 间 . 

不 难 验证 (D) 和 (2) 中 的 兄 满足 定义 1 工 的 三 条 件 ， 根据 上 述 定 义 ， 民 中 任 一 开 
区 间 用 万 衡量 都 是 开 集 然而， 原则 上 也 可 选 其 他 拓扑 使 及 成 为 不 同 于 ( 棚 ， 马 ) 
的 拓扑 空间 .. 例如 ， 奉 以 凝聚 拓扑 衡量 ， 则 除 民 及 名 外 都 不 是 开 集 ; 反之 ,大 以 
离散 拓扑 衡量 , 则 有 中 任 一 子 集 (包括 闭 区 间 和 半 闭 区 间 ) 都 是 开 集 . 今后 在 把 RR 
看 作 拓 扑 空间 时 ， 如 无 声明 就 是 指 (R”"， 久 ). 

例 4 设 (X1, 瑟 ) 和 (X2， 马 ) 为 拓扑 空间 , X =XixX ( 即 X 是 六 与 2 的 卡 
氏 积 )， 定 义 X 的 拓扑 为 

9 :={OcX10 可 表 为 形 如 O, x0O, 的 子 集 之 并 ，O e 有 0, e%}， (1-2-1) 
则 .2 称 为 X 的 乘积 拓扑 (product topology). 
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[选读 1-2-1] 

不 难 把 乘积 拓扑 的 定义 从 两 个 拓扑 空间 推广 到 j] 有 限 多 个 拓扑 空间 .但 应 说 明 
一 点 : 设 和 =XIxXxX3， 则 X 既 可 理解 为 (XIxX2?)xX3 ， 也 可 理解 为 
XIix(X2xX3) ， 令 Xio=XIxX ， 以 砚 代 表 其 乘积 拓扑 ， 便 可 给 集合 
X=X，xX3 定 义 乘积 拓扑 ， 记 作 9 ， 再 令 和 7 = X xX3， 以 辐 代 表 其 乘积 拓 
扑 ， 又 可 给 集合 和 =XIxX2 定 义 乘 积 拓扑 ， 记 作 9 . 还 可 仿照 藉 (1-2-1) 直 接 给 
X = XIxX)xX3 定 义 乘积 拓扑 9 如 下 : 

9 :={OCX10O 可 表 为 形 如 Olx0O,x03 的 子 集 之 并 ， 
Oe A, 0, EH, OER}. 
可 以 证 明 9 =.9=9 ， 即 对 和 =XIxX5xX3 的 乘积 拓扑 的 3 种 定义 殊途同归 ， 
因此 不 会 出 现 含糊 情况 . 对 有 限 多 个 拓扑 空间 也 有 类 似 结论 .一 个 简单 的 例子 是 
了 = 了 及 x…x 取 ， 还 可 证 明 这 样 定义 出 的 乘积 拓扑 与 例 3 中 用 开 球 定义 的 拓扑 一 
致 [选读 1-2-1 完 ] 

例 5 设 (X, 9) 是 拓扑 空间 ，4 为 X 的 任 一 非 空子 集 . 把 A 看 作 和 集合 ， 当 
然 也 可 指定 拓扑 ( 记 作 . , 是 $ 的 花 体 ) 使 A 成 为 拓扑 空间 , 记 作 (4, . 风 ). 由 于 4 
是 X 的 子 集 ， 我 们 希望 .8 与 9 有 尽量 密切 的 联系 . 如果 4s27 ， 问 题 很 简单 ， 
只 须 定义 := {VcA1Ve 了 了 }. 然而 ,如果 4e2 ， 按 上 述 定义 就 有 4K.7 ， 
违背 定义 1 的 条 件 (a)， 因 此 .8 的 上 述 定义 不 合法 .一 个 巧妙 的 定义 是 

.7 :={VYC41I30es.27 使 V = A[10}. (1-2-2) 
由 上 式 可 以 证 明 即 使 AgF 也 有 Ae.F 而且. 满足 定义 1 的 其 他 条 件 (见习 
题 ). 这 样 定义 的 .叫做 A(cX) 的 、 由 了 导出 的 诱导 拓扑 (induced topology)， 以 
后 在 把 (X, 7 ) 的 子 集 4 看 作 拓 扑 空间 时 , 如 无 声明 都 指 (4, .7) , 其 中 学 是 由 
诱导 的 拓扑 、(4, .7) 称 为 (X,， 了) 的 拓扑 子 空间 (topological subspace). 

下 面 的 例子 有 助 于 加 深 对 诱导 拓扑 的 理解 。 RR” 中 以 xo 为 心 的 单位 圆周 S' 定 
义 为 S := {xeR1lx-xo1l=1 }. 设 AcR 是 S ,由 于 它 不 能 表 为 R” 中 的 开 球 之 
并 (一 条 线 窄 到 装 不 下 任何 开 圆 盘 )，4 用 RR” 的 搞 衡 量 
不 是 开 的 . 用 式 (1-2-2) 给 A 定义 诱导 拓扑 .7 , 则 不 但 4 
用 狐 衡 量 是 开 的 , 而 且 , 设 V 是 4 中 的 任意 一 段 ( 不 合 
首 末 两 点 )， 如 图 1-4 的 粗 线 所 示 ， 则 虽然 V 用 芭 稀 量 
不 是 开 集 ,用 .衡量 却 是 开 的 ,因为 存在 开 圆 Oe 扩 使 
V=ANMO. 


利用 开 集 概念 可 对 拓扑 空间 之 间 的 映射 定义 连续 是 4 全 -生生 人 


性 . 下 面 给 出 两 个 等 价 的 连续 定义 , 等 价 性 的 证 明 留 作 ” 作 Oe 马 与 4 之 交 , 由 式 
习题 四 (1-2-2) 可 知 VeZ 
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定义 3a 设 (X, 9 ) 和 (Y, .9) 为 拓扑 空间 .映射 f :X-> 了 称 为 连续 的 
(continuous), 若 广 [O]s9 VOe.9 [ff-1[0] 的 定义 见 $1.1 注 5 之 @l. 

定义 3b 设 (X, 9 ) 和 (7， .8Z) 为 拓扑 空间 .映射 f : X -> 了 称 为 在 点 zxeX 
处 连续 ,和 奇 vV 满 足 f(x)eG' 的 G'e. , Ge 了 I 使 xeG 且 fIG]cG'.f:X-—>Y 
称 为 连续 ， 若 它 在 所 有 点 xseX 上 连续 . 

注 1 不 难看 出 , 车 X= 了 = 民 ，F =. = 多 ,定义 3b( 因 而 定义 3a ) 就 回 到 
2E-0 定义 . 

定义 4 拓扑 空间 (X,，2) 和 (7Y, .2) 称 为 互相 后 同 胚 (homeomorphic to each 
otheD， 寿 3 映射 上: X 一 了 ,满足 (a)f 是 一 一 到 上 的 ; (b)f 及 广 ! 都 连续 .9 这 样 
的 f 称 为 从 (X, 2 ) 到 (Y, . 兄 ) 的 同 胚 映射 ， 简 称 同 胚 (homeomorphism). 

普通 函数 = f(x) 的 连续 性 和 可 微 性 用 C" 表示, 其 中 > 为 非 负 整数 ，C0 代表 
连续 ，C' 代表 r 阶 导 函 数 存在 并 连续 ，C” 代表 任意 阶 导 函数 存在 并 连续 [ 称 为 光 
滑 (Smooth)]， 虽 然 用 开 集 概念 可 以 巧妙 地 把 C 性 推广 到 拓扑 空间 之 间 的 映射 , 但 


r>0 的 C 性 则 不 能 .事实 上 ， 对 拓扑 空间 之 间 的 映射 的 最 高 要 求 已 体现 在 同 胚 
的 定义 中 . 同 胚 映射 : X 一 了 不 仅 在 X 和 了 的 点 之 间 建 立 了 一 一 对 应 的 关系 ， 


而 且 还 在 X 的 开 子 集 与 7 的 开 子 集 之 间 建 立 了 一 一 对 应 的 关系 , 因而 一 切 由 拓扑 
决定 的 性 质 都 可 “全 息 ” 地 被 上 “携带 ”到 了 中 . 因此， 从 纯 拓 扑 学 角度 看 ， 两 


个 互相 同 胚 的 拓扑 空间 就 “ 像 得 不 能 再 像 ”， 可 以 视 作 相等 . 
例 6 任 一 开 区 间 (a, b)c 到 与 及 同 胚 (证 明 留 作 习题 )， 
例 7 圆周 S cR 配 以 诱导 拓扑 (由 有 R 的 色诱 导 ) 可 看 作 拓扑 空间 . 它 与 及 是 
否 同 胚 ? 乍 看 以 为 可 用 图 1-5 定义 从 S! 到 RR 的 同 胚 
映射 / 然而 点 asS 无 像 ， 故 了 不 是 从 SI 到 了 及 的 映 


a 


gi 射 ， 不 难 证 明了 f: (S' -{a)) 二 恨 是 同 胚 映射 可见 挖 
. 去 一 点 的 圆周 与 及 同 胚 ， 然而 S! 却 与 及 非 同 胚 ， 
R $1.3( 选 读 ) 在 定理 1-3-8 后 将 给 出 简洁 证 明 , 其 中 用 到 


f(x) . 5 | 和 
图 1.5 YxeSi(a 点 除 S13 要 讲 的 “ 紧 致 ”概念 ,要 点 是 : (DS 紧 致 而 及 非 


外 ) 都 可 用 图 示 方 法 定义 其 ” 紧 致 ; 已 紧 致 子 集 在 连续 映射 下 的 像 仍 紧 致 .QD、@® 
在 到 的 像 f(x) 结合 使 S 与 及 不 能 同 胚 . 

例 8 考虑 欧 氏 平面 上 的 一 个 圆 和 一 个 椭圆 ( 均 

指 圆周 )， 用 欧 氏 几何 眼光 看 ， 两 者 当然 不 同 ， 在 欧 氏 几何 中 有 上 距离 概念 ， 圆 和 椭 

圆 就 是 用 距离 定义 的 .但 从 纯 拓 扑 学 的 角度 看 ，( 了 有” 宛 ) 是 拓扑 空间 ， 圆 $; 和 椭 


圆 E 是 R* 的 两 个 子 集 : S', Ec RR? .可 用 色 给 S! 及 EE 分别 定义 诱导 拓扑 使 成 两 


Q@ ”有 余力 的 读者 试 举例 说 明 的 确 存在 其 逆 不 连续 的 一 一 到 上 的 连续 映射 (提示 : 用 离散 和 凝聚 拓扑 ) 
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个 拓扑 空间 (S', .%,) 及 (E, .有 %) . 可 以 证 明 ( 直 观 上 不 难 相 信 ) 存 在 同 胚 映射 
f : ($1, .%) -> (E,，. 匈 ) ， 所 以 从 纯 拓 扑 眼光 看 两 者 完全 一 样 . 反之 ， 若 把 S! 前 


一 缺口 ， 其 产物 将 与 及 同 胚 ， 因 而 与 S 和 E 有 不 同 拓扑 、 如果 把 RR 想像 为 一 张 
像 色 膜 并 对 其 进行 变形 操作 ， 则 膜 上 的 曲线 将 随 之 变形 . 但是， 只 要 不 前 不 粘 ， 
则 曲线 变形 前 后 互相 同 胚 . 因此 拓扑 学 又 被 通俗 地 称 为 “橡皮 膜 上 的 几何 学 ” 拓 
扑 学 不 同 于 欧 氏 几何 学 ， 重 要 区 别 就 是 它 没有 距离 概念 ， 初 看 这 种 连 距 离 都 谈 不 
上 的 学 问 不 会 有 多 大 用 处 ， 其 实 不 然 ， 一 个 简单 例子 是 电路 问题 ， 图 1-6(a) 和 (b) 
虽然 从 欧 氏 几何 看 有 很 大 差别 ,但 从 电路 角度 看 则 全 同 . 反之 ， 若 把 图 (b) 中 任 一 
文 路 剪断 [成 为 图 (c)]， 从 电路 看 就 十 分 不 同 ， 这 与 拓扑 学 关心 的 角度 一 样 。 事实 
上 ， 拓 扑 学 对 复杂 电路 (网 络 ) 的 研究 很 有 用 ， 形 成 了 “网 络 拓扑 学 ”这 一 小 小 的 
应 用 分 支 . 


(a) (b) (c) 


图 1-6 从 电路 或 拓扑 学 角度 看 ， 图 (a) 与 (0) 全 同 ， 
图 (b) 与 (0 不同， 从 几何 学 看 则 不 然 


定义 3 NcX 称 为 xeX 的 一 个 邻 域 aeighborhoodJ),， 若 30e.5 使 xseO 
CN .自身 是 开 集 的 邻 域 称 为 开 邻 域 . 

注 2 设 X= 民 ,N=[a, 5b], 则 NN 按 定义 5 是 x 的 邻 域 , 当 目 仅 当 a<x<b. 
请 特别 注意 “ 控 边 ”情况 : 若 zx=a ， 则 N 并 非 x 的 邻 域 ， 因 为 RR 不 存在 开 集 O 
使 xeOcN. 直观 地 说 ,要 使 [a, 5] 是 x 的 邻 域 , x 在 [a, 如 中 应 有 “ 左 邻 右 舍 ” 而 
x=a 的 任何 “ 左 邻 ” 都 不 属于 [a, 8], 故 [a, b] 不 应 是 x=a 的 邻 域 . 可 见 定义 5 在 
一 定 程度 上 反映 了 这 一 直观 要 求 . 另 请 注意 如 下 的 微妙 例子 : 在 拓扑 空间 
[0, co)c 了 中 ，[0,D 是 0 的 开 邻 域 ，[0,H 是 0 的 邻 域 

定义 5'( 子 集 的 邻 域 ) NcX 称 为 AcX 的 一 个 邻 域 , 若 30es2 使 4CO 
CN. 

定理 1-2-1 AcX 是 开 集 ， 当 且 仅 当 4 是 x 的 邻 域 vxeAh. 

证 阴 

(A) 设 A 为 开 , 则 VxeA,， 3 Ae 了 使 xe Ac A 和 , 故 由 定义 5 知 Ah 是 x 的 邻 域 . 

(B) 设 A 是 x 的 邻 域 vxeA, 令 0= 册 0o.(0, 是 定义 5 中 满足 xseO,cCA4 的 


XxEeA 
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OO:s27 )， 则 O =4 (读者 试 补 证 这 一 等 式 )， 又 由 定义 1(O 知 De ， 故 4E2 ， 
即 4 为 开 集 . 口 

定义 6 CCcCX 叫 闭 集 (closed ss,， 若 -Ce 

定理 1-2-2 闭 集 有 以 下 性 质 : 

(a) 任意 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 ; 

(b) 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 ; 

(c) 了 XX 及 名 是 闭 集 . 

证 明 不 难 由 定义 1，6 及 De Morgan 律 得 证 . 口 

可 见 任何 拓扑 空间 (X, 9 ) 都 有 两 个 既 开 又 闭 的 子 集 ， 即 和 和信 . 

定义 7 拓扑 空间 (X; 2 ) 称 为 连通 的 (connected) , 若 它 除 X 和 名 外 没有 既 开 
又 财 的 子 集 . 

例 9 设 A4 和 B 是 RR 的 开 区 间 ，A4 门 B= 名 (请 自 画 图 )， 以 代表 由 及 的 通 
常 拓扑 在 子 集 X=AUB 上 的 诱导 拓扑 , 则 拓扑 空间 (X，.2) 的 既 开 又 闭 的 子 集 除 
XX 和 名 外 还 有 A 和 B(A 和 8B 在 诱导 拓扑 下 自然 是 开 的 ， 又 因 A 和 B 互 为 补 集 ， 
故 又 都 是 财 的 . )， 所 以 (X, .2 ) 是 不 连通 的 . 这 同 自 画 图 中 的 A 和 B 在 直观 上 互 
不 连通 相 吻 合 ， 

设 (X, 了 了) 为 拓扑 空间 ，AcXX .分 别 定义 4 的 闭 包 、 内 部 和 边界 如 下 : 

定义 8 4 的 闭 包 (closure) 4 是 所 有 含 4 的 闭 集 的 交集 ， 即 

A:= 门 C%,,， AcC,， 且 C, 为 闭 . 


定义 9 A 的 内 部 (interion)i(4) 是 所 有 含 于 A 的 开 集 的 并 集 ， 即 
i(A) := Uo,, O, C 4， Oe . 


定义 10 4 的 边界 (boundary)4 := 4-i(4) , xe 4A 称 为 边界 点 . 4 也 记 作 834 . 

定理 1-2-3 4 ，i(C4) 及 4 有 以 下 性 质 : 

(a) 4 为 闭 集 , @4c<4, 四 4=4 当 且 仅 当 4 为 闭 集 ; 

(b) (Di(4) 为 开 集 ，@@i(4)c A ，@i(4)=4 当 且 仅 当 4s2 ; 

(c) 4 为 闭 集 . - _ 

证 明 (a)、(。) 易 证 . (c) 的 证 明 如 下 : XX-A=X-[A-i(4)]=(X -A)Ui(A4)， 
其 中 最 后 一 步 用 到 习题 2 的 结论 . 因 4 为 闭 ， 故 和 -4 为 开 ， 加 之 i(4) 为 开 ， 故 
X -4 为 开 ， 因 而 4 为 闭 . 口 

下 面 的 定义 在 $1.3 全 节 以 及 第 2 章 开 始 时 要 用 到 ; 

定义 11 X 的 开 子 集 的 集合 {0。} 叫 AcX 的 一 个 开 覆 盖 (open coven ， 若 


中 与 直观 感觉 更 一 致 的 是 称 为 “ 弧 连通 ”的 概念 ， 它 与 连通 概念 有 微妙 差别 ( 见 85.2 的 第 一 个 脚注 ). 
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4cljo。. .也 可 说 {O。} 覆 盖 4. 


$1.3 霖 致 性 [选读 ] 


定义 1 设 {O.} 是 4CX 的 开 履 盖 (open cover). 车 {O。} 的 有 限 个 元 素 构成 的 
子 集 [OO 也 复 盖 4 ， 就 说 {O.} 有 有 限 子 覆盖 (finite subcover). 

定义 2 4CX 也 紧 致 的 compacb)， 若 它 的 任 一 开 履 盖 都 有 有 限 子 履 姜 . 

例 1 设 xeX ， 则 独 点 子 集 A= {x} 必 紧 致 . 

证 明 设 {0。} 是 A 的 任 一 开发 盖 ， 则 {0O,} 中 至 少 存 在 一 个 元 素 ( 记 作 0 ) 满 
足 YEOu .于 是 { Ow} 作为 {Ow} 的 子 集 ) 是 A= {x} 的 开 履 盖 ， 故 {Os} 有 有 限 子 履 
盖 . 口 

例 2 A=(0, 1]cC 民 不 是 紧 致 的 . 

证 明 以 NN 代表 自然 数 集 , 则 { (1/n，2) 1 ne N} 是 4A 的 开 和 改 盖 ， 它 没有 有 限 
子 履 姜 . 口 

类 似 地 ， 民 中 任 一 开 区 间或 半 开 区 间 都 非 紧 致 . 

例 3 民 不 是 紧 致 的 (证 明 留 作 习 题 ). 

定理 1-3-1 民 的 任 一 闭 区 间 都 紧 致 . 

证 明 咯 . 口 

注 不 要 以 为 闭 集 一 定 紧 致 (就 连 民 中 也 有 非 紧 致 闭 集 , 读 者 试 举 一 例 . ). 紧 
性 与 闭 性 有 密切 联系 ， 但 不 等 价 ， 其 关系 体现 在 以 下 两 定理 中 . 

为 讲述 定理 1-3-2， 先 补充 以 下 定义 . 

定义 3 拓扑 空间 (X, 9 ) 叫 Tz 空 间或 豪 斯 多 夫 空间 (Hausdorff space)， 若 

VX, yeX，Xry 3 O, 0s27 使 YeO，yeO 且 OO = 

注 2 常见 的 拓扑 空间 (如 民 ” ) 都 是 Ts 空间 ， 凝 聚 拓 扑 空间 是 非 T 空间 的 一 
例 . Hawking and Ellis(1973)P.13~14 给 了 一 个 更 “靠近 实用 ”的 例子 . 

定理 1-3-2 若 (X, 2 ) 为 T 空 间 ，4CX 为 紧 
致 ， 则 A 为 闭 集 . 

证 明 妆 4= 纪 时 定理 显然 成 立 ， 故 以 下 设 
4:#F 人 .只 须 证 明 X -4eE.9 ， 为 此 只 须 证 明 Vxe 
XX-A,3Oe 了 使 XeOCX-A( 见 定理 1-2-1). 因 
环 为 三 空间 ， 故 给 定 XY 后 ，Vye4， 了 OO,GC, es2 
使 xeO0,，yeG, 且 O, 门 G, = 名 ( 见 图 1-7). y 走 遍 

A 便 给 出 两 个 子 集 的 集合 {G， lys4} 和 {O,1yes4}. sd A 的 开 复 

盖 . A 的 紧 致 性 保证 它 必 含 有 限 子 履 盖 { Gy 0 令 0=0O, (1…f0, ， 


图 1-7 定理 1-3-2 证 明 用 图 
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便 有 : 0Os7 ; 回 xe0 ;加 0 站 4A4= 儿 (证 明 留 作 练 习 ), 即 OCX-A. 于 是 由 
定理 1]-2-1 知 X_-A4E7， 故 4 为 闭 . 口 

定理 1-3-3 车 (X, .2 站) 为 紧 致 且 4CX 为 闭 集 ， 则 4 为 紧 致 . 

证 明 因 4 为 闭 , 故 和 -4 为 开 . 设 {O。} 为 4 的 任 一 开 履 盖 , 则 {O_ ,和 X -4】 
是 丈 的 一 个 开 履 盖 ( 此 处 用 到 A 为 闭 集 ). 和 为 紧 致 使 TD。 和 -4} 存 在 有 限 子 履 盖 
{O1,…, 0 和 -4}] ， 于 是 1O01，…，On]} 和 覆盖 4 ， 从 而 {0s} 有 有 限 子 履 盖 、 口 

定义 4 AcCcRR"” 吕 有 界 的 (bounded)， 若 3 开 球 BCR 使 AcB. 

定理 1-3-4 4cC 了 下 为 紧 致 ， 当 且 仅 当 4 为 有 界 闭 集 . 

证 明 

(A) 设 A 为 紧 致 . (a) 因 民 为 了 空间 ,由 定理 1-3-2 知 4 是 闭 集 . (b){(-n, n)| 
neN} 是 A 的 开 履 盖 ，A4 的 紧 致 性 保证 此 开 和 履 盖 存在 有 限 子 履 姜 
{C1,D,(-2, 2),…, (—m, m)}, 好 AcC(-1,DU(-2,2)U:… Um,m) =(-m, m), 
可 见 A 有 界 . 

(B) 设 4 为 有 界 闭 集 ， 有 界 性 保证 3M es 民 使 Ac[-M， M]. 由 定理 1-3-1 知 
[~-M，M] 作 为 ( 民 ,7) 的 子 集 为 紧 致 . 令 C=[-M, M], 以 代表 廊 在 C 上 的 诱 
如 拓扑 ， 则 可 证 (C,.9) 也 为 紧 致 (练习 )， 把 (C,.9) 看 作 定 理 1-3-3 中 的 (和 ,9 ) ， 
注意 到 4CC 为 闭 集 ， 便 知 4 为 紧 致 ， 口 

定理 1-3-5 设 4CX 紧 致 ， 让 :和 X 一 了 连续 ， 则 F[4]C7 紧 致 . 

证 明 设 {Oc} 是 JI4] 的 任 一 开 履 盖 . f 的 连续 性 保证 广 [Ous] 为 开 ， 故 
{f” [O.]} 是 4 的 开 履 盖 ， 因 人 紧 致 ， 故 存在 有 限 子 覆盖 {F1O], …, 广 1[O,]) ， 
于 是 {1O1，…，On] 便 是 {O。} 的 有 限 子 履 盖 . 因此 [4] 紧 致 . 口 

由 定理 1-3-5 可 得 推论 : 同 胚 映射 保持 子 集 的 紧 致 性 . 

定义 5 在 同 胚 映射 下 保持 不 变 的 性 质 称 为 拓扑 性 质 (topological property) 或 
拓扑 不 变性 (topological invariance). 

例 4 紧 致 性、 连通 性 和 T2 性 都 是 拓扑 性 质 . 有 界 性 不 是 拓扑 性 质 ， 例 如 开 
区 间 (a, 站 同 胚 于 取 , 但 前 者 有 界 而 后 者 无 界 . 由 此 还 可 看 出 长 度 也 不 是 拓扑 性 质 . 

数学 分 析 中 有 个 熟知 定理 : 闭 区 间 上 的 连续 函数 必 在 该 区 间 上 取得 其 最 大 值 
和 最 小 值 . 下 述 定理 是 这 一 定理 的 推广 . 

定理 1-3-6 设 飞 紧 致 ， 夏 :X 一 到 连 续 ， 则 [IIX]C 了 有 界 并 取得 其 最 大 值 
和 最 小 值 . 

证 明 这 是 定理 1-3-4 和 1-3-5 的 推论 . 口 

定理 1-3-7 设 (Xi, 也 ) ，(X2， 马 ) 紧 致 ， 则 (XI xX2?，29 ) 紧 致 (9 为 .971 和 


中 ”严格 说 来 ， 为 了 从 定理 1-3-3 得 出 A 为 紧 致 的 结论 ， 应 把 该 定理 略 加 推广 成 为 (其 证 明 与 原 定理 类 似 ); 设 
C 是 拓扑 空间 (X，2 ) 的 紧 致 子 集 ，4CC 且 4 是 (X，29F ) 的 闭 子 集 ， 则 4 必 紧 致 . 
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.2 的 乘积 拓扑 ). 
证 明 覆 . 口 
定理 1-3-8 AckRR" 紧 致 ， 当 且 仅 当 它 是 有 界 闭 集 . 
证 明 这 是 定理 1-3-7 及 前 面 定 理 的 推论 (R" 是 nn 个 展 的 卡 氏 积 ). 图 


简单 应 用 举例 考虑 (有 R”, 色 ). 设 S 是 有 中 的 任 一 圆周 , 易 见 它 是 有 界 闭 集 ， 
于 是 由 定理 1-3-8 知 它 为 紧 致 . 由 定理 1-3-5 知 连续 映射 保 紧 致 性 , 而 民 及 其 任 一 
开 区 间 都 不 紧 致 ,可 见 S 不 可 能 与 及 或 其 任 一 开 区 间 同 胚 . 类 似 地 , 由 定理 1-3-1、 
1-3-5 知 取 中 任 一 闭 区 间 都 不 可 能 与 取 或 其 任 一 开 区 间 同 甩 . 

定义 6 映射 $: 一 卫 叫 久 中 的 序列 (sequence). 

注 3 通常 把 序列 记 作 {%%} ， 其 中 避 =S(n)e XX ，neN. {%} 其实 就 是 匀 中 


定义 7 xe 关 叫 序 列 {x%} 的 极限 limit)， 若 对 x 的 任 一 开 邻 域 O 存 在 NeN 使 
MEO Vn>N. 若 xX 是 {6 的 极限 ， 就 说 {x} 收敛 于 x. 

定义 8 xeX 叫 序列 {x,} 的 聚 点 (accumulation point)， 若 x 的 任 一 开 邻 域 都 含 
{6 } 的 无 限 多 点 . 

注 4 x 为 {%} 的 极限 坊 x 为 {NX} 的 聚 点 ， 但 反之 不 一 定 . 

下 述 定理 中 有 一 条 件 涉及 “第 二 可 数 ” 概 念 . 元 素 个 数 有 限 的 集 称 为 有 限 集 ， 
否则 称 为 无 限 集 . 对 有 限 集 总 可 将 其 元 素 编 号 以 便 一 个 一 个 地 数 ， 所 以 有 限 集 一 
定 是 可 数 集 (countable set)， 但 无 限 集 也 不 一 定 不 可 数 ， 例 如 时 就 是 可 数 的 无 限 
集 . 有 限 集 比 无 限 集 简单 ， 可 数 无 限 集 比 不 可 数 无 限 集 简单 . 拓扑 空间 (X,， .9 ) 称 
为 第 二 可 数 的 (second countable) ， 若 9 存在 可 数 子 集 {O01,…,Orx}jc 或 
{01,…}c9 使 得 任 一 Oe 可 被 表 为 {O01,…,Ok} [或 {O01,…}] 的 元 素 之 并 . 例 
如 ，( 民 ", 色 ) 是 第 二 可 数 的 ， 因 为 有 这 样 的 可 数 子 集 ( 它 的 每 个 元 素 0, 是 一 个 
开 球 ， 球 心 的 每 个 自然 坐标 都 是 有 理 数 ， 半 径 也 是 有 理 数 . ), 使 得 任 一 Oe 祁 可 
被 表 为 该 子 集 的 元 素 之 并 . 

定理 1-3-9 若 4CX 紧 致 ， 则 A 中 任 一 序列 都 有 在 A 内 的 聚 点 . 反之 ， 若 和 
为 第 二 可 数 且 4CX 中 任 一 序列 都 有 在 A 内 的 聚 点 ， 则 4 紧 致 . 

证 明 五 . 加 


习 题 
1. 试 证 4-B=ANn(X-B),，VvA, BCX. 
2. 试 证 XX-(B-A)=(X-B)UA ,vA, BCX. 
“3. 用 “对 ”或 “ 错 ” 在 下 表 中 填空 : 


1 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


f: R—>R 是 一 一 的 是 到 上 的 
f(x)=x 
f(x)=x’ 
f(x)=e’ 

f(x) =cosx 


f(x)=5 ,vxeR 


“4. 判断 下 列 说 法 的 是 非 并 简 述 理由 : 

(a) 正切 函数 是 由 下 到 悄 的 映射 ; 

(b) 对 数 函 数 是 由 及 到 恨 的 映射 ; 

(c) (ab]c 及 用 :2 衡量 是 开 集 ; 

(d) [a,b]cR 用 慷 衡 量 是 闭 集 . 
“5. 举 一 反 例 证 明 命 题 “ (R,.7) 的 无 限 个 开 子 集 之 交 为 开 ” 不 真 . 
“6. 试 证 $1.2 例 5 中 定义 的 诱导 拓扑 满足 定义 1 的 3 个 条 件 . 

7. 举例 说 明 ( 术 ,2 ) 中 存在 不 开 不 闭 的 子 集 . 
“8. 常 值 映射 f : (和 ,9 ) 一 (7Y,.F) 是 否 连 续 ?为 什么 ? 
-9. 设 29 为 集 X 上 的 离散 拓扑 ，. 为 集 Y 上 的 凝聚 拓扑 ， 

(a) 找 出 从 (X, F) 到 (7Y,.y) 的 全 部 连续 映射 ; 

(b) 找 出 从 (7,. 史 ) 到 (X, 7) 的 全 部 连续 映射 
“10. 试 证 定义 3a 与 3b 的 等 价 性 . 

11. 试 证 任 一 开 区 间 (a,b)c RR 与 及 同 胚 . 

12. 设 X, 和 X, 是 恨 的 子 集 ，X,=(1,2)U(2,3)，X,=(1,2)U[2,3). 以 7 和 色 分别 代 表 

由 RR 的 通常 拓扑 在 X, 和 XX, 上 的 诱导 拓扑 、 拓扑 空 间 (X,, 7) 和 (X,, 久 ) 是 否 连 通 ? 
13. 任意 集合 X 配 以 离散 拓扑 7 所 得 的 拓扑 空间 是 否 连 通 ? 
“14. 设 AcB, 试 证 (a) AcB; 提示 : AcB 表 明 B 是 含 A4 的 闭 集 ，(b)i(A)ci(B). 
“15. 试 证 xeAh 属 x 的 任 一 邻 域 与 4 之 交集 非 空 .对 二 证 明 的 提示 : 设 Oe 且 
0 门 A4=@ ， 先 证 AcX-0O ,再 证 (利用 闭 包 定 义 )AcX-0. 
16. 试 证 及 不 是 紧 致 的 . 
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$2.1 微分 流 形 


物理 学 离 不 开 背 景 空间 . 例如 ,牛顿 力学 和 电动 力学 研究 人 R 中 的 物体 和 电 
磁场 随时 间 的 演化 ， 统 计 物理 和 哈密 顿 理论 经 常用 到 相 空 间 ， 狭 义 相 对 论 的 时 
空 以 及 为 背景 等 . 通俗 地 说 , 这 些 空间 都 是 “连续 ”的 而 不 是 由 分 立 的 点 构成 
的 .广义 相对 论 的 时 空 也 是 一 个 “连续 的 4 维 空间 ”， 它 局 部 地 看 像 Ri ， 但 
不 一 定 就 是 及 . 然而 “连续 ”一 词 意义 尚 不 明确 ， 微 分 流 形 ( 简 称 流 形 ) 就 是 带 
有 微分 结构 的 各 种 “连续 空间 ”的 准确 提 法 . 了" 是 最 简单 的 n 维 流 形 . 粗略 地 
说 ， 微 分 流 形 是 带 有 微分 结构 的 拓扑 空间 ， 局 部 地 看 像 R" ， 整 体 上 看 可 以 不 
同 于 RR”. 准确 定义 如 下 : 

定义 1 拓扑 空间 (M,2) 称 为 n 维 微 分 流 形 (n-dimensional differentiable 
manifold)， 简 称 n 维 流 形 ， 若 M 有 开 覆 盖 {0。} ， 即 M =O, ( 见 $1.2 定义 11)， 


满足 (a) 对 每 一 0。 3 同 胚 ws : 0。 一 Vs (Vs 是 R" 用 通常 拓扑 衡量 的 开 子 集 ); (b) 若 
0 门 0g x ， 则 复合 映射 yg yz ( 见 图 2-]) 是 C” (光滑 ) 的 .~ 


图 2-1 流 形 定义 用 图 
Ws oy7 是 yw ( 先 ) 和 ws (后 ) 的 复合 映射 


中 定义 1 是 光滑 流 形 的 一 般 定 义 . 本 书 (以 及 通常 在 物理 中 ) 涉 及 的 流 形 M 还 满足 以 下 附加 条 件 : 作为 拓扑 空 
间 ，M 是 Hausdorff 的 和 第 二 可 数 的 ( 均 见 81.3)， 今 后 谈 到 流 形 都 指 这 种 流 形 . 


.16 . 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


注 1 由 wp。ywz 是 从 wa[0s 门 0p]c R” 到 yp[0 站 0p]c R" 的 映射 . 因 RR” 
的 每 点 有 n 个 自然 坐标 ， 故 wp owz 提供 了 n 个 n 元 函数 (参见 $1.1 注 4)， 所 请 
wp yz 是 C” 的 , 就 是 指 这 每 一 个 n 元 函数 都 是 C” 的 (n 元 函数 的 C” 性 在 微 积分 
中 早 有 定义 ). ”@ 设 peO0,， 则 ws(p)eR"， 故 ys(p) 点 有 n 个 自然 坐标 .很 自 
然 地 把 这 n 个 数 称 为 p 点 在 映射 ys 下 获得 的 坐标 . M 作为 拓扑 空间 ， 其 元 素 本 来 
一 般 没 有 坐标 ,但 作为 流 形 ，M 中 位 于 O。 内 的 元 素 (点 ) 就 可 通过 映射 wy 获得 坐 
标 . 若 0。 Op 名, 则 O06 门 0 内 的 点 既 可 通过 Wo 又 可 通过 Wy 获得 坐标 ,这 两 
组 坐标 一 般 不 同 . 我 们 说 (0。,w) 构 成 一 个 (局 域 ) 坐 标 系 (coordinate system), 其 坐 
标 域 (coordinate patch) 为 0。; (Op,Wp) 构 成 男 一 坐标 系 ， 其 坐标 域 为 0 . 于 是 
O- og 内 的 点 至 少 有 两 组 坐标 ， 分 别 记 作 {x“} 和 {x”} (1, Vln ). 由 映射 
wp yz 提供 的 、 体 现 两 组 坐标 之 间 关 系 的 nn 个 n 元 函数 


x = p(x ,.., x"), x =6"(x,..., x") 


就 称 为 一 个 坐标 变换 (coordinate transformation)， 定 义 1 条件 (b) 保 证 坐标 变换 中 的 
函数 关系 x =G*(x ，,…, x*) 都 是 C” 的 .为 方便 起 见 也 常 称 {x4} 为 坐标 系 ， 虽 然 
从 {x*} 中 看 不 出 坐标 域 的 范围 ， 物 理学 家 也 常 把 x*=G*(xl…,x) 记 作 x* 
= x (x!,., x). 

定义 2 坐标 系 (0,, wo) 在 数学 上 又 叫 图 (chart), 满足 定义 1 条件 (a)、(b) 的 全 
体 图 的 集合 {(04,wo)} 叫 图 册 (atlas). 条 件 (b) 又 称 相 容 性 (compatibility) 条 件 ， 因此 
说 一 个 图 册 中 的 任意 两 个 图 都 是 相 容 的 . 

例 1 设 M=(R, 久 ). 选 01= 及， = 恒 等 映 射 ( 即 像 与 逆 像 重合 的 映射 )， 
则 {(O1, wi)} 便 是 只 传 一 个 图 的 图 册 ， 故 R* 是 2 维 流 形 ， 而 且 是 能 用 一 个 坐标 域 
覆盖 的 流 形 , 称 为 平凡 (triviaD) 流 形 . 根据 这 个 图 肌 ，R” 中 每 点 的 坐标 就 是 它 作为 
R” 的 元 素 天 生 就 有 的 自然 坐标 . 及 ? 的 点 当然 也 可 用 其 他 坐标 (如 极 坐标 ) 描 述 ， 其 
实 这 无 非 是 选择 与 图 (O01,w) 相 容 的 另 一 个 图 (0,, y,) ， 其 中 yw 把 pe 0; 映 为 
W2(p)e 民 ”再 把 y(p) 的 自然 坐标 称 为 p 点 的 新 坐标 而 已 ， 但 应 注意 坐标 域 0， 
未 必 能 包括 R” 的 全 体 点 (例如 极 坐 标 ). 

同 理 可 知 有 R” 是 n 维 平凡 流 形 . 

例 2 设 M=(S', .7), 其 中 Si := {xeR41lx-ol=1} 是 以 原点 o 为 心 的 单 
位 圆周 ，. 是 R 的 多 在 S 上 诱导 的 拓扑 . 由 于 S!: 与 及 并 不 同 胚 ( 见 $1.2 例 


Q(D 定义 1 的 流 形 是 光滑 流 形 的 简称 . 把 条 件 (b) 的 C" 改 为 C" (7 为 含 零 自然 数 ) 就 成 为 C' 流 形 的 定义 . 
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7), 把 (S', .2) 定义 为 流 形 的 任何 图 册 不 能 只 含 一 个 图 . 设 {x,x } 是 R 的 自 
然 坐标 , Or , O7 , 0; , 0; 是 如 下 定义 的 “ 开 半 圆 ”: Of ={(x',x*) eS'1x’ >0}， 
Or ={(x ,x )eS lx <0}，i=1, 2， 则 {OF} 可 覆盖 S .定义 从 0 到 及 的 开 区 
间 (-1, 1) 的 同 胚 映射 姑 为 如 下 的 “投影 映射 ”: wi((x',x*))=x?， 
wz((x!,x))=xe， 则 易 证 (习题 ) 开 半圆 交合 区 满足 相 容 性 条 件 , 可 见 S 是 1 
维 流 形 . 其 实 ， 只 用 含有 两 个 图 的 图 册 就 可 覆盖 S: ， 有 余力 的 读者 可 自行 
证 明 . 

例 3 设 M=(S*,.7), 其 中 S := {xeRi1lx-ol=1} 是 以 原点 o 为 心 的 单位 
球面 ，.9 是 RR 的 色 在 S 上 诱导 的 拓扑 . 仿照 上 例 的 方法 , 用 6 个 开 半球 面 覆 
盖 S“， 并 定义 从 每 个 开 半 球面 到 RR“ 的 相应 开 圆 盘 的 同 胚 映 射 [Wald(1984)] ， 通 
过 证 明 交 又 区 满足 相 容 性 条 件 就 可 证 明 S 是 2 维 流 形 . 也 可 证 明 只 用 两 个 图 即 
可 覆盖 S” 地 球 表面 可 看 作 S”, 它 局 部 看 来 像 R* , 你 从 北京 市 地 图 (RR“ ) 无 法 看 
出 人 类 生存 在 一 个 球面 上 .反之 ， 地球仪 则 清楚 地 告诉 你 ， 地 球 表 面 整 体 而 言 
不 是 R*. 

设 图 册 {(0,,w)} 把 拓扑 空间 M 定义 为 一 个 流 形 ， 则 此 图 册 中 的 任意 两 个 图 
自然 是 相 容 的 .但 也 可 用 另 一 图 册 {(05,w9)} 把 同一 个 M 定义 为 流 形 ， 这 时 有 两 
种 可 能 : 这 两 个 图 册 互 不 相 容 , 即 存在 Os。 和 05 使 Oo 站 05 = 人 , 且 在 0Oxmo05 
上 ws 与 Ws 不 满足 定义 1 条件 (b), 这 时 就 说 这 两 个 图 册 把 M 定义 为 两 个 不 同 的 微 
分 流 形 ， 并 说 这 两 个 图 册 代 表 两 种 不 同 的 微分 结构 (对 微分 结构 的 概念 须 逐渐 体 
会 ， 不 要 求 一 步 到 位 ，); @ 这 两 个 图 册 是 相 容 的 ， 这 时 就 说 它们 把 M 定义 为 同 
一 个 微分 流 形 ( 只 有 一 种 微分 结构 ). 为 方便 起 见 , 不 妨 把 { (Os,ws) ; (05,ws)} 看 
成 一 个 图 册 . 更 进一步 ， 索 性 把 所 有 与 (0s ,wa) 相 容 的 图 都 放 到 一 起 造 出 一 个 最 
大 的 图 册 . 今后 说 到 M 是 一 个 流 形 时 ， 总 是 默认 已 选 定 某 一 最 大 图 册 作为 微分 结 
构 ， 这 使 我 们 可 以 进行 任意 坐标 变换 . 

微分 流 形 与 拓扑 空间 的 重要 区 别 是 前 者 除 有 拓扑 结构 外 还 有 微分 结构 , 因 
此 两 个 流 形 之 间 的 映射 不 但 可 谈 及 是 否 连续 ,还 可 谈 及 是 否 可 微 ,乃至 是 否 C”. 
设 M 和 MM' 是 两 个 流 形 ， 维 数 依次 为 n 和 nw ，{(O。, Wa)} 和 {(05,Ws)} 依 次 为 
两 者 的 图 册 ,f : M 一 M' 是 一 个 映射 ( 见 图 2-2). Vp e M , 任 取 坐标 系 (O。 , Wo) 
使 peO 及 坐标 系 (05,ws) 使 f(p)e05 , 则 ws。fowa! 是 从 V, =wWo[0s] 到 RR” 
的 映射 , 因此 相应 于 n' 个 nn 元 函数 ,它们 的 C' 性 可 用 以 定义 f:M 一 M' 的 C 
性 . 
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图 2-2 映射 ys。f ow 对 应 于 n' 个 元 函数 ， 其 C "性 用 以 定义 f 的 C "性 


定义 3 f :M 一 MM' 称 为 C' 类 映射 , 如 果 Vp eM , 映射 ys。f owz 对 应 的 
n' 个 于 元 图 数 是 C" 类 的 . 

注 2 由 于 同一 图 册 中 各 图 相 容 ， 上 述 定义 与 坐标 系 (O6,Ws) 及 (O05, ws) 的 
选择 无 关 . 

定义 4 微分 流 形 M 和 M' 称 为 互相 微分 同 胚 (diffeomorphic to each other) , 若 
3f : M 一 M' ,满足 (a) f 是 一 一 到 上 的 ;(b)f 及 ff 是 C” 的 .这样 的 f 称 为 人 M 
到 AM 的 微分 同 胚 映射 ,简称 微分 同 胚 (diffeomorphism). 

注 3 中 微分 同 胚 是 对 流 形 间 的 映射 可 以 提出 的 最 高 要 求 ( 若 流 形 上 还 有 附加 
结构 则 当 别 论 )， 互相 微 分 同 胚 的 流 形 可 以 视 作 相 等 . @ 只 有 维 数 相等 的 流 形 才 可 
能 微分 同 胚 、@ 定 义 1 对 yw : 0; 一 V, 的 要 求 是 同 胚 而 不 是 微分 同 胚 ， 因 微分 同 
胚 是 流 形 间 的 关系 ， 而 当时 尚 无 流 形 概念 .但 讲 完 定义 4 后 自然 要 问 : 把 定义 1 
的 Os 和 V 看 作 流 形 ，w 是 否 微分 同 胚 ? 答案 是 肯定 的 ， 有 余力 的 读者 可 自行 证 
明 . 由 此 可 进一步 体会 “ 流 形 M 局 部 看 来 像 R" ”的 含义 . 

映射 f : M 一 M 的 一 个 重要 而 简单 的 特例 是 M'= R 的 情况 . 这 时 M 的 每 点 
对 应 着 一 个 实数 ， 于 是 有 如 下 定义 : 

定义 5 f:M-> 民 称 为 M 上 的 函数 (function on M ) 或 M 上 的 标量 场 
(scalar field on M ). 若 f 为 C” 的 ， 则 称 为 M 上 的 光滑 函数 . M 上 全 体 光滑 函数 
的 集合 记 作 .和 % , 在 不 会 混淆 时 简 记 为 8 .今后 在 提 到 函数 而 不 加 声明 时 都 是 指 
光滑 函数 . 

例 4 RR 中 位 于 4 点 的 点 电荷 的 电势 是 流 形 M = 及 ?3-{g} 上 的 光滑 函数 

例 S 坐标 系 (2, w) 的 第 A 坐标 x* 是 定义 在 O 上 的 光滑 函数 ， 有 兴趣 的 读 
者 可 证 明 它 满足 光滑 函数 的 定义 . 

因数 太 : M 一 民 与 坐标 系 (O, w) 结合 可 得 一 个 n 元 函数 F(x!,…,x”") ,因为 n 
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个 坐标 决定 O 中 唯一 的 点 p , 而 由 f : M 一 展 可 得 唯一 的 实数 f(p) .然而 了 与 为 
一 坐标 系 (0', w') 结 合 将 给 出 男 一 nn 元 函数 F(x” ,…,x”) , 函数 关系 和 F' 不同， 
因为 F=f oy 而 F'=fow"” .可 见 与 函数 : M 一 及 相应 的 多 元 函数 ( 指 函 数 
关系 ) 是 坐标 系 依 赖 的 .应 注意 区 分 函数 (标量 场 ) f 和 它 与 坐标 系 结合 而 得 的 多 元 
函数 FF. 

设 M,N 为 流 形 , 则 它们 必 为 拓扑 空间 , 故 M xN 也 是 拓扑 空间 . 不 难 利用 M， 


N 的 流 形 结构 把 M x N 进一步 定义 为 流 形 [ 见 Wald(1984)P.13]. 设 M, N 的 维 数 分 
别 为 m，n， 则 MM xN 的 维 数 是 m+n,， 即 dim(M xN)=dimM +dimN . 


$2.2 切 和 天 和 切 拓 场 
2.2.1 切 矢量 


先 复习 线性 代数 中 矢量 空间 ( 即 线性 空间 ) 的 定义 . 

定义 1 ”实数 域 上 的 一 个 矢量 空间 (vector space) 是 一 个 集合 V 配 以 两 个 映 
射 ， 即 V xV 一 Y[ 叫 加 法 (addition)] 及 下 xy 一 Y [ 叫 数 乘 (scalar multiplication)] ， 满 
足 如 下 条 件 : 

(a) 册 1+V =V, +UV, VV, VEY ; 

(b) (vit+v)+tV=0 +(V +V3) , VV, Vy, U3€EV; 

(c) 3 零 元 0eV 使 0t+v=v， VveV， 

(d) Qi(Q20)=(QIQ2)V, VvEeV, QA, QE R,; 

(e) (+Q)V=AvV+tA Vv, VvEeV, Q1, QE R, 

({) XI +v,)=avV tAQv,, Vv, Vv, EV, CER,; 

(g) 1l1:v=v, VveV. 

注 1 由 此 7 条 可 推出 :(1)0.v=0,(2)vveV 3ueV 使 Vv+u=0. 约 定 把 u 记 
作 一 上 v. 

今后 也 常 把 V 的 零 元 简写 作 0， 即 符号 0 既 代 表 0e 民 又 代表 0eV ,读者 应 
能 根据 行文 或 等 式 目 我 识别 . 

从 代数 上 看 ， 满 足 定义 1 的 任 一 集合 都 叫 矢量 空间 ， 其 中 任 一 元 素 都 叫 天 
量 . 设 p 是 3 维 欧 氏 空间 的 一 点 , Vp 是 从 p 出 发 的 各 种 方向 和 长 度 的 直线 段 (入 
二) 的 集合 ， 定 义 两 箭头 的 加 法 为 按 平行 四 边 形 法 则 求 合 箭头 ， 定义 数 乘 a5 
(Va e 民 ，VeV, ) 为 保持 箭头 方向 (在 w<0 时 则 取 反 方向 ) 而 把 长 度 改 为 lx1 倍 的 
操作 , 则 V 按 定义 1 就 是 一 个 矢量 空间 , 故 从 p 点 出 发 的 每 一 箭头 是 一 个 矢量 . 我 
们 希望 把 这 种 矢量 概念 推广 到 任意 流 形 M, 即 希望 给 M 的 任 一 点 己 定 义 无 数 个 天 
量 ， 使 它们 的 集合 构成 点 的 矢量 空间 .由 于 “直线 段 ”、“ 方 向 ”和 “长 度 ” 
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对 一 般 流 形 没 有 (或 尚 无 ) 定 义 ， 用 箭头 定义 矢量 的 做 法 不 能 直接 推广 至 一 般 流 
形 . 为 了 推广 ,应 抓 住 箭头 的 本 质 的 、 便 于 推广 的 特性 . 设 5 是 RR 中 任 一 点 p 的 
一 个 箭头 ， 则 对 R 上 的 任 一 C” 函数 矿 就 可 沿 亏 求 方向 导数 ， 这 导 函 数 在 p 点 的 
值 是 一 个 实数 . 可见 5 是 一 个 把 了 变 为 实数 的 映射 以 到; 代表 人 R 上 所 有 光滑 函 
数 的 集合 ， 则 fe 到 ; ， 故 是 从 吴 ; 到 民 的 映射 即 5 : 到; 下 民 . 由 于 求 方向 导 
数 的 操作 有 线性 性 并 满足 莱 布 尼 茨 律 ， 我 们 终于 找到 箭头 去 的 本 质 的 、 便 于 推广 
的 特性 : 它 是 一 个 从 妥 : 到 屎 的 、 满 足 菜 布 尼 茨 律 的 线性 映射 ， 推 广 到 任意 流 形 
M 的 任意 点 p,， 便 有 如 下 定义 : z 

定义 2 映射 v: 9 一 RR 称 为 点 peM 的 一 个 矢量 (Vector)， 若 Vf, ge ， 
Qa,PBe 民 有 

(a) (线性 性 ) v (af +pge)=av(f)+PBv(e); 

(b) ( 羔 布 尼 芯 律 ) v(f 8g)= fl, v(g)+ gl, v(f) ， 其 中 f 1, 代表 函数 在 p 点 
的 值 ， 亦 可 记 作 f(p). 

注 2 因 f 和 &8 是 M 上 的 函数 , 故 jfg 也 是 M 上 的 函数 , 它 在 M 的 任 一 点 p 
的 值 定义 为 f(p) 与 8(p) 之 积 . 
[选读 2-2-1] 

定理 2-2-1 设 fi,f,e 和 i 在 点 peM 的 某 邻 域 N 内 相等 , 即 filw=flw， 
则 对 p 的 任 一 矢量 有 vw(f)=v(f). 

证 明 先 证 两 个 引 理 . 

引 理 1 若 f ej 是 零 值 函数 , 即 让 =0 VpeM , 则 对 pp 点 的 任 一 矢量 有 
v(f)=0. z 

引 理 1 证 明 Vge 吕 有 f+g=g8g， 由 U 作 用 的 线性 性 得 

v(g)=v(f +8)=v(f)+v(g), 

故 v(f)=0. 口 

引 理 2 若 f eH 在 peM 的 某 邻 域 N 内 为 零 ， 即 fy=0， 则 对 p 点 的 任 
一 矢量 Uv 有 vw(f)=0. 

引 理 2 证 明 令 he.H 满足 hly_wy =0, hl,0， 则 fhly =0， 由 引 理 1 可 得 
VCJ 和 =0. 另 一 方面 ， 由 菜 布 尼 茨 律 又 得 vCfI=FDVZOD+ADVCP)=PDV(CP)， 
故 hl,v(f)=0. 注意 到 hl,zx0, 便 有 v(f)=0. 口 

现在 就 可 证 明定 理 2-2-1. 令 f= 有 -fp， 则 fvy=0， 由 引 理 2 知 v(f)=0. 
刀 一 方面 ， 由 线性 性 又 知 v(f)=v(fi 一 所 )=v( 有 i)-v(fp)， 于 是 v(fi)=v(). 口 

注 3 定义 2 规定 pp 点 的 矢量 只 能 作用 于 fe.%Hj .车 函数 只 在 点 peM 的 
邻 域 U (二 M) 上 有 定义 , 即 fe 狗 ，f gH , 则 Vv() 无 意义 .然而 总 可 找到 fe 
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及 的 邻 域 NCU 使 fy=fly， 因 而 可 把 vu(f) 定 义 为 U(f). 虽然 对 同一 f 有 无 
数 满足 上 述 要 求 的 『， 但 定理 2-2-1 保证 v( 了 ) 对 所 有 了 都 一 样 ， 所 以 用 vU(f) 给 
v(f) 下 定义 合法 . 这 一 结论 很 有 用 . 例如 , 设 (0O,wW) 是 MM 的 一 个 坐标 系 , 则 第 4 
坐标 xX 是 OO 上 (而 非 M 上 ) 的 隐 数 ,但 仍 可 合法 地 谈 及 OO 〇 的 任 一 点 p 的 矢量 UU 对 x 人 
的 作用 ， 即 v(x ) 有 意义 . 
[选读 2-2-1 完 ] 

根据 定义 2, 要 定义 p 点 的 一 个 矢量 只 须 指定 一 个 从 多 到 以 的、 满足 条 件 (a)、 
(b) 的 映射 ， 就 是 说 ， 指 定 一 个 对 应 规律 (法 则 )， 根 据 这 一 规律 ， 每 一 fe % 对 应 
于 一 个 确定 的 实数 .因为 这 种 映射 很 多 ， 所 以 p 点 有 很 多 (无 限 多 ) 矢 量 . 例如 ， 
设 (0, yw) 是 坐标 系 , 其 坐标 为 x*， 则 MM 上 任 一 光滑 函数 fe 入/ 与 (0, w) 结合 得 
n 元 函数 F(x ,…,x”") ， 借 此 可 给 O 中 任 一 点 p 定义 n 个 矢量 ,， 记 作 X, (其 中 
KA=1,…,n)， 它 ( 们 ) 作 用 于 任 一 fe i 的 结果 入) 定义 为 如 下 实数 
OF (x,..., x") 

Ox” 


X,(f) := VFe 兄 ， (2-2-1) 


p 
其 中 BF(xl,…,x")/Ox |, 是 90F/Ox^ Ja 的 简写 . 今后 也 把 
F(x ,…,x?)/0x* 简写 为 9f(x',…,x")/9x< 或 9f(x)/9x* 甚 至 9f/9x* ， 读 者 应 能 
认 出 3f/9x* 中 的 代表 nn 元 函数 F(x ,…,x”") 而 非 标 量 场 f .于 是 式 (2-2-1) 可 简 
写 为 
Of (x) 
Ox” 本 

定理 2-2-2 以 VW 代表 M 中 pp 点 所 有 矢量 的 集合 ， 则 Ww 是 n 维和 撩 量 空间 (n 
是 M 的 维 数 )， 即 dimV, = dim M =n. 

证 明 

(A) 按 以 下 三 式 分 别 定 义 加 法 、 数 乘 和 零 元 ， 不 难 验证 Vi 满足 定义 1， 故 为 
矢量 空间 . 

(1) (Vit+v2)(f):=0(f)+v0(f), Vf eR, Vi, Vs EV,; 

(2) (av)(f):=Q:v(f), Vf eH, veV,, a eR,; 

(3) 定义 零 元 0eV, 满 足 0(f)=0，Vvfe%%. 

(B) 任 选 坐标 系 使 坐标 域 含 p ， 则 式 (2-2-]) 定 义 了 p 点 的 n 个 矢量 X,， 
KA=1,…,n. 欲 证 它们 线性 独立 . 设 有 nn 个 实数 a “(4=1,…,n) 使 4“X,=0( 本 书 采 


用 爱 因 斯 坦 惯例 ， 即 重复 指标 代表 对 该 指标 求 和 ，a/X, 是 》 a4X, 的 简写 . )， 
4=1 


X,(f) := vfe%%. (2-2-1") 


. 22 ， 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


由 于 坐标 x* (v=1,…,n) 可 看 作 坐 标 域 上 的 函数 ， 上 式 两 边 作 用 于 x* 应 得 相同 结 
有 果 . 根据 零 元 0 的 定义 [本 证 明 (A) 的 (3)]， 右 边 作 用 结果 为 


0(x )=0; (2-2-2a) 
左边 作用 结果 则 为 
OX,(x )=Q0x" /Ox’ j=0°0° , =, (2-2-2b) 
l, WW=v,; 
其 中 第 一 步 用 到 式 (2-2-0)，5”， 的 含义 为 54 = | 对 比 式 (2-2-2a) 和 
， HzxV. 


(2-2-2-b) 可 知 w =0,v=1,…,n. 因 而立/,…,XX, 线性 独立 ， 可 可 见 dimV， >n. 
(C) 证 明 vVveV, 有 
VU=V XX,, (2-2-3) 
其 中 V =v (x*). (2-2-3") 
[这 是 最 难 的 一 步 ， 证 明 见 Wald(1984)P.16. ] 式 (2-2-3) 表 明 V, 的 任 一 元 素 都 可 用 n 
个 X, 线 性 表 出 , 式 (2-2-3) 说 明 表 出 系数 就 是 以 v 作 用 于 x4 所 得 的 实数 . (B) 和 (C) 
结合 表明 {Xi,…,X,} 是 V, 的 一 个 基底 ， 因 而 dimy =n. D 
定义 3 坐标 域内 任 一 点 p 的 {X1,…,X,} 称 为 V, 的 一 个 坐标 基底 (coordinate 
basis)， 每 个 性 4 称 为 一 个 坐标 基 矢 (coordinate basis vectom ，ve V, 用 {X,} 线 性 表 
出 的 系数 称 为 的 坐标 分 量 (coordinate components). 
定理 2-2-3 设 {x*} 和 {x”} 为 两 个 坐标 系 ， 其 坐标 域 的 交集 非 空 ，p 为 交集 
中 的 一 点 ，v eV, ，{v*} 和 {v”} 是 v 在 这 两 个 系 的 坐标 分 量 ， 则 
jv Ox”™ 


A DO 
Dr U’， (2-2-4) 


p 
其 中 x ”是 两 系 间 坐标 变换 函数 x"(x”) 的 简写 . 

证 明 先 求 p 点 的 两 组 坐标 基 矢 {X,} 和 {X,} 的 关系 .由 XX, 的 定义 可 知 
Vf eH 有 


2 of "(x') 


X,(f)=— 


》 


， 一 
Pp 


其 中 f(x) 和 了 "(x’) 是 由 标量 场 f : M > 展 分 别 同 坐标 系 {x*} 和 {x”} 结合 而 得 的 
n 元 函数 f(x …,x") 和 了 "(x",…,x”) 的 简写 ， 设 g 是 两 坐标 域 交集 内 的 任 一 点 ， 

则 标量 场 了 在 4 点 的 值 7 满足 fl=f(x(q))= 了 "(x"(q)) ， 简 记 为 (x)= 了 "(x'). 
为 一 方面 ， 每 一 x” 又 是 n 个 x* 的 函数 (坐标 变换 关系 )， 简 记 为 x”=x”(x) ， 故 
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f(x)= (x(x)). 于 是 
Xx,(f)= Of (x (x)) 


Ox” 


x 
Ox” Ox” Ox” 
上 式 表 明 上 映射 Xi 和 (ax /xz ) X, 相等 ， 即 


Ox”™ 


> 
Ox 


也 . 


p 
所 以 v=v*X, =v"X, 可 表 为 
Ox” 
p 


因 {X;,} 中 的 n 个 基 矢 彼此 线性 独立 ， 故 得 式 (2-2-4). 


X =U XX, 


二 


-Ls _Ox"| yp) 
p Pp 


i 


Vfe%. 


(2-2-5) 


式 (2-2-4) 称 为 矢量 (的 分 量 ) 变 换 式 ， 许 多 书籍 采用 此 式 作为 天 量 定义 . 


下 面 介 绍 曲线 及 其 切 矢 的 定义 . 


定义 4 设 1 为 RR 的 一 个 区 间 , 则 C 类 映射 C :1 一 M 称 为 WM 上 的 一 条 C 类 
的 曲线 (curve)， 今后 如 无 声明 ，“ 曲线 ” 均 指 光滑 (C” 类) 曲线 ， 对 任 一 上 se7 ， 有 
唯一 的 点 C(1)e M 与 之 对 应 ( 见 图 2-3). t 称 为 曲线 的 参数 (parameter). 


1 
I 


图 2-3 映射 C :了 一 M 称 为 M 中 的 曲线 


注 4 此 处 的 曲线 与 直观 的 曲线 概念 有 密切 联系 , 但 也 有 差别 . 直观 的 曲 
线 往往 是 指 上 述 映射 C :7 一 M 的 像 ， 即 M 的 子 集 C[Z]( 见 图 2-3)， 并 且 不 提 
及 参数 . 上 述 定义 的 曲线 则 是 指 映射 本 身 ， 是 “ 带 参数 的 曲线 ”.“” 设 映射 
C :1 一 M 和 C': 7->M 的 像 重合 ( 见 图 2-)， 则 直观 上 往往 认为 它们 是 同一 曲 
线 , 但 只 要 C 和 C' 是 不 同 映射 ,根据 定义 4， 它们 就 是 不 同 曲线 . 不 过 在 大 
多 数 情况 下 可 以 说 C 和 C' 是 “同一 曲线 ”的 两 种 参数 化 ， 准 确 地 说 ， 曲 线 
C' :了 一 AM 称 为 曲线 C : 1->M 的 重 参数 化 (reparametrization) ， 行 3 到 上 映射 
x : 1 一 7 , 满足 (a)C=C'oQ ; (b) 由 a 诱导 的 函数 r=a(t) 有 处 处 非 零 的 导数 . 解 


QD 但 也 存在 这 样 的 曲线 映射 C:1 一 M， 其 像 况 然 铺 满 整个 M， 很 不 像 直观 上 的 曲线 . 
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释 : 由 C=C' ou 得 
C(t)=C'(a(1)) = CC )， vtel. 
映射 a 的 到 上 性 保证 C1]= C[Z] ， 即 两 曲线 映射 有 相同 的 像 . 


图 2-4 曲线 的 重 参数 化 


注 5 (曲线 C 的 像 也 常 记 作 C() (而 不 是 C[])， 以 表明 曲线 的 参数 为 1. 应 
注意 ， 大 1 为 某 一 具体 值 (“ 死 的 ”)， 则 C(WD 只 代表 曲线 像 中 的 一 点 ;只 当 把 1 理 
解 为 “可 跑 遍 7 ”时 (“ 活 的 ”)，C(C) 才 代 表 曲 线 的 像 ， 往 往 也 把 曲线 的 像 简称 
为 曲线 ， 读 者 应 能 根据 行文 分 辨 “曲线 ”一 词 是 指 映射 还 是 其 像 ，@ 设 (O,yw) 是 


坐标 系 ，C[1]JcO ， 则 yw。C 是 从 TcR 到 R” 的 映射 相当 于 nn 个 一 元 函数 
x 二 XA(1) ，K=1,…, n. 这 nn 个 等 式 称 为 曲线 的 参数 方程 或 参数 表达 式 或 参数 
式 . 一 个 简单 例子 是 RR” 中 以 原点 为 心 的 单位 圆周 ， 其 在 自然 坐标 系 中 的 参数 式 


为 x =cos 1，x?=sin 1. 


定义 5 设 (0,w) 为 坐标 系 ，x* 为 坐标 ， 则 0O 的 子 集 
{peO 1x (p)= 常 数 ,…, x"(p)= 常 数 } 


f (COD) 


图 2-5 M 上 消 数 1: M 一 下 与 曲线 C 结合 得 映射 
f°oC :1 玉民 ， 即 一 元 函数 f(C(?)) 


中 ”< 满足 条 件 (b) 保 证 w 有 一 一 性 ， 加 上 到 上 性 便 知 C 也 是 C' 的 重 参 数 化 . 
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可 看 成 以 x 为 参数 的 一 条 曲线 (的 像 )( 改 变 x,…, x" 的 常数 值 则 得 另 一 曲线 ), 叫做 
he 

例 1 在 2 维 欧 氏 空间 中 , 笛 卡 儿 系 {x, y} 的 x 及 y 坐标 线 是 互相 正 交 的 两 组 
平行 直线 ， 极 坐标 系 {r, 9} 的 9 坐标 线 是 以 原点 为 心 的 无 数 同 心 加 ，r 坐标 线 是 
从 原点 出 发 的 无 数 半 直 线 . 

现在 讨论 曲线 的 切 和 天， 直观 的 想法 认为 曲线 上 一 点 有 无 限 多 个 彼此 平行 的 切 
矢 . 但 若 把 曲线 定义 为 映射 (“ 带 参数 的 曲线 ”)， 则 一 条 曲线 的 一 点 只 有 一 个 切 
矢 ， 定义 如 下 : 

定义 6 设 C() 是 流 形 M 上 的 C 曲线 ， 则 线 上 C( 加 点 的 切 于 C(t) 的 切 矢 
(tangent vector)T 是 C(t0) 点 的 矢量 ， 它 对 fe i 的 作用 定义 为 
d(f °C) 


人 


Vf € Hy . (2-2-6) 


注 6 Qf: M 一 及 是 M 上 的 函数 (标量 场 ), 不 是 什么 一 元 函数 ， 但 与 曲线 
C : 1 »M 的 结合 foC 便 是 以 1 为 自 变数 的 一 元 函数 [也 可 记 作 F(C(D)) ， 见 图 
2-5. ]. 在 不 会 混淆 的 情况 下 , d(f。C) /df 也 可 简写 为 df/df ，@) C(no) 点 切 于 C() 
的 切 矢 7 也 常 记 作 3/aricw) ， 于 是 式 (2-2-6) 也 可 写成 


和 df oO)| gfCOD) 


py dt 


C(to) 


vfe%. (2-2-6") 


例 2 x 坐标 线 是 以 x 为 参数 的 曲线 ， 由 式 (2-2-1]) 定 义 的 p 点 的 坐标 基 矢 
X, 就 是 过 p 的 x 坐标 线 的 切 和 天 ， 故 也 和 常 记 作 3/0x“1, ， 于 是 式 (2-2-1') 又 可 表 为 
Of (x) 


ee 


二 Vfe%. (2-2-6") 
可 见 符号 9f/0x” i OF (x ,x a [ 见 式 (2-2-1)] ， 又 可 理解 为 坐标 线 
的 切 矢 8/8x“ 对 标量 场 f 的 作用 . 
定理 2-2-4 设 曲 线 C(Q) 在 某 坐 标 系 中 的 参数 式 为 x* = 六 (0 ， 则 线 上 任 一 操 
的 切 矢 9/9t 在 该 坐标 基底 的 展开 式 为 
0 dx’(t) 6 


一 一 一 一 ， (2-2-7) 

ot dt Ox’” 
就 是 说 ， 曲 线 C(1) 的 切 矢 3/8 的 坐标 分 量 是 C(1) 在 该 系 的 参数 式 x“(t) 对 t 的 导数. 
证 明 练习 . 口 


定义 7 非 零 矢 量 v, ueV, 称 为 互相 平行 的 (parallebl ， 若 3a e 展 使 v= Qu. 
由 定义 6 可 知 曲线 的 切 矢 依赖 于 曲线 的 参数 化 ,一 条 曲线 C(D 的 一 上 Cli0) 只 
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有 一 个 切 于 C() 的 切 和 撩 . 直观 上 之 所 以 认为 曲线 上 一 点 有 无 数 (互相 平行 的 ) 切 矢 ， 
是 因为 把 曲线 理解 为 映射 的 像 而 不 是 映射 本 身 ( 把 无 数 个 有 相同 的 像 的 曲线 映射 
“ 简 并 化 ”为 一 条 曲线 )， 下 面 的 定理 表明 ， 若 两 条 曲线 C 和 C' 的 像 相 同 ， 则 它 
们 在 任 一 像 点 的 切 矢 互相 平行 . 
定理 2-2-5 设 曲 线 C': 1 一 M 是 C: 1 M 的 重 参数 化 , 则 两 者 在 任 一 像 点 
的 切 矢 90/90t 和 93/6t 有 如 下 关系 
CC dD0 (2-2-8) 
Ot dt Or 
其 中 z(t) 是 由 映射 a : 7 一 也 ( 见 注 4) 诱 导 而 得 的 一 元 函数 ， 即 w(D) . 
证 明 任 一 fe% 分 别 与 C 和 C' 结 合 诱导 出 一 元 函数 (CQ)) 和 了 (C"(1))， 
简 记 为 f() 和 了 "(1). 设 tel (CC oC) 映射 下 的 像 为 +， 则 f(z) = 了 "(1(7)) (如 图 


0 故 


Wh 


0900 SO_ SD) _ dd 8 dr /aro 
j= dt dt dr dt 8 (CD dt (全 蕊 jn， WS 
Mp 口 


f (CD) =f (Cr(D)) 


图 2-6 定理 2-2-5 证 明 用 图 
由 定义 6 可 知 ，vpe M ,车 指定 任 一 曲线 C(D) 使 p=C(w), 则 V, 中 必 有 一 
元 素 可 被 视 为 该 曲线 在 C(w) 点 的 切 和 撩 .现在 问 : 指定 V, 中 任 一 元 素 w ， 可 否 找 


到 过 p 的 曲线 , 其 在 p 点 的 切 和 撩 是 v? 答案 是 肯定 的 : 这 种 曲线 不 但 存在 , 而 且 
很 多 (图 2-7 是 直观 表示 ). 例如 ， 任 选 坐 标 系 {x“} 使 p 含 于 其 坐标 域内 ， 则 以 


< 


图 2-7 p 点 的 矢量 v 是 许多 曲线 的 共同 切 矢 
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xD = x 1,+ vt 为 参数 式 的 曲线 便 是 所 需 曲 线 , 其 中 vw 是 v 在 该 系 的 坐标 分 量 . 

综 上 所 述 ，V, 中 任 一 元 素 可 视 为 过 p 的 某 曲线 的 切 撩 ，, 因此 p 点 的 矢量 亦 称 
切 矢 量 (tangent vector)，v 则 称 为 p 点 的 切 空间 (tangent space). 
2.2.2 流 形 上 的 矢量 场 

定义 8 设 4 为 M 的 子 集 若 给 4 中 每 点 指定 一 个 矢量 , 就 得 到 一 个 定义 在 
A 上 的 矢量 场 (vector field). 

例 3 非 自 相交 曲线 C(t) 上 每 点 的 切 矢 构成 C(7) (看 作 M 的 子 集 ) 上 的 一 个 天 
量 场 . 
设 v 是 M 上 的 矢量 场 , f 是 M 上 的 函数 , 则 v 在 MM 的 任 一 点 p 的 值 vl, 将 按 
定义 2 把 /映射 为 一 个 实数 ul (了) , 它 在 p 点 跑 遍 M 时 构成 MM 上 的 一 个 函数 v( 了 ). 
因此 ， 矢 量 场 v 可 视 为 把 函数 变 为 函数 v(CP 的 映射 . 

定义 9 M 上 的 矢量 场 v 称 为 C" 类 (光滑 ) 的 , 若 v 作 用 于 C 类 函数 的 结果 为 
C” 类 函数 , 即 v(f)e.% ,Vfe .Uv 称 为 C 类 的 , 若 v 作 用 于 C 类 函数 得 C 类 
函数 . 

今后 如 无 声明 ，“ 矢 量 场 ” 均 指 光滑 (C”) 矢 量 场 . 

例 4 (1) 坐 标 基 矢 { X,=9/60x” } 构 成 坐标 域 上 的 n 个 光滑 矢量 场 ， 叫 坐标 
基 矢 场 ，(2) R’ 中 位 于 gq 点 的 点 电荷 的 静电 场 强 瑟 是 流 形 M =RR”-{q} 上 的 光滑 
矢量 场 . 


p=C(n)= Ch) 


72 


图 2-8” 自 相交 曲线 C[1] 上 一 点 己 有 两 个 切 和 失 有 和 也 ， 
但 仍 可 谈 及 沿 曲线 (映射 ) C 的 切 拓 场 

[选读 2-2-2] 

若 C:1>M 是 自 相 交 曲 线 ， 即 了 3 t,t el 使 C(t)=C(tb)=apeM，,， 则 p 点 
有 两 个 切 撩 ， 故 不 能 说 切 拓 是 定义 在 C(1) ( 指 映射 C 的 像 ) 上 的 矢量 场 ， 然 而 可 定 
义 沿 曲线 ( 指 映 射 C) 的 矢量 场 (vector field along C ) 的 概念 [可 参见 Spivak(1970) 
VolI, P.247; Sachs and Wu(1977)P.36~37. ], 它 是 指 每 一 1e7 对 应 于 一 个 veVcw 
的 映射 ， 其 定义 域 是 了 而 不 是 M 的 子 集 C[1] , 因此 这 矢量 场 可 记 作 v(?) .对 图 2-8 
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的 情况 , “曲线 C[1] 上 的 切 矢 场 ” 和 “曲线 C[1] 在 p 点 的 切 和 ”的 提 法 都 无 意义 ， 
但 “ 沿 曲 线 C 的 切 矢 场 ”T(1) 有 意义 ,并 可 分 别 谈 及 曲线 C 在 点 的 切 和 失 T(#) ( 即 
图 中 万 ) 和 C 在 已 点 的 切 失 7T(5) ( 即 图 中 7 )， 本 书 往往 逢 统 地 提 到 “曲线 CUD) 上 


的 矢量 场 ”， 对 自 相交 曲线 其 实 是 指 沿 曲线 C 的 矢量 场 . [选读 2-2-2 完 ] 
定理 2-2-6 M 上 矢量 场 v 是 C”( 或 C') 类 的 充 要 条 件 是 它 在 任 一 坐标 基底 的 
分 量 v 为 C” (或 C') 类 函数 . 
证 明 练习 . 品 


设 v 为 M 上 的 光滑 矢量 场 ， 则 v (f)e ,Vf en . 若 w 为 M 上 另 一 光滑 矢 
量 场 ， 则 u (v (f))e .各 . 但 函数 u(v (了 )) 未 必 等 于 v (u(f)) ， 于 是 有 如 下 定义 : 

定义 10 ”两 个 光滑 矢量 场 u 和 vw 的 对 易 子 (Commutaton) 是 一 个 光滑 矢量 场 
[u,v] ， 定 义 为 

[u,v] (f) := wu (v(f)) -v(x(f)), vf er (2-2-9) 

注 7 上 式 是 对 易 子 [u,v] (作为 矢量 场 ) 的 定义 式 ， 它 在 每 点 pe M 的 值 

[u,v]l, (作为 斑点 的 矢量 ， 即 从 .多 到 RR 的 映射 ) 的 定义 应 理解 为 
[u,v (f):=ul, (Vf) -vl, (uu(f) Vs (2-2-9") 

要 确信 上 式 定义 的 [u,v]l, 是 p 点 的 矢量 ， 还 应 证 明 ( 习 题 ) 它 满足 定义 2 的 两 个 
条 件 . 

定理 2-2-7 设 { zx } 为 任 一 坐标 系 ， 则 [0/Ox*, 3/6x”]=0，J, v=1,…, hn. 

证 明 设 f(x) 是 f 与 该 坐标 系 相 结合 而 得 到 的 n 元 函数 ， 由 微 积 分 学 的 

0 0 0 0 
Br Br f (x) = Fr ee) 

立即 得 证 . 口 

定理 2-2-7 表明 任 一 坐标 系 的 任意 两 个 基 矢 场 都 互相 对 易 .” 

定义 11 曲线 C(D 叫 矢 量 场 v 的 积分 曲线 (integral curve), 车 其 上 每 点 的 切 矢 
等 于 该 点 的 v 值 . 

定理 2-2-8 设 v 是 M 上 的 光滑 矢量 场 ， 则 M 的 任 一 点 p 必 有 vw 的 唯一 的 积 
分 曲线 C(D 经 过 [满足 C(0) = p](“ 唯 一 ”应 理解 为 “局 部 唯一 ”， 见 选读 2-2-3. ). 

证 明 任 取 一 坐标 系 {x*}， 坐 标 域 食 p . 设 待 求 积分 曲线 的 参数 表达 式 为 
Xx = 入 (0 ， 则 由 式 (2-2-7) 知 x*(7) 满足 如 下 的 一 阶 常 微分 方程 组 


由 反之, 设 X,…,X, 是 点 peM 的 某 邻 域 N 上 的 n 个 处 处 线性 独立 的 C” 矢量 场 ， 且 
[X,, X,]=0,， HVv=1,.…,n, 
则 必 存 在 坐标 系 {x*} , 其 坐标 域 Oc N 含 p, 且 在 O 上 有 七, =0/6x*, J4=1,…,n .这 一 定理 的 证 明 提示 见 Wald 
(1984) 第 2 章 习 题 5. 完整 证 明 可 参阅 Spivak(1970) VolLI，P.219~220. 
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一 DCD)， MU=1,:…, n, 


其 中 v* 是 v 在 该 坐标 基底 场 的 分 量 ， 是 x ,…,x” 的 已 知 函 数 . 由 微 积分 学 可 知 这 
组 方程 在 给 定 初始 条 件 x*(0) (4 =1,…, n) 下 存在 唯一 解 。 给 定 p 点 就 是 给 定 初 
始 条 件 ， 即 x*(0) = x*1, ， 故 必 有 了 唯一 解 x (1),…, x"(t) ， 这 个 函数 确定 的 曲线 
就 是 待 求 的 积分 曲线 ， 还 应 证 明 所 得 曲线 与 所 选 坐标 系 无 关 ， 留 给 读者 完成 . 口 
[选读 2-2-3] 

定理 2-2-8 中 的 “唯一 ”应 理解 为 “局 部 唯一 ”. 设 你 找到 的 一 条 积分 曲线 
C: (ab 一 M ， 且 0e(a,b)，C(0)=p ， 你 的 朋友 总 可 选取 含 0 的 较 小 区 间 
(a',b”)c(a,b) 并 定义 新 曲线 C': (a,b 一 M 为 C(t)=C(t) Vte(a',b). 映 射 C 
与 C 的 定义 域 不 等 , 故 C'#C .在 这 个 意义 上 说 , 过 p 点 的 积分 曲线 并 不 唯一 ， 然 
而 , C 不 过 是 C' 的 延 拓 , 两 者 在 局 部 上 相同 , 只 要 把 “唯一 ”理解 为 “局 部 唯一 ”， 
定理 2-2-8 就 成 立 . 

谈 到 延 拓 ， 自 然 要 问 : 是 否 总 可 把 积分 曲线 C 的 定义 域 由 区 间 (a,b) 延 拓 至 
全 民 ? 答案 是 否定 的 .以 下 的 简单 例子 有 助 于 理解 . 定义 曲线 C : 取 一 到 为 
CC) := (0,DeR” Vie 民 . 这 一 曲线 映射 的 像 就 是 恨 " 中 的 x 坐标 轴 . 不 难看 出 这 
是 矢量 场 9/0x” 的 过 (0,0) 点 的 积分 曲线 .如果 把 到 “的 “上 半 部 ” 挖 去 ， 把 所 余部 
分 取 作 流 形 M ,明确 地 说 , 把 M 定义 为 MM := {(x ,x )eRR1x*<1}, 则 映射 C 在 
1>1 处 无 像 ， 其 定义 域 只 是 开 区 间 (-oo,D 而 非 及 .这 一 定义 域 不 能 再 延 拓 ， 所 以 
映射 C : (-oo,D 一 M 称 为 M 上 和 拓 量 场 B/8x 的 不 可 延 (inextendible) 积 分 曲线 ， 于 
是 定理 2-2-8 又 可 表 为 : 

定理 2-2-8' 设 U 是 MM 上 的 光滑 (其 实 C 已 足够 ) 矢 量 场 , 则 M 中 任 一 点 p 必 
有 的 唯一 的 不 可 延 积 分 曲线 C(t) 经 过 [满足 C(0)= pl1. [选读 2-2-3 完 ] 

下 面 要 用 到 群 论 的 初步 知识 , 故 补 充 如 下 定义 (关于 李 群 和 李 代 数 的 理论 详 见 
下 册 ): 

定义 12 一 个 群 (group) 是 一 个 集合 G 配 以 满足 以 下 条 件 的 映射 CxGC 一 C 
( 叫 群 乘法 ， 元 素 g1 和 8， 的 乘积 记 作 8182): 

(a) (8182)83 = 81(8283), V81,82,83 EC ; 

(b) 3 恒 等 元 (identity element)eeG 使 eg=ge=g,， VgeG; 

(c) VgeG,3 逆 元 (inverse element) 9g eG 使 6 1g= gg 一 

对 称 性 在 物理 学 中 有 重要 意义 ， 群 论 是 研究 对 称 性 的 有 力 工具 . 如 果 茶 一 对 
象 在 某 一 变换 下 不 变 ， 就 说 它 具 有 该 变换 下 的 对 称 性 .以 图 2-9 为 例 ， 考 虑 带电 
面 上 的 一 个 动 点 ， 它 沿 x (或 y) 轴 平移 ， 由 于 动 点 的 电荷 面 密 度 o 在 平移 时 不 变 ， 
我 们 说 cc 具有 沿 x (和 yy) 轴 的 平移 对 称 性 .更 明确 地 说 ，o 沿 x 轴 的 平移 对 称 性 是 


dx (1) 
i 
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指 函 数 c(x, yz) 满足 
oO(x, y,Z2)=o(x+a,y,z), VaeR， (2-2-10) 
其 中 x x+a, yy, zz (2-2-11) 


Zz 


了》 了 
万 


图 2-9 平板 电容 器 的 电荷 分 布 具有 沿 x 和 y 轴 的 平移 对 称 性 


所 代表 的 点 变换 称 为 沿 x 轴 的 一 个 平移 (translation)， 设 G 是 沿 x 轴 的 所 有 平移 的 
集合 ， 则 G 中 的 元 素 由 实数 a 表征 , 记 作 peG. 把 p=(x,y,z) 和 gqg=(x+a, y,z) 
看 作 严 的 点 ， 则 变换 式 (2-2-11) 相 当 于 映射 6 : Re->R [满足 6(p)=gq]， 而 且 是 
微分 同 胚 映射 再 者 ， 对 G 用 下 式 定义 群 乘法 

内 从 := hp ， Vf,h eG, (2-2-12) 
则 G 构成 群 (是 恒 等 元 ，$ ,是 tp 的 逆 元 .)， 这 个 群 的 无 限 多 个 元 素 可 用 实数 a 
表征 ， 因 此 称 a 为 参数 ， 称 G 为 单 参数 群 (one-parameter group)， 又 因 每 一 群 元 
向 eG 都 是 R 上 的 一 个 微分 同 胚 ， 故 又 称 G 为 RI 上 的 单 参 微分 同 胚 群 ， 为 帮助 
读者 理解 一 般 流 形 上 单 参 微分 同 胚 群 的 定义 ， 先 做 一 点 铺垫 . 设 M 是 流 形 ， 则 
了 xM 是 比 M 高 一 维 的 流 形 ( 见 $2.1 末 段 ). 设 f 是 从 及 xM 到 M 的 映射 ( 即 
9 : 民 xM 一 M ), 则 它 能 把 一 个 实数 te 民 和 一 个 点 pe M 变 为 一 个 点 bt p)eM . 
也 可 形象 地 说 乡 是 一 部 机 器 ， 记 作 乡 (9， 有 两 个 输入 槽 ， 一 旦 输入 原料 fs 及 和 
PeM 就 给 出 产品 Y(t, p)e M . 如 果 只 输入 re 及 ， 则 得 半成品 (1,*), 这 也 是 一 部 
机 种 ， 再 输入 PsM 后 便 给 出 产品 8(t, p)e M .通常 把 gt 9) 简 记 作 办 ， 即 
办: M 一 1M . 男 一 方面 ,如果 在 8 (。,*) 中 先 输入 peM ， 便 得 半成品 9 (*, p) ， 这 
也 是 一 部 机 器 ， 有 待 输 入 的 是 +:e 民 .通常 把 Gg (*,p) 简 记 作 p,, 即 p, :RM . 


定义 13 C 映射 pg : RxM 一 M 称 为 M 上 的 一 个 单 参 微分 同 胚 群 (one- 
parameter group of diffeomorphisms)， 若 

(a) 四: M 一 M 是 微分 同 胚 Vte 了 R ; 

(b) 人 办。 办 =., Vi,seR. 

注 8 集合 {tI te 民 } 是 以 复合 映射 为 乘法 的 群 ， 各 群 元 6 是 从 MM 到 MM 的 微 
分 同 胚 映射 ， 和 是 恒 等 元 [由 定义 13(b) 知 外。 岗 = 扣 ， 故 加 是 恒 等 映 射 ]， 所 请 
9 : 民 xM 一 M 是 M 上 的 一 个 单 参 微分 同 胚 群 ， 其 实 是 指 集合 {bl te 民 } 是 一 个 
单 参 微 分 同 胚 群 . 

设 $ : RxM -> M 是 单 参 微分 同 胚 群 ,， 则 Vp seM ,内 :及 ->M 是 过 p 点 的 
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一 条 光滑 曲线 [满足 8,(0) = p], 叫做 这 个 单 参 微分 同 胚 群 过 Pp 点 的 轨道 (orbit). 把 
这 条 曲线 在 点 p,(0) 的 切 和 撩 记 作 v1,, 便 得 M 上 的 一 个 光滑 矢量 场 w. 可见 M 上 的 
一 个 单 参 微分 同 胚 群 给 出 M 上 的 一 个 光滑 矢量 场 ， 再 看 道 命题 是 否 成 立 . 设 v 是 
M 上 的 光滑 矢量 场 ， 看 来 Vi e RR 可 借用 其 积分 曲线 定义 从 M 到 M 的 微分 同 胚 映 
射 G[Vp eM , 定义 和 (Pp) 为 这 样 一 个 点 , 它 位 于 过 pp 的 积分 曲线 上 ， 其 参数 值 与 
P 的 参数 值 之 差 为 t. ]， 于 是 似乎 可 得 到 一 个 单 参 微分 同 胚 群 。 然 而 可 能 出 现 如 下 
问题 ， 某 条 积分 曲线 当 参 数 取 某 些 值 时 像 点 不 存在 (人 为 挖 去 M 的 某 一 区 域 就 可 
造 出 这 种 情况 )， 因 此 只 能 说 M 上 的 一 个 光滑 矢量 场 给 出 一 个 单 参 微分 同 胚 局 部 
群 ， 见 选读 2-2-4. 

[选读 2-2-4] 

设 矢量 场 U 过 pp 点 的 积分 曲线 C 的 参数 取 值 范 围 不 能 遍及 区 ( 见 选读 2-2-3 第 
二 段 )， 即 3te 民 使 C(1) 不 是 M 的 点 ， 则 正文 定义 的 四 不 是 从 M 到 M 的 映射 [至 
少 像 点 (Dp) 不 存在 ], 更 谈 不 上 从 M 到 M 的 微分 同 胚 , 然而 可 以 证 明 ,， Vpo EM ， 
总 可 找到 po 的 开 邻 域 U 以 及 民 中 含 0 的 开 区 间 也 使 正文 的 映射 分 限制 在 TxU 上 
有 意义 ( 即 存 在 映射 9 : 1xU 一 M )， 具 体 定义 为 Vie1T, 如 :U 一 M 是 这 样 的 映 
射 ， 它 把 任 一 peU 映 为 过 p 的 积分 曲线 上 与 p 的 参数 差 为 1 的 点 (读者 不 妨 借 选 
读 2-2-3 第 二 段 的 简 例 理解 )， 而 且 ， 还 可 证 明 Y :TxU 一 > M 有 以 下 性 质 : 

(a) Vtel, 4b:U 一 [U1] 是 微分 同 有 映射 ， 

(b) 阁 1, 5s,t+sel( 意 指 实数 1,s 和 t+s 都 在 开 区 间 了 J 内 ),， 则 og, = 

这 样 的 {$1te7T} 称 为 p 点 的 单 参 微分 同 凸 局 部 群 (one-parameter local group of 
diffeomorphisms) 或 , 单 参 微分 同 胚 族 (one-parameter family of diffeomorphisms). 

矢量 场 称 为 完备 的 (complete)， 若 它 的 每 条 (不 可 延 ) 积 分 曲线 的 参数 取 值 范围 
都 是 民 . 显然 , 每 个 完备 的 光滑 矢量 场 可 以 生出 一 个 单 参 微 分 同 胚 群 .可 以 证 明 ， 
紧 致 流 形 上 的 任 一 矢量 场 都 是 完备 的 [本 选读 参考 文献 : Hawking and Ellis(1973) 
P.27; Straumann(1984)P.21, 22. |]. [选读 2-2-4 完 ] 


$2.3 ”对 偶 和 天 量 场 


定义 1 设 V 是 尺 上 的 有 限 维 矢量 空间 . 线性 映射 :Y 一 展 称 为 VY 上 的 对 
偶 矢量 (dual vector).、 V 上 全 体 对 偶 矢量 的 集合 称 为 V 的 对 偶 空间 ， 记 作 V*.” 
注 1 由 于 了 上 有 加 法 和 数 乘 ， 对 映射 w 的 线性 要 求 有 确切 含义 ， 即 
Wav+ CU) =CwO(D)+ Bol(u), Vvu, ueV, Qa, PeR. (2-3-1) 


例 1 设 Y 为 全 体 2x1 实 矩阵 的 集合 ， 则 它 在 矩阵 加 法 和 数 乘 规则 下 构成 2 


中 今后 谈 及 V 上 的 对 偶 矢量 (及 张 量 ， 见 $2.4) 时 如 无 声明 一 律 默认 V 是 实数 域 上 的 有 限 维 矢量 空间 . 
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维 天 量 空间 .以 @ 代 表 任 一 1x2 实 和 矩阵 (c,d) ,其 对 V 的 任 一 元 素 v= | 的 作用 


a 
可 用 和 矩 阵 乘 法 定义 : @ (UV):= (c， | -Geto , 


结果 是 一 个 1x1 实 矩阵 , 可 认同 为 一 个 实数 ac+ bd . 这 样 定义 的 映射 :V 一 民 显 
然 是 线性 的 ， 可 见 任 一 1x2 实 和 矩阵 都 是 V 上 的 对 偶 矢 量 . 推广 可 知 : 若 把 列 和 矩阵 
(zx1 和 矩阵 ) 看 作 矢量 ， 则 行 矩 阵 (1xz 矩阵) 就 是 对 偶 矢 量 . 

定理 2-3-1 YY 是 矢量 空间 ，H dimV* = dimy . 

证 明 对 V 定义 加 法 、 数 乘 和 零 元 如 下 : 


(ol+oz)() :=U + Vo, weV', veV; 
(Q®) (V) := GW(V), VoeV', veVy, a eR; 
0(v) :=0eR, vveV. 


”不 难看 出 这 样 的 V 是 矢量 空间 . 设 {e,} 是 V 的 一 组 基 矢 ， 用 下 式 定义 V* 中 的 n 
个 特别 元 素 。 ， …, e”: 
e4 (e,) 一 0» HVv=1,.…, n. (2-3-2) 
上 式 虽 只 定义 了 e^ 对 V 中 基 矢 的 作用 , 但 因 e^* 的 作用 是 线性 的 ， 上 式 实际 上 定 
义 了 e“” 对 V 中 任 一 元 素 的 作用 . 现在 只 须 证 明 {e*} 是 V' 的 一 组 基 矢 ， 易 证 
e*,…,e” 彼此 线性 独立 (练习 ). Vw eV*, 令 
Or = W(e,), HU=1,.…, n, (2-3-3) 
则 易 证 (习题 ) 
@ = er. (2-3-4) 
(提示 : 上 式 是 对 偶 矢 量 等 式 ， 注意 到 w 对 vw 的 作用 为 线性 ， 欲 证 上 式 只 须 验证 两 边 
作用 于 任 一 基 矢 e, 得 同一 实数 )， 式 (2-3-4) 说 明 V" 中 任 一 元 素 可 用 {e 信 } 线 性 表 出 ， 
故 {e“} 是 V 的 一 个 基底 ,叫做 {e,} 的 对 偶 基底 ， 由 是 可 知 dimV*=dimV. 口 

复习 ”两 个 天 量 空间 叫 同 构 的 (isomorphic)， 若 两 者 间 存 在 一 一 到 上 的 线性 映 
射 (这 种 映射 称 为 同 构 映 射 )， 两 矢量 空间 同 构 的 充 要 条 件 是 维 数 相同 . 

由 于 dimY =dimY ，Y 与 V 当然 同 构 . 同 构 映 射 不 难 找到 . 例如 , 设 {e} 是 V 
的 一 个 基底 ，{e“} 是 其 对 偶 基 底 ， 则 由 e, F> e 定义 的 线性 映射 就 是 一 个 同 构 映 
射 . 但 {e,} 的 选择 十 分 任意 ,而 基底 改变 后 按 上 述 方式 定义 的 同 构 映 射 随 之 而 变 , 故 
V 与 V 之 间 不 存在 一 个 特殊 的 (与 众 不 同 的 ) 同 构 映 射 , 除非 在 V 上 另 加 结构 ( 见 $2.5). 

Y 既然 是 矢量 空间 ， 自 然 也 有 对 偶 空间 , 记 作 V”. 有 别 于 V 与 V* 的 关系, V 
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与 Y 间 存 在 一 个 自然 的 、 与 众 不 同 的 同 构 映射， 定义 如 下 : vveV ， 和 欲 给 它 自 
然 地 定义 一 个 像 ” eV”. 因为 VY” 是 V” 的 对 偶 空间 ，Z 应 是 从 Y 到 RR 的 线性 映 
射 。 对 它 下 定义 无 非 是 给 出 一 个 规律 ， 按 照 这 一 规律 ， 每 一 weV 对 应 于 唯一 的 
实数 v™(w) . 因为 vw” 有 待定 义 为 v 的 像 , 所 以 v™(@) 与 和 中 都 应 有 关 , 而 由 v 和 
0 构造 的 最 简单 的 实数 就 是 w(z) ， 自 然 把 v 定义 为 

0”(oO) :=wCO) VoeV.. (2-3-5) 
这 个 映射 y 一 Y ”是 同 构 上 映射 (证 明 留 作 习题 )， 这 一 自然 同 构 关系 表明 了 和 Y ”可 
视 为 同一 空间 (把 每 一 veV 与 其 像 w” sVY” 认 同 )， 所 以 ， 真 正 有 用 的 是 Y 和 Y ， 
再 取 对 偶 ( 不 论 多 少 次 ) 也 得 不 到 更 多 有 用 的 空间 [自然 同 构 的 准确 含义 见 
Spivak(1979) 第 7 章 习 题 6]. 

定理 2-3-2 奉天 量 空间 Y 中 有 一 基底 变换 e = A je, (4 无非 是 新 基 天 ev 
用 原 基底 展开 的 第 v 分 量 ), 以 4”, 为 元 素 排 成 的 ( 非 退 化 ) 方 阵 记 作 A, 则 相应 的 对 
偶 基底 变换 为 

et*=(A")*e”, (2-3-6) 
其 中 4A 是 4 的 转 置 算 阵 ，A” 是 4A 之 逆 . 

注 2 读者 习惯 于 把 和 矩阵 元 写作 4， ， 此 处 则 写作 4 .区 分 上 下 标的 目的 是 
使 求 和 更 加 明朗 (上 v 同 下 v 结 合 暗 示 对 v 求 和 ) 以 及 区 分 张 量 类 型 ( 详 见 $2.4)， 然 
而 矩阵 运算 中 重要 的 只 是 分 清 指标 的 前 后 (体现 为 左右 )， 因 此 ， 如 果 愿 意 ， 不 妨 
暂时 把 所 有 上 标 都 改 为 下 标 ， 例 如 把 式 (2-3-6) 写 作 e'* = (4 De 

证 明 ”只 须 证 明 等 式 两 边 作 用 于 es 所 得 结果 相同 ， 证 明 如 下 : 

(A ),se”(e,)=(A pe (hep)=4 (4 ye (ep) 
=A (A )6gp= A (A ), =6, = es)， 
其 中 第 二 个 等 号 用 到 对 偶 矢 量 对 矢量 的 作用 的 线性 性 ， 第 三 、 五 个 等 号 分 别 用 到 
转 置 矩 阵 和 逆 和 矩阵 的 定义 ， 第 六 个 等 号 用 到 对 偶 基底 的 定义 式 (2-3-2). 口 

以 上 属 代 数 范畴 ,下 面 回 到 流 形 M . 因 peM 有 矢量 空间 V,, 故 也 有 V, .车 
在 MM( 或 4cM ) 上 每 点 指定 一 个 对 偶 矢 量 ,就 得 到 M (或 4) 上 的 一 个 对 偶 矢量 场 . 
M 上 的 对 偶 矢量 场 @ 叫做 光滑 的 ， 知 w (v)e % VvV 光滑 矢量 场 v. 

设 fe. ,我 们 来 说 明了 自然 诱导 出 M 上 的 一 个 对 偶 矢 量 场 , 记 作 df (读者 
熟悉 的 df 代表 函数 f 的 微分 ， 从 微分 几何 看 来 ，f 的 微分 df 本 质 上 是 一 个 对 偶 
矢量 场 ， 选 读 2-3-1 将 介绍 这 一 全 新 理解 同 经 典 微 积 分 理解 的 联系 . )， 要 定义 gf 
只 须 说 明 它 在 M 的 任 一 点 p 的 值 df 1,eV, 的 定义 ,而 要 定义 df 1, 只 须 给 出 它 对 p 
点 任 一 矢量 veV, 的 作用 所 得 的 实数 , 这 个 实数 应 与 f 和 vv 都 有 关 , 而 由 f 和 vw 能 
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构造 的 最 自然 (最 简单 ) 的 实数 便 是 v(f) ， 因 此 定义 df | 为 
df 1, (v) := v(f), vv eV,. (2-3-7) 
由 此 易 证 
d(fe)l,=f 1, (de)l, +g 1, (df)1,. (2-3-8) 
这 正 是 微分 算 符 d 所 满足 的 莱 布 尼 茨 律 . 

设 (0,w) 是 一 坐标 系 , 则 第 4 个 坐标 x“ 可 看 作 O 上 的 函数 , 于 是 dx^ (看 作 特 
殊 的 df ) 是 定义 在 O 上 的 对 偶 矢量 场 . 设 peO ，9/6x’ 是 V, 的 第 v 个 坐标 基 矢 ， 
则 由 式 (2-3-7) 知 在 p 点 有 

| 0 上 上 启 eo-e ， 
tv 7 
同 式 (2-3-2) 对 比 可 见 {dx“} 正 是 与 坐标 基底 {0/0x”} 对 应 的 对 偶 坐 标 基底 .上 式 对 
0 的 任 一 点 成 立 , 因此 , 同 3/9x* 是 O 上 的 第 v 个 坐标 基 矢 场 类 似 ，dx* 是 O 上 的 
第 上 个 对 偶 坐 标 基 矢 场 ，{dx} 则 是 O 上 的 一 个 对 偶 坐 标 基 底 场 . O 上 任 一 对 偶 矢 
量 场 w 可 借 {dx“} 展 开 : 


@ = @,dx’ ， (2-3-9) 
其 中 ov 称 为 中 在 该 系 的 坐标 分 量 ， 由 式 (2-3-3) 可 得 其 表达 式 
@, =0 (3/8x/). (2-3-10) 


定理 2.3.3 设 (0,w) 是 一 坐标 系 ， 是 O 上 的 光滑 函数 ，f(x) 是 fow1 对 
应 的 n 元 函数 f(x ,…,x”) 的 简写 ， 则 df 可 用 对 偶 坐 标 基底 {dx“} 展开 如 下 : 
df = Raz 4 ， ve 殉 . (2-3-11) 


证 明 只 须 验 证 两 边 作用 于 任 一 坐标 基 矢 3/8x* 得 相同 结果 ， 其 易 . 加 


定理 2-3-4 设 坐 标 系 {x*} 和 {x”} 的 坐标 域 有 交 ， 则 交 域 中 任 一 点 bp 的 对 偶 
天 量 @ 在 两 坐标 系 中 的 分 量 w,, 和 ow 的 变换 关系 为 
0 0，. 
Vv ax" |, A 
证 明 习题 . 口 
[选读 2-3-1] 
现在 讨论 对 df 的 理解 . 先 谈 经 典 微 积分 学 . 考虑 函数 y= f(x). 设 自 变量 x 在 
x 处 有 增 量 Ar 时 函数 了 的 相应 增 量 为 Ay . 如 果 f(x) 为 线性 函数 ， 即 
y=ax+b (a,b 为 常数 )， 则 Ay=aAx， 即 Ay 正比 于 Ax. 如果 f(x) 为 非 线 性 函 
数 , 则 Ay=aAx+e ,其 中 4=f'(x0)，Ez0 .经 典 微 积 分 把 aAX 称 为 函数 的 微分 


(2-3-12) 
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记 作 dy ， 并 证 明 E 在 Ax 趋 于 零 时 是 比 Ax 高 阶 的 无 限 小 . Ax 又 可 记 作 dx ， 于 是 
dy = f(xo)dx . 然而“ 无限 小 的 非 零 量 ”是 一 个 非常 微妙 的 概念 ， 涉 及 许多 逻辑 问 
题 . 莱 布 尼 荧 在 提出 和 使 用 这 一 概念 时 曾 受 到 同时 代 许 多 数学 家 的 非议 [ 详 见 元 莱 
因 著 , 李 宏 魁 译 (1997)] , 至 今 还 有 数学 家 不 以 为 然 [例如 ,可 参阅 Spivak(1979) Vol.I 
该 书 在 P.153 指出 “无 限 小 ”变化 dx' 是 nonsense( 无 意义 的 东西 )”]. 我 们 无 意 讨 
论 这 种 微妙 问题 的 是 非 ， 只 想 说 明 近 代 微 分 几何 已 经 对 函数 的 微分 df 赋予 了 一 种 
不 依赖 于 “无 限 小 非 零 量 ” 概 念 的 全 新 解释 : df 是 意义 十 分 明确 的 对 偶 撩 量 场 . 设 
{x“} 是 流 形 M 的 一 个 坐标 系 ， 坐 标 域 为 OD0 ， 是 M 上 的 函数 ， 即 f :M 一 下 ， 
则 了 诱 导出 一 个 n 元 函数 f(x ,…, x"). 设 peO， 经典 微 积 分 企图 把 df 1, 说 成 
点 的 函数 值 的 一 个 (无 限 小 ) 增 量 ， 但 这 个 增 量 尚 不 确定 ， 因 为 它 取 决 于 动 点 ( 自 变 
点 ) 从 万 出 发 “ 活 什 么 方向 走 多 远 ”. 既然 pp 点 的 一 个 矢量 UV 反映 “从 pp 出 发 党 什 
么 方向 走 多 远 ”, 给 定 UeV, 便 可 使 由 1 真正 “成 为 ”一 个 实数 ( 增 量 ). 既然 df 1， 
在 给 定 后 能 给 出 一 个 实数 , df 1, 就 是 从 p 点 的 切 空间 V, 到 民 的 映射 . 为 使 df 1， 
具有 经 典 微 积分 中 的 微分 的 性 质 , 还 应 要 求 这 个 映射 为 线性 , 于 是 df |， 就 是 V, 上 
的 一 个 对 偶 和 矢量 ，df 就 是 O 上 的 一 个 对 偶 矢 量 场 ， 这 是 对 df 的 最 明确 和 最 准确 
的 解释 . 

物理 学 家 往往 对 df 和 Af 不 加 区 别 , 喜欢 说 “df |, 等 于 f(q) 一 f(p) ,其 中 g 是 
与 忆 无 限 邻 近 的 点 ”而且 随手 在 纸 上 画 出 ，9 两 点 ， 其 实 ，p ，9 两 点 一 经 指 
定 (在 图 上 标 出 ) 就 不 会 无 限 邻 近 , f(q) 一 f(p) 就 不 是 无 限 小 量 ,因而 就 只 能 是 Af 而 
非 df .然而 ， 由 于 物理 上 常常 允许 一 定 的 近似 ， 把 足够 小 的 Af 近似 看 作 df 的 做 法 
不 但 允许 而 且 往往 相当 有 用 ， 事实 上 ， 设 曲线 C(1) 满足 C(0)=p ，(0/0D)1,=v， 
4=C(Q) 且 Q 足够 小 ， 则 由 式 (2-3-7) 和 (2-2-6') 可 知 df 1, 对 Qv 作用 的 结果 为 


df l(av)=av(f)=a lim {fC(A) ~ f[c(O)]) 
sa[f(9)-f(p]= (90)-f(p)=A 


可 见 df 1, (作用 于 Qav 后 ) 果 然 近 似 给 出 Af . 爱 因 斯 坦 说 过 :“ 只 要 数学 规律 涉及 现 


实 ， 它 们 就 不 是 确 浅 的 ;， 只 要 它们 是 确 当 的 ， 它 们 就 不 涉及 现实 .” 作 为 一 本 物理 
书 ， 本 书 也 多 处 采用 以 Af 近似 代替 dy 的 做 法 . [选读 2-3-1 完 ] 


$2.4 张 量 场 


定义 1 矢量 空间 V 上 的 一 个 (k,7) 型 张 量 [tensor of type (k,7) ] 是 一 个 多 重 线 
性 映射 
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T:V x...xV'xVx...xV > RR. 

注 1 7 可 比喻 为 一 部 机 器 ， 有 天 个 “上 棍 ” 和 1 个 “下 槽 ”， 只 要 在 上 、 下 
槽 分 别 输入 大 个 对 偶 矢 量 和 ! 个 矢量 ， 便 生产 出 一 个 实数 ， 且 此 实数 对 每 个 输入 
量 都 线性 依赖 (多 重 线性 映射 的 含义 ). 

例 1 (1)V 上 的 对 偶 矢量 是 V 上 的 (0, D 型 张 量 . (2)V 的 元 素 w 可 看 作 V 上 的 
(1, 0) 型 张 量 [ 因 w 可 被 认同 为 v”， 而 ”是 从 六 到 以 的 线性 映射 . ]. 

今后 用 用 (上 ,站 表示 V 上 全 体 (k,D) 型 张 量 的 集合 ， 于 是 了 = 宛 (0) ，V* = 
%(0,D). 

设 Te 色 (4D), 则 T:V "xV 一 及 .但 7 也 可 看 成 男 一 种 映射 . 因为 Vv weV*， 
veV 有 T(w ; v)e 恨 ， 所 以 T(w ; 。) 是 一 部 只 有 一 个 下 槽 的 机 器 ， 能 把 一 个 矢量 
线性 地 变 为 实数 ， 这 表明 T(w ; ,是 V_ 上 的 对 偶 矢 量 ， 即 T(w ; Jesy* .给 定 7 
后 ， 再 给 一 个 wsVY 便 能 造 出 T(w ; 。,)eV*, 故 了 也 可 看 作 把 对 偶 矢 量 中 变 为 对 
偶 天 量 T(w ; 9) 的 映射 (而 且 是 线性 映射 )， 即 了 : V* 到 Br》 V*. 类似 地 还 可 把 7 
看 成 了 :VgasYV. 对 同一 Te 宛 (D 的 这 3 种 看 法 是 等 价 的 . 为 便于 陈述 , 我 们 
称 这 种 把 同一 张 量 看 成 不 同 映射 的 做 法 为 “ 张 量 面面观 ” 能 够 用 “面面观 ” 想 问 
题 是 用 映射 定义 张 量 的 重要 好 处 之 一 .今后 将 常用 到 . 

定义 2 V 上 的 (k, 1) 和 (k', 1) 型 张 量 T 和 TT 的 张 量 积 (tensor product)T @7 
是 一 个 (k+k，l+71) 型 张 量 ， 定 义 如 下 


T ®T'(@,.., 0 ， pr ee Ok; VU,***, Vi ? UIs Uj41') 
1 k k+l k+k' 
“7 T(@ ，,""" ,0， Us UV) T'(@ ，,""", 0 》 Vi», V1'). 
欧 氏 空间 矢量 场 论 中 的 并 矢 其 实 就 是 矢量 5 和 冯 的 张 量 积 ， 只 不 过 略 去 


®@ 号 .0 

张 量 积 是 否 满足 交换 律 ? 设 weV’*, veV=V*, 则 v@we%(l,1), we@v 
ev(l, DD. 由 定义 2 知 VueV* ,ueV 有 v8@(4; WW)=v(M) @ (nu)=0 (wv) 
=@@v (4; 0) [其 中 wv(p) 应 理解 为 (1)], 故 v8w=w8@v .但 两 个 矢量 (或 两 个 
对 偶 矢量 ) 的 张 量 积 在 交换 顺序 后 一 般 成 为 男 一 张 量 ， 即 v8@u#u@v ， 
0@AzA@ow. 例 如， 欧 氏 空间 的 并 矢 就 不 满足 交换 律 . 

定理 2-4-1 和 色 (k, 1) 是 矢量 空间 ，dim%(k,1)=n*t. 

证 明 

(A) 用 目 然 的 方法 定义 加 法 、 数 乘 和 零 元 使 帮 (k,，1) 成 为 矢量 空间 (参见 定理 


帆 ”类 似 地 , 量子 力学 的 |%w)|g) 也 是 |w) 和 | 从 的 张 量 积 ,只 不 过 略 去 @ 号 .但 量子 力学 中 |w) 所 在 的 矢量 空 
间 是 复数 域 上 的 无 限 维 矢量 空 间 ， 比 现在 讨论 的 实数 域 上 的 有 限 维 矢量 空间 复杂 ， 详 见 下 册 附 录 B. 
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2-3-1 证 明 的 前 半 部 分 ). 

(B) er 以 n=2,k=2,1= 1 为 例 (不 难 推广 至 一 般 情况 ). 设 
{@1, @} 为 V 的 一 个 基底 ，{e*,e”} 为 其 对 偶 基底 ， 只 须 证明 以 下 8 个 元 素 构成 
多 (2, D 的 一 个 基底 : 


el Be der, el Be Be”, ea@eQ@e ， eg@eQ@e”， 
e@eQ@e ， e, Be Be”, e, Be, Ber, ey Be, Be”. 
先 证 它们 线性 独立 ( 留 作 练 习 )， 再 证 任意 Te 饮 (2, D 可 表 为 
T=7T”  e, ®e, Be”, (2-4-1) 
其 中 T=T(e”, e”'; eo). (2-4-2) 
证 明 留 作 练习 [注意 ， 待 证 等 式 (2-4-1) 是 一 个 2, 1) 型 张 量 等 式 ]. 图 
注 2 7 是 张 量 7 在 基底 {e,@e, 8e”} 的 分 量 , 简称 为 在 基底 {e,} 的 


分 量 . 
下 面 介 绍 张 量 的 为 一 重要 运算 ， 即 缩 并 . 刚才 讲 过 ，(1, 1) 型 张 量 7 了 可 看 作 从 V 


到 V 的 线性 映射 , 其 实 它 就 是 线性 代数 所 讲 的 线性 变换 . 了 在 任 一 基底 {ev @e”]} 的 
量 排 成 的 矩阵 (7T%,) 显然 与 基底 有 关 ,， 不 难 证 明 同 一 了 在 任意 两 个 基底 的 分 量 对 
应 的 两 个 矩阵 (CT ) 和 (7T'*,) 互 为 相似 矩阵 ， 证 明 如 下 .仿照 式 (2-4-2) 得 
T=T(e'’;e,)=T((A  )s*e™;A” es)=(A ), A” T(e?”;e,) 
(A A TO S04 To A (A TA) 
其 中 第 一 、 四 步 用 到 式 (2-4-2), 第 二 步 用 到 定理 2-3-2, 第 三 步 用 到 7 的 线性 性 . 于 
是 有 和 矩阵 等 式 7'= 4- 74 (其 中 7" , 4, 了 都 代表 矩阵 . 了 7 有 时 代表 张 量 有 时 代表 和 矩 
阵 , 读者 应 能 根据 上 下 文 识别 . ). 可 见 7 与 了 互 为 相似 矩阵. 以 Tj (是 2 iT 
的 简写 ) 及 7 分别 代 表 和 矩阵 7 和 了 的 迹 ， 则 由 式 (2-4-3) 易 得 
人 
这 就 证 明了 同一 (1 1) 型 张 量 在 不 同 基 底 的 矩阵 有 相同 的 迹 ， 在 关 , i 张 量 时 ， 应 该 
抓 住 其 与 基底 无 关 的 性 质 ，(1, 1) 型 张 量 T 的 迹 7“, 就 是 这 样 一 种 性 质 ， 通常 把 它 
称 为 了 的 缩 并 (contraction) 或 收缩 ， 暂 记 作 CT， 即 
CT := 7”,=T(e” ;ye,). (2-4-4) 
再 讨论 (2, 1) 型 张 量 7 的 缩 并 .了 可 记 作 T(,*;*) ， 它 有 两 个 上 槽 和 一 个 下 模 ， 
故 有 两 种 可 能 缩 并 : 第 一 上 槽 与 下 槽 的 缩 并 CIT := T(e”,*; e,); @ 第 二 上 林 
与 下 槽 的 缩 并 C17 := 7T(*,e”; e,). 若 改 用 另 一 基底 {e’} 定 义 这 两 种 缩 并 ， 分别 
记 作 (C7) 和 (Ci17) , 则 易 证 (习题 )(CI1T7) =GIT ，(C17) = Ci7 . 由“ 张 量 面面观 ” 


(2-4-3) 
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可 知 CI7 和 Ci7 都 是 (1, 0) 型 张 量 ， 它 们 在 任 一 基底 的 分 量 可 用 7 在 该 基底 的 分 
量 表 为 (C1T)” =7(e*, e”*; ej) =T4*， ，(C?T)* =7%, (已 略 去 求 和 号 )， 不 难 扒 
广 上 述 讨论 而 得 出 (k, 7) 型 张 量 的 缩 并 定义 如 下 : 

定义 3 Te 歹 (5 0) 的 第 i 上 标 (i<k) 与 第 j 下 标 (j<1) 的 缩 并 定义 为 


CT 人 ee 克 -1, 1-D (要 对 4 求 和 ). 
L ' 
第 ;上 档 第 j 下 覃 (2-4-5) 


注 3 (DGCT 与 基底 选择 无 关 . @ 由 式 (2-4-5) 易 见 (k, 0) 型 张 量 的 每 一 缩 并 都 是 
一 个 (k-1, -1) 型 张 量 . 名 联合 使 用 张 量 积 和 缩 并 运算 可 从 原 有 张 量 得 到 各 种 类 型 
的 新 张 量 . 例如 , 设 veVv，weV”, 则 v8@w 是 (1, 1) 型 张 量 , 而 C(v@w) 则 是 (0, 0) 
型 张 量 (标量 ). 

后 面 经 党 遇 到 先 求 张 量 积 再 做 缩 并 的 运算 , 其 结果 可 看 作 张 量 对 矢量 (或 对 偶 
矢量 ) 的 作用 . 作为 例子 ， 先 写 出 3 个 等 式 再 做 证 明 . 


(a) C(V BW)= 0 = (V0)=v (8), VveV, weV', (2-4-6) 
(其 中 v*, ww 是 v, w 在 同一 基底 的 分 量 .) 

(b) CT OV)=T(., D)， vveV, Te%(0, 2). (2-4-7) 

(c) CTOw)=T(.,0 ;。), vwoeV’, Te%(l2, 1). (2-4-8) 


我 们 只 给 出 式 (2-4-7) 的 证 明 ， 其 他 两 式 的 证 明 留 作 练 习 . 待 证 的 等 式 (2-4-7) 左 边 
的 Tv 是 (1, 2) 型 张 量 ， 是 一 部 有 1 个 上 模 、2 个 下 槽 的 机 器 ， 可 表 为 T@v 
(。; ”9 。) , 故 
CT BV)=T dv(e”; », €,) 
所 以 欲 证 等 式 (2-4-7) 只 须 证 明 下 式 
T @v(e”; «, es)=T(, v). (2-4-7') 
而 上 式 是 对 偶 矢 量 等 式 ， 欲 证 上 式 只 须 证 明 两 边 作 用 于 任 一 上 ey 给 出 相同 实数 . 
左边 作用 于 uw =T @v(e”';u, e,)=T(u,e,) v(e”) 
=T(u, ev) e*(v)=T(u, ey) v” =T(u,v)= 右边 作用 于 x. 

(其 中 第 四 步 用 到 习题 11)， 可见 式 (2-4-7) 成 立 . 

除 以 上 三 式 外 还 有 许多 类 似 等 式 ， 这 些 等 式 是 如 下 规律 的 表现 : “7 对 mw 人 (或 
7) 作 用 就 是 先 求 7 与 w( 或 2) 的 张 量 积 再 缩 并 ”， 或 者 粗略 地 说 ，“ 作 用 就 是 先 
积 后 并 ”. 对 两 个 张 量 先 求 张 量 积 再 缩 并 的 操作 常 又 简称 为 对 它们 做 缩 并 ， 因 此 
上 述 粗略 提 法 还 可 简化 为 “作用 就 是 缩 并 ”. 

下 面 回 到 流 形 M. M 中 任 一 点 p 的 切 空间 友 的 全 体 (k, ) 型 张 量 的 集合 自然 记 
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作画 (站 ). 设 {e} 及 {e} 是 友 的 任 一 基底 及 对 偶 基底 , 则 了 同样 可 写成 类 似 于 
式 (2-4-1) 的 展开 式 . 若 选 坐标 系 {z%] 使 坐标 域 含 p, 则 可 用 坐标 基 矢 8/8x 和 对 侦 
坐标 基 矢 dx* 充当 e, 和 e”， 即 把 式 (2-4-1) 改 写 为 


T=T* -cg@_” @dx’, (2-4-1") 
Ox” Ox 
其 中 坐标 分 量 T% ,仿照 式 (2-4-2) 可 表 为 
TH =T(dx’, dx’; O/Ox°). (2-4-2) 


若 在 流 形 M (或 4c M ) 上 每 点 指定 一 个 (k, 1) 型 张 量 ， 就 得 到 M (或 4) 上 的 
一 个 (上 ,1) 型 张 量 场 . M 上 张 量 场 了 称 为 光滑 的 , 若 Y 光滑 对 偶 矢 量 场 o，…，@ 
及 光滑 矢量 场 w 本 有 7T(o， …, o5 v1,…, U1)e .oy .今后 如 无 声明 ,“ 张 量 场 ” 
均 指 光滑 (C”) 张 量 场 . 

定理 2-4-2 (k, ) 型 张 量 在 两 个 坐标 系 中 的 分 量 的 变换 关系 为 (简称 张 量变 换 律 ) 


1 CT 
T A ee Ox | Ox Pl:…Pk 
Vi v Ol...0l 
1! ! Oxf px 


证 明 练习 . 口 
注 4 许多 教科 书 采用 上 式 作 为 张 量 定 义 . 


$2.5 ”上 度 规 张 量 场 


定义 1 矢量 空间 V 上 的 一 个 度 规 (metric) g 是 V 上 的 一 个 对 称 、 非 退化 的 (0， 
2) 型 张 量 . 对 称 是 指 g(v, 四 = g(u, v) vv, ueV ， 非 退化 是 指 8g(v,u)=0 vueV 
v=0eV. 

注 1 这 一 抽象 的 非 退 化 性 定义 与 读者 熟悉 的 矩阵 的 非 退 化 性 (行列 式 非 零 ) 
有 密切 联系 .可 以 证 明 [ 见 式 (2-6-8) 后 的 一 段 ]， 若 8 非 退 化 ， 则 它 在 Y 的 任 一 基 
底 {ej} 的 分 量 8g,,, = 8 (ej, @,) 排 成 的 矩阵 也 非 退 化 反之, 若 了 有 基底 使 g 的 分 
量 和 矩阵 非 退 化 ， 则 g 非 退 化 . 

度 规 很 像 大 家 熟悉 的 内 积 . 但 上 述 度 规 g 与 一 般 内 积 的 区 别 在 于 g(v, v) 可 以 
为 负 , 且 g(v, v)=0 不 意味 着 v=0 .今后 也 常 把 g(v, w) 称 为 v 和 在 度 规 g 下 的 内 
积 . 天 量 空间 V 一 旦 定义 了 度 规 g , 其 元 素 的 长 度 及 元 素 间 的 正 交 性 就 可 定义 如 下 : 

定义 2 veV 的 长 度 (length) 或 大 小 (magnitude) 定 义 为 Iv1:= Vglv, 2 . 矢量 
v,ueV 叫 互相 正 交 的 (orthogonal， 若 g(v, w) =0.V 的 基底 {e,} 叫 正 交 归 一 的 
(orthonormal)， 寿 任 二 基 矢 正 交 且 每 一 基 矢 ex 满足 g(e,, e,)=+1 (不 对 4 求 和 ). 
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注 2 定义 2 表明 度 规 g 在 正 交 归 一 基底 的 分 量 满足 


0 ， Hv 
Buv = : (2-5-1) 
sd KH=v 


因此 ， 度 规 在 正 交 归 一 基底 的 分 量 排 成 的 矩阵 是 对 角 和 矩阵 ， 且 对 角 元 为 +1 或 -1. 

定理 2-5-1 任何 带 度 规 的 矢量 空间 都 有 正 交 归 一 基底 . 度 规 写成 对 角 和 矩阵 时 
对 角 元 中 +1 和 -1 的 个 数 与 所 选 正 交 归 一 基底 无 关 . 

证 明 上 略 [ 可 参阅 Schutz(1980)P.65~66]. . [L 

定义 3 ”用 正 交 归 一 基底 写成 对 角 和 矩阵 后 ， 对 角 元 全 为 +1 的 度 规 叫 正定 的 
(positive definite) 或 黎 曼 的 (Riemannian)， 对 角 元 全 为 -1 的 度 规 叫 负 定 的 (negative 
definite)， 其 他 度 规 叫 不 定 的 (indefinite)， 只 有 一 个 对 角 元 为 -1 的 不 定 度 规 叫 洛 伦 
兹 的 (Lorentzian). 对 角 元 之 和 叫 度 规 的 号 差 (signature)，、 相 对 论 中 用 得 最 多 的 是 洛 
伦 效 度 规 和 正定 度 规 . 

注 3 关于 洛 伦 兹 度 规 ， 文献 中 历来 有 两 种 不 同 习惯 .定义 3 反映 第 一 种 习 
惯 ， 在 这 种 习惯 中 ，4 维 洛 伦 兹 度 规 的 对 角 元 为 (-1，1，1，1)， 号 差 为 +2. 在 另 一 
种 习惯 中 ， 洛 伦 兹 度 规定 义 为 只 有 一 个 对 角 元 为 +1 的 不 定 度 规 ， 于 是 4 维 洛 伦 效 
度 规 的 对 角 元 为 1，-1，-1，-1HD， 号 差 为 -2. 本 书 采 用 号 差 为 +2 的 习惯 . 

定义 4 市 党 伦 效 度 规 g 的 矢量 空间 Y 的 元 素 可 分 为 三 类 :满足 g(w >0 
的 v 称 为 类 空 矢量 (spacelike vector); @) 满 足 g(v, v)<0 的 v 称 为 类 时 矢量 (timelike 
vector); (3 满足 g(v, v) =0 的 v 称 为 类 光 矢 量 (ightlike vector 或 null vector). 

注 4 届 在 号 差 为 -2 的 习惯 中 ， 类 空 性 和 类 时 性 的 定义 恰好 相反 : 类 空 矢 量 定 
义 为 g(v, v)<0， 类 时 矢量 定义 为 8(v,v) > 0 .但 两 者 并 无 实质 差别 : 一 个 矢量 在 一 
种 号 差 下 为 类 时 则 在 另 一 号 差 下 也 类 时 . 凶 多 数 读者 过 去 只 熟悉 正定 度 规 ， 因 此 一 
见 g(v, v)=0 就 认为 v=0( 零 元 )， 然 而， 若 度 规 是 洛 伦 兹 的 ， 则 g(v, v) =0 未 必 导 
致 >=0 . 非 零 的 4 维 类 光 矢 量 在 相对 论 中 有 重要 地 位 ， 例 如 便于 描写 电磁 波及 引力 
波 在 4 维 时 空中 的 传播 . (3 许多 汉语 文献 把 null vector 译 为 “ 零 和 撩 量 ”， 这 容易 与 
矢量 空间 中 唯一 的 零 元 混淆 ( 零 元 当然 是 null vector, 但 反之 不 然 ， 一 个 有 洛 伦 兹 度 
规 的 矢量 空间 有 无 数 null vectors. ). 如 果 一 定 要 用 “ 零 ” 字 , 最 好 称 为 “ 零 模 矢量 ”. 

度 规 8 是 (0,2) 型 张 量 ， 即 由 V xV 到 展 的 双重 线性 映射 ， 所 以 Vv,ueV 有 
8(v,u)e 民 ,因而 8g(v,*)eV .给 定 g 后 , 再 给 一 个 veV 便 可 造 出 g(v,.)eV*, 故 
8 可 看 作 由 V 到 V 的 线性 映射 即 8 :Vzmz> V"， 这 是 一 个 同 构 映 射 (证 明 留 作 
习题 )” 因 此 ， 在 V 选 定 度 规 后 就 有 了 一 个 自然 的 、 与 众 不 同 的 从 V 到 Y 的 同 构 
映射 , 我 们 很 自然 地 用 这 一 映射 把 V 与 V 认同 . 小 结 : 无 论 有 无 度 规 , V 都 与 V” 
自然 认同 [ 见 式 (2-3-5) 及 其 前 后 ]; 如 果 有 度 规 ， 则 V 与 V 也 自然 认同 . 

下 面 回 到 流 形 M 上 来 . 
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定义 5 M 上 的 对 称 的 、 处 处 非 退 化 的 (0, 2) 型 张 量 场 称 为 度 规 张 量 场 . 
注 5 本 书 只 关心 号 差 处 处 一 样 的 度 规 场 . 
度 规 场 的 一 大 用 处 就 是 定义 曲线 长 度 ， 先 讨论 2 维 欧 氏 空间 ， 设 曲线 C OO) 在 
日 然 坐 标 系 {x,y} 的 参数 式 为 x=x (1)，y = y (zt)， 则 曲线 元 段 线 长 的 平方 df? [是 
(d1)” 的 简写 ] 为 
dl* =dx” +dy* =[(dx/di)? + (dy/dt)*] dt? =[(70)2+(72)2]df2 =1712dz2 ， 
其 中 了 是 CGO 的 切 矢 .由 上 式 得 
dl =171dr ， (2-5-2) 
于 是 C(0) 的 线 长 为 
| ITldt. (2-5-3) 


上 式 可 推广 至 带 有 正定 度 规 场 8 的 任意 流 形 M 上 . 设 CGO 是 M 上 任 一 Cl 曲线 ， 
7 是 其 切 矢 ， 即 T=8/8f ， 则 IT1= Vsg(T,7) ， 故 C GO 的 线 长 自然 定义 为 
1:= Vs8G.7) dt. (2-5-4) 


对 有 党 伦 兹 度 规 场 8 的 流 形 M， 在 定义 线 长 前 应 注意 曲线 的 类 型 ， 若 Cl 曲线 
C (0 各 点 的 切 矢 都 类 空 , 则 C(D 叫 类 空 曲 线 . 类 似 地 可 定义 类 时 曲线 和 类 光 曲 线 . 类 
空 和 类 光 曲 线 的 线 长 仍 由 式 (2-5-4) 定 义 ( 因 此 类 光 曲 线 的 线 长 恒 为 零 )， 注 意 到 类 时 
曲线 有 g(T, 7) <0 ， 其 元 线 长 应 定义 为 df := VY-g(T,7T) di. 于 是 有 如 下 定义 ， 

定义 6 设 流 形 M 上 有 洛 伦 兹 度 规 场 8g, 则 M 上 的 类 空 、 类 光 及 类 时 曲线 CC 
的 线 长 定义 为 

a [Vig ,Dar, 其 中 T=3/91. (2-5-5) 

对 于 从 类 时 转向 类 空 (或 相反 ) 的 曲线 (“ 不 伦 不 类 ”的 曲线 ), 线 长 没有 定义 . 下 
面 对 线 长 的 讨论 虽 是 就 洛 伦 效 度 规 而 言 的 , 但 对 正定 度 规 也 适用 (把 所 有 曲线 看 作 
类 空 曲线 ). 

不 难 证 明 ( 习 题 ) 曲 线 的 线 长 与 其 参数 化 无 关 ， 就 是 说 ， 曲 线 重 参数 化 (保持 映 
射 的 像 不 变 而 适当 改变 参数 ) 不 改变 线 长 . 此 外 ,由 于 线 长 的 定义 (定义 6) 不 涉及 从 
标 系 ， 线 长 当然 与 坐标 系 无 关 . 但 是 ， 如 果 曲 线 位 于 坐标 系 {x“} 的 坐标 域内 ， 线 
长 也 可 借助 于 坐标 系 计算 . 因为 

8(7,T)= g (T*0/0x*,T"0/0x")=TT"g (0/Ox*, /Ox”)= (dx* /di)(dx’ /dt) gy,, 

[最 末 一 步 用 到 “曲线 切 矢 的 坐标 分 量 等 于 曲线 在 该 系 的 参数 式 对 参数 的 导数 ”( 定 
理 2-2-4)， 即 7T4 = dz/di .] 所 以 元 线 长 


d1= jlg wdrpdxr |. (2-5-6) 


引入 记号 ds =8wvdxpvdxy ， (2:5-7) 
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则 线 长 
1= | ds? (对 类 空 曲线 )， (2-5-8) 
让 | V-ds2 (对 类 时 曲线 ). (2-5-9) 


记号 ds” 在 微分 几何 中 经 常 出 现 , 通常 称 为 线 元 (line element). 对 类 空 曲 线 , ds” 等 
于 元 段 长 dl 的 平方 d1” ;对 类 时 曲线 , ds 等 于 -dl* ,因而 不 是 任何 实数 的 平方 . 实 
际 上 ，ds“ 只 是 一 个 由 式 (2-5-7) 定 义 的 记号 , 对 类 时 曲线 它 根 本 不 是 任何 实数 的 平 
方 [对 式 (2-5-7) 的 准确 理解 见 选 读 2-5-1], 但 因 ds” = gwdx4dx" 右边 含有 度 规 8 在 
所 涉及 的 坐标 系 的 全 部 分 量 gw ， 从 线 元 表达 式 可 以 直接 “ 读 出 ” 度 规 的 全 体 坐 
标 分 量 . 例如 ， 设 2 维 流 形 上 的 度 规 g 在 某 坐 标 系 {1,x} 的 线 元 表达 式 为 
d% =—xdt* +dx” +4didx,， (2-5-10) 
便 可 读 出 g 在 该 系 的 分 量 为 84 = 一 x, Su =1, gm = 8x =2. 可 见 给 定 线 元 (表达 式 ) 
相当 于 给 定 度 规 场 . 
设 C :7 一 M 是 类 空 或 类 时 曲线 ， 则 线 上 任 一 点 C(7) 的 切 矢 了 的 长 度 I71 是 : 
的 函数 ,可 记 作 171(00 .任意 指定 线 上 一 点 C(0) 作为 测量 线 长 的 起 点 , 则 介 于 C(t0) 


点 和 C() 点 的 曲线 段 的 线 长 1(7) = 「 IT dr 是 1 的 函数 .1 也 可 充当 该 线 的 参数 ， 


0 由 dl=Vlg(7T,7T)1dt 可 知 , 以 线 长 为 参数 的 曲线 切 矢 满足 1g(T,7)1 
， 即 有 单位 长 . 

3 7 设 流 形 M 上 给 定 度 规 场 g , 则 (M, 8g) 叫 广义 黎 曼 空间 [在 g 为 正定 ， 
叫 歼 曼 空间 (Riemannian space); 知 g 为 洛 伦 效 , 叫 伪 黎 曼 空 间 (pseudo- Riemannian 
space)， 物 理 上 叫 时 空 (spacetime). 下 

下 面 介绍 广义 黎 曼 空 间 的 两 个 简单 而 重要 的 例子 ， 即 欧 氏 空间 和 闵 氏 空间 . 

定义 8 设 {x } 是 民 的 上 自然 坐标 ,在 民 上 定义 度 规 张 量 场 5 为 

6 := 6dx! ® dx’, (2-5-11) 

则 (R"” 5) 称 为 n 维 欧 氏 空 间 (n-dimensional Euclidean space)， 5 称 为 欧 氏 度 规 . 

上 和 式 表明 6 在 目 然 坐标 系 的 对 偶 坐 标 基 底 {dx*@dx } 的 分 量 为 


0, WKv 
om -| 人 因此 ， 按 照 式 (2-5-7)， 欧 氏 度 规 在 自然 坐标 系 的 线 元 表达 式 应 
+1,， WW=vV, 


为 ds* =6,vdx*dx" .车 n=2, 便 有 ds =(dz) +(dr 六 .这 正 是 熟知 的 2 维 欧 氏 空 
间 的 线 元 表达 式 ， 由 式 (2-5-1D 可 知 自然 坐标 基底 用 欧 氏 度 规 衡量 是 正 交 归 一 的 ， 


准确 地 说 ，(M，8) 称 为 时 空 ， 若 M 为 连通 流 形 ，&8 为 有 足够 可 微 程度 的 洛 伦 兹 度 规 场 . 
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因为 由 
5(B/8x，B3/8xz/ )=5wvdr@dr'(3/8x<，B/8x) = vdxr%(8/8xz) dx (0/0xs) 
易 见 
6(0/0x”, O/Oxf)=60g. (2-5-12) 

但 满足 式 (2-5-12) 的 坐标 系 未 必 是 自然 坐标 系 . 例如 ,对 2 维 欧 氏 空间 ， 由 自然 坐 
怀 系 按 下 式 定 义 的 坐标 系 

X'=X+a, y=y+D (a, b 为 常数 ) (2-5-13) 
的 基底 {8/6x，8/8y ] 也 满足 式 (2-5-12)( 因 而 也 正 交 归 一 )， 进 一 步 ， 不 难 验 证 ( 习 
题 ) 由 以 下 三 式 分 别 定 义 的 {zx, ?的 坐标 基底 {3/8x, 3/8y7] 也 满足 式 (2-5-12): 


X'=XcOsQ+ ysina, y' = 一 XSinQa+ycosa (GQ 为 常数 )， (2-5-14) 
Xe yy (2-5-15) 
站 y =—y. (2-5-16) 


定义 》 7 维 欧 氏 空间 中 满足 式 (2-5-12) 的 坐标 系 叫 笛 卡 儿 (Cartesian) 坐 标 系 或 
直角 坐标 系 . 换 句 话说 ,一 个 坐标 系 叫 笛 卡 儿 系 ， 若 其 坐标 基底 用 欧 氏 度 规 6 衡 
量 为 正 交 归 一 . 

注 6 (D 因 式 (2-5-12) 与 (2-5-11) 等 价 ， 也 可 说 满足 式 (2-5-11) 的 坐标 系 是 笛 卡 
儿 系 . 书 自 然 坐 标 系 当然 是 笛 卡 儿 系 .，@2 维 欧 氏 空间 中 任意 两 个 笛 卡 儿 系 之 间 
的 关系 只 能 取 式 (2-5-13)~(2-5-16) 中 的 一 种 形式 (或 它们 的 复合 )， 前 二 种 分 别称 为 
平移 和 转动 , 后 二 种 的 每 一 种 称 为 反射 Ceflection). (9 要 分 清 符号 5 和 65,,. 5 代表 
欧 氏 度 规 ， 是 张 量 场 ; 而 2 则 是 5 在 笛 卡 儿 系 的 分 量 . 还 要 注意 6 在 非 笛 卡 儿 系 
的 分 量 不 是 5 . 

极 坐标 系 {7r, Oo 是 2 维 欧 氏 空间 中 非 笛 卡 儿 系 的 一 例 . 物理 书 中 使 用 极 坐标 系 
时 ， 相 应 的 基底 常用 { 6,, 6, }( 顶 上 加 入 代表 单位 矢 )， 它 是 正 交 归 一 的 ， 但 却 不 是 
极 坐 标 系 的 坐标 基底 {0/0r，0/09}-， 关 键 在 于 /39 不 归 一 ， 因 56 (6/39,0/09) 
= 1( 证 明 留 作 练 习 )， 实 际 上 ，é6 是 对 3/99 归 一 化 的 产物 , 即 6 := rT/99. 
可 见 物 理 书 常 用 的 {6,, sp} 不 是 极 坐标 系 的 坐标 基底 而 是 与 极 坐标 系 相 应 的 正 交 
归 一 基底 . 

欧 氏 空间 是 最 简单 的 黎 曼 空间 . 下面 介绍 最 简单 的 伪 黎 曼 空 间 一 一 闵 氏 空 
间 . 4 维 洛 伦 效 度 规 在 对 角 化 后 的 对 角 元 为 (-1, 1, 1, 1), 为 了 突出 这 个 唯一 的 -1， 
我 们 把 它 所 在 的 行 、 列 记 为 0 行 0 列 ， 三 个 +1 所 在 行 、 列 分 别 记 为 1，2，3 行 和 
1，2，3 列 . 这 种 对 角 和 矩阵 的 元 素 记 作 才 (以 区 别 于 5% )， 即 7700 三 -1， 711 = 7 
=7133 =1， 推广 到 维 则 有 
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0 ， HV, 
Nuv = -1, KH=v=0, 
十 1， H=v=1,……, n—l. 
下 面 给 出 闵 氏 空间 的 定义 . 
定义 10 设 {x*} 是 RR 的 自然 坐标 ,在 R" 上 定义 度 规 张 量 场 n 为 
7 := Nvdx @dxr ， (2-5-17) 


则 (R$ 7) 称 为 n 维 闵 氏 (Minkowski) 空 间 ( 物 理 上 称 为 n 维 闵 氏 时 空 )， 7 称 为 闵 氏 
度 规 . 

由 定义 10 可 知 闵 氏 度 规 在 自然 坐标 系 的 线 元 表达 式 为 ds? =77,dx*dx”. 以 
n=4 为 例 , 有 ds” =-(dx) +(dxz) +(dz2)2 +(dz) .这 正 是 熟知 的 4 维 闵 氏 时 空 
的 线 元 (狭义 相对 论 中 的 元 间隔 ) 表 达 式 .不 难 证 明 

(0/Ox”, O/Oxf )=71op ， (2-5-18) 
可 见 自然 坐标 基底 {0 /6x*} 用 闵 氏 度 规 衡量 也 是 正 交 归 一 的 (第 0 坐标 基 矢 归 --1， 
其 他 归 +1. )， 但 满足 式 (2-5-18) 的 却 不 一 定 是 自然 坐标 系 ， 例 如， 以 2 维 闵 氏 空间 
为 例 ， 设 {t, x} 是 自然 坐标 ， 则 

f'=t+a, X= 二 X+b (a，b 为 常数 ) (2-5-19) 
的 坐标 基底 {3/0r', 3/9x'} 也 满足 式 (2-5-18)， 不 难 验证 (习题 )， 由 以 下 三 式 分 别 定 
义 的 {1', x} 系 的 坐标 基底 {3/31', 3/8x"] 也 满足 式 (2-5-18): 


ft' =tchA + x shA, X =fsh4+xch4 (4 为 常数 )， (2-5-20) 
f=—1, es (2-5-21) 
大 守 光 2 (2-5-22) 


定义 11 nn 维 闵 氏 空 间 中 满足 式 (2-5-18) 的 坐标 系 叫 洛 伦 兹 (Lorenzian) 坐 标 系 
或 伪 笛 卡 儿 (pseudo-Cartesiam) 坐 标 系 ， 也 有 文献 称 之 为 笛 卡 儿 坐 标 系 . 

注 7 届 闵 氏 空间 的 自然 坐标 当然 是 洛 伦 兹 坐标 . @2 维 闵 氏 空间 中 任意 两 个 
洛 伦 效 坐标 系 之 间 的 关系 只 能 取 式 (2-5-19)~(2-5-22) 中 的 一 种 形式 (或 它们 的 复 
合 )， 第 一 种 称 为 平移 ， 第 二 种 [ 式 (2-5-20)] 称 为 伪 转 动 (ooosb， 后 两 种 的 每 一 种 称 
为 反射 (3) 闵 氏 度 规 张 量 w 在 非 洛 伦 兹 坐标 基底 的 分 量 不 等 于 7,，,. 
[选读 2-5-1] 

与 平移 、 转 动 及 伪 转 动 不 同 , 反射 是 一 种 “分 立 ” 变 换 . 此 外 还 有 另 一 种 “分 
立 变换 , 称 为 反 演 (inversion), 对 2 维 欧 反 和 闵 氏 空间 分 别 定义 为 Xx" = 一 x , y'= 一 
和 f= 一 + ，X = 一 xX. 与 反射 不 同 ， 反 演 是 关于 一 个 点 为 对 称 的 .但 反 演 变换 不 是 
独立 变换 ， 具 体 说 ，x = 一 Xx ，y'= 一 y 是 式 (2-5-14) 在 g=N 时 的 特例 ， 而 1' = 一 i， 
二 一 xX 则 可 由 式 (2-5-21) 和 (2-5-22) 复 合 而 成 . [选读 2-5-1 完 ] 
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[选读 2-5-2] 
正文 中 把 dl 解释 为 曲线 元 段 长 度 的 平方 ， 这 只 是 物理 学 家 惯用 的 “大 众 化 ” 
理解 ， 其 实 并 不 确切 ， 以 欧 氏 空间 的 


dl* = dx + dy? (2-5-23) 
为 例 . 如 果 曲 线 是 直线 ， 式 (2-5-23) 所 表达 的 实质 是 
(A1) = (Ax)* + (Ay), (2-5-24) 


其 中 Al 是 直线 上 的 一 段 有 限 长 度 ，Ax 和 Ay 分 别 是 该 段 的 x 和 坐标 的 有 限 增 
量 . 如 果 曲 线 不 是 直线 ， 式 (2-3-24) 自 然 不 成 立 ， 直观 地 想 ， 当 元 段 长 度 趋 于 零 时 
总 该 成 立 ， 而 dl 可 看 作 无 限 小 ， 因 而 式 (2-$-23) 成 立 .， 然而 ,无 论 指 定 多 人 么 短 的 
一 个 元 段 (只 要 首 末 点 不 重合 )， 其 长 度 就 是 确定 的 实数 ， 就 不 是 无 限 小 ， 而 式 
(2-5-23) 成 立 的 前 提 是 di (因而 dx, dy) 为 无 限 小 . 我 们 再 次 遇 到 “无 限 小 的 非 零 量 ” 
的 困惑 ( 见 选 读 2-3-1)， 弯曲 空间 的 dj 和 ds 当然 也 有 同样 问题 . 物理 学 家 习惯 于 
用 近似 手法 处 理 类 似 问 题 ， 他 们 ( 含 本 书 正文 ) 写 的 虽 是 式 (2-5-23)， 却 把 d1，dx 和 
dy 等 理解 为 某 一 非 堆 的 确定 的 小 量 ， 其 实 就 是 Al ，Ax 和 Ay ， 即 把 式 (2-5-23) 理 
解 为 式 (2-5-24)， 下 面 再 谈 应 如 何 理解 微分 几何 对 式 (2-5-23) 的 推广 形式 ， 即 线 元 
表达 式 

ds = g ,vdxsdx" . (2-5-25) 


既然 dx 和 dx 都 是 对 偶 和 矢量 ,其 “ 积 ”dx“dx” 只 能 是 张 量 积 dkx4 @ 四 dx" ， 可 见 式 
(2-5-25) 右 边 实 为 gjvdx“@dx" 的 简写 ， 然 而 gvdx“ @dx" 无 非 是 度 规 张 量 g 在 对 
偶 坐 标 基底 的 展开 式 ， 即 
8=8wrdxz Bdx . (2-5-26) 
另 一 方面 ， 式 (2-5-25) 左 边 的 dy 在 微分 几何 中 找 不 到 别 的 解释 ， 其 实 它 无 非 是 8 
的 另 一 记号 ! 于 是 发 现 式 (2-5-25) 的 准确 含义 原来 就 是 张 量 等 式 (2-5-26)， 这 一 理 
解 虽 然 最 准确 , 却 欠 大 众 化 , 普及 的 难度 很 高 . 反之 , 式 (2-5-25) 之 所 以 如 此 常用 ， 
一 个 重要 原因 是 d1* 在 近似 理解 中 可 看 作 元 段 长 度 的 平方 , 而 ds 无 非 是 d1? (对 类 
空 线段 ) 或 -d1 (对 类 时 线段 ) 的 代号 ， 本 节 正 文中 许多 公式 都 只 能 做 这 种 近似 理 
解 . 例如 ， 若 要 坚持 微分 几何 的 准确 写法 ， 式 (2-5-8) 就 应 改写 为 
dx dxr 
= hd | 全 2-S-8' 
| 人 (2-5-8') 
其 中 1 为 所 论 曲 线 的 参数 . 与 式 (2-5-8) 不 同 ， 上 式 中 每 一 符号 都 有 明确 意义 ， 例 
如 dx /dr 是 曲线 切 拓 的 第 /坐标 分 量 ， 而 di 同 积分 号 相配 表明 积分 变 元 为 了 
[选读 2-5-2 完 ] 
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$2.6 ”抽象 指标 记号 


表示 张 量 的 常用 方法 有 两 种 . 第 一 种 是 用 不 带 指 标的 字母 (如 刀 代 表 张 量 , 这 
有 两 个 缺点 : (看 不 出 张 量 类 型 ; @ 不 易 表明 哪 一 上 槽 与 哪 一 下 模 做 缩 并 (前 面 所 
用 的 记号 CT 是 暂时 的 ,在 运算 中 有 诸多 不 便 . ). 第 二 种 表示 法 是 用 分 量 (如 T 儿 。 ) 
代表 张 量 ， 用 分 量 服从 的 等 式 代 表 张 量 服 从 的 等 式 . 分 量 等 式 是 数量 等 式 ， 因 此 
在 采用 这 种 表示 法 的 文献 中 所 有 等 式 都 是 数量 等 式 . 这 种 表示 法 可 以 克服 第 一 种 
表示 法 的 两 个 困难 ， 但 自身 却 有 一 严重 缺点 : 有 时 由 于 选用 某 一 (或 某 类 ) 特 殊 基 
底 而 得 到 较为 简单 的 分 量 等 式 ， 它 只 对 特殊 基底 成 立 ， 因 而 不 代表 张 量 等 式 . 我 
们 和 希望 知道 哪些 等 式 能 够 代表 张 量 等 式 而 哪些 不 能 ， 然 而 在 分 量 表示 法 中 难以 区 
分 . 为 了 克服 这 一 缺点 (同时 保留 分 量 表示 法 的 所 有 优点 )，Penrose 首创 “抽象 指 
标记 号 ”(the abstract index notation)， 要 点 如 下 : 

1. (k,7) 型 张 量 用 带 有 个 上 标 和 /个 下 标的 字母 表示 , 上 下 指标 为 小 写 拉丁 
字母 , 只 表示 张 量 类 型 , 故 称 抽象 指标 . 例如 , v 代表 矢量 , 上 标 a 与 5 中 的 一 作 
用 一 样 ( 故 不 能 谈 及 a = 1 或 a = 2 的 问题 )，ow, 代表 对 偶 矢 量 ，7T4 .代表 (2,D 型 
张 量 , 等 等 . v 和 vw 代表 相同 的 矢量 ( 即 矢 量 5), 但 写 等 式 时 要 注意 “指标 平衡 ”， 
例如 可 以 写 gu* +v2 =w? 或 gu? + 避 =wi 而 不 可 写 @qu* +v2 =w2 . 

2. 重复 上 下 抽象 指标 表示 对 这 两 个 指标 求 缩 并 . 例如 

TT Se Ts TT ey TT oe, po 

3. 张 量 积 记号 省 略 . 例如 , 设 Te 雪 (2,1) ,Ses 宛 (D , 则 7@3S 写 成 7” .8“。. 
在 不 用 指标 的 张 量 表示 法 中 ， 一 般 来 说 w B14 4@8wz ， 因 为 当 作 用 于 对 象 (v, u) 
时 ，w 是 作用 于 v 还 是 w 的 问题 由 字母 的 顺序 决定 [wo Bx 的 第 一 字母 w 作 用 于 
(v, u) 的 第 一 字母 v]. 在 抽象 指标 记号 中 ， 由 于 重复 上 下 指标 代表 缩 并 ， 
@ Bh (v,w) 既 可 写成 @ayv"w 又 可 写成 Lp@av"w [都 代表 w(v)u(w) ]. 既然 在 这 种 
写法 中 wy 和 yw 的 作用 对 象 都 是 ww ， 便 有 wp = 好 ou . 就 是 说 ， 代 表 张 量 
的 字母 带 着 自己 的 抽象 指标 可 以 交换 . 张 量 积 顺 序 的 不 可 交换 性 体现 为 
Wa Hp # Opha- 

4. 涉及 张 量 的 分 量 时 ， 相 应 指标 用 小 写 希 腊 字 母 4，v ，g，B 等 (正如 前 面 一 
直 用 的 )， 这 种 指标 称 为 具体 指标 ， 可 以 问 及 4= 1 还 是 4= 2 的 问题 ， 张 量 在 基 矢 
上 的 展开 式 T=T”_e,, @e, 8e” 现在 写成 

T™,=T”,(e,)"(e,) (e”),, (2-6-1) 


[(e”), 的 抽象 下 标 c 已 表明 它 是 对 偶 基 矢 ， 无须 写 为 (e”),.] 而 T= 
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T(e”*,e”; eu) 现在 写成 

TY =T® (e*),(e’), (es ) (2-6-2) 
注意 ， 式 (2-6-1) 和 (2-6-2) 的 指标 (无 论 抽 象 的 还 是 具体 的 ) 都 是 “平衡 ”的 . 设 
Te 有 (0.2)， 则 7 应 记 作 To . 令 e, 为 某 基底 的 第 w 基 矢 ， 则 由 式 (2-4-7) 可 知 
T(*,e,)=C2(T8e,) ,而 T@e, 用 抽象 指标 应 记 为 Ts(es) ， 故 T(*,e,) 应 记 作 
T,s(e,) ， 也 可 简 记 作 7T,,， 即 

T(°,e,) =T,p(e,) =T,,. (2-6-3) 
这 是 既 有 抽象 指标 又 有 具体 指标 的 张 量 的 表达 方式 ， 不 妨 认为 71,…, Ti 代表 n 
个 对 偶 矢 量 ， 其 中 五 ,代表 “第 4 个 对 偶 矢量 ”. 

5. 由 “ 张 量 面面观 ”可 知 ，Y 上 的 (1 1) 型 张 量 7%; 既 可 看 作 从 了 到 V 的 线性 
映射 又 可 看 作 从 V" 到 V* 的 线性 映射 就 是 说 ，7”; 作用 于 矢量 eV 仍 为 矢量 ， 
记 作 w =T%2 veV ; 74 作用 于 对 偶 矢 量 wseV" 仍 为 对 偶 矢量 , 记 作 =T, mw。 
sy . 其实， 由 抽象 指标 也 可 一 望 而 知 7T%v?” 和 7”,0@%, 分别 是 矢量 和 对 偶 矢量 ,可 
见 抽象 指标 记号 是 “ 张 量 面面观 ”的 一 种 简单 而 直观 的 体现 . 以 56, 代表 从 V 到 V 
的 恒 等 映 射 ， 即 6%v? := vw* Vw?” eV ， 则 易 见 它 也 是 从 六 到 "的 恒 等 映 射 ， 即 
56° ou = Yawus eV". 进一步 不 难 证 明 (练习 )5", 与 任 一 张 量 缩 并 的 结果 是 把 该 张 
量 的 上 标 b 换 为 a (或 把 下 标 a 换 为 b), 例 如 5 Te =Te ,6%T”。=7T”。. 设 {(e,)} 
是 V 的 基底 ，{(e*)。} 是 其 对 偶 基底 ， 则 

(e*)a (ey) =6°,. (2-6-4) 
这 是 (1，1) 型 张 量 等 式 ， 证明 时 只 须 验证 两 边 作用 于 任 一 矢量 v 得 相同 结果 ( 练 
习 ). 设 {(e)} 是 了 的 基底 ，{(e“)。} 是 其 对 偶 基底 , 则 5 在 此 基底 的 分 量 54, = 


+l, (1 = 


Vv) 
9% Ms-| I 以 561 为 例 ，611 =6",(e),- 


, (UV 
(e1)” = (el),(e1)* =1. 请 注意 ， 即 使 是 洛 伦 兹 号 差 的 情况 下 也 有 5"0=+1. 

6. 因 度 规 ge 色 (0,2) , 故 应 记 为 gw. 设 vsY , 则 g(*, v)eV"( 见 $2.4 例 1 后 
的 一 段 )， 把 g 看 作 式 (2-4-7) 的 T， 便 得 8(。 v)=CJ(g @v)=C2(g8apv')= gapv”， 
故 g(*, v) 应 记 作 gapv?. 又 因 有 度 规 g 时 V 与 六 "在 同 构 映射 8 :V 一 六 下 自然 认 
同 , 而 gpv* = g(*,v) 正 是 vr" 在 这 一 映射 下 的 像 , 故 应 与 只 认同 , 索性 就 把 gao 
记 作 vw (可 看 作 w 的 定义 )，、 就 是 说 ， 虽 然 在 数学 上 vw 与 v 是 两 种 不 同性 质 的 量 
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(天 量 和 对 偶 矢 量 )， 但 在 应 用 上 两 者 代表 的 是 同一 事物 ( 故 都 用 vw 表示 )， 于 是 常 写 
D 一 8 00. (2-6-5) 
又 由 于 8 :Y 一 Y 是 同 构 上 映射 ， 其 逆 映 射 g” 自 然 存在 . 不 难 论证 ge 是 (2, 0) 型 张 
量 ， 本 应 记 作 (8g”)”， 但 通常 都 简 记 为 “(有 上 指 
标 就 不 会 与 ga 混淆 ). 根据 类 似 推理 , 任 一 ww, eV* 
在 8” 映射 下 的 像 为 ag“w, ， 索 性 记 作 wo? ,以 表示 
与 w, 代表 同一 事物 ， 于 是 ( 见 图 2-10) 
2-10 度 规 g 把 V 和 V" 自然 Oo = 8" 0,. (2-6-6) 
(2-6-5)、(2-.6-6) 表 明 可 用 gw 及 8” 对 上 、 下 指标 
分 别 做 “下 降 ” 和 和“ 上升” 处 理 . 这 种 升降 指标 操作 适用 于 任何 张 量 中 的 任何 抽 
象 指标 ， 例 如，(1,1) 型 张 量 7 在 抽象 指标 记号 中 可 表 为 T“, ， 所 谓 用 度 规 对 它 降 
指标 ， 其 实 是 用 8 和 7 通过 张 量 积 及 缩 并 运算 求 得 一 个 (0.2) 型 张 量 g(。e ) 
@T(e”; ') ， 在 抽象 指标 记号 中 就 把 它 记 作 Tu， 即 Tu = gu72 
依次 使 用 式 (2-6-6)、(2-6-5) 得 


0O2 = gm = ge (gp.0°)) Vo eV, 


故 
g” gpe = 60" (2-6-7) 
其 实 这 是 g” 作 为 ga 的 逆 映 射 的 必然 结果 . 
设 {(e,)} 是 V 的 任 一 基底 ，{(e*),} 是 其 对 偶 基 底 ， 以 gj, 和 g“ 分 别 代 表 
gab 和 g” 在 这 一 基底 的 分 量 ， 则 
ggvo =8" (e*)ale"), gea(es) (es) = ge)a goa(eo) =(e*)a(es) =6,, 
(2-6-8) 
其 中 第 二 、 三 步 分 别 用 到 式 (2-6-4) 和 (2-6-7)， 式 (2-6-8) 表 明度 规 gw 在任 一 基底 的 
分 量 gw 的 矩阵 有 道 ( 闭 矩阵 就 是 度 规 go 之 逆 g~ 在 同一 基底 的 分 量 8g 的 矩阵 )， 
因而 非 退化 . 可 见 gw 的 非 退 化 性 保证 它 在 任 一 基底 的 矩阵 (8 ) 的 非 退 化 性 . 反 
之 , 设 存 在 基底 {(e,)} 及 其 对 偶 基 底 {(e“)。} 使 (gw ) 为 非 退化 ， 则 (8w) 有 逆 矩 
阵 (g”“), 令 g”=g(ey)(ey)》, 则 由 ggys =6“。 易 证 ggpc =6”。，, 可 见 gap: 
V 一 V* 有 逆 映 射 8”, 因而 非 退化 (“有 逆 寺 非 退 化 ”的 证 明 留 作 练习 . 提示 : gw: 
V 一 多 "有 逆 表 明 它 是 一 一 映射 ， 而 如 果 ga 退化， 则 V 中 除 零 元 外 还 有 vw? #0， 
其 像 也 为 0sVY”， 与 一 一 性 矛盾 . ). 
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不 难看 出 ， 用 度 规 及 其 逆 的 分 量 gj 及 g” 可 对 张 量 分 量 的 上 、 下 具体 指标 

做 下 降 和 上 升 处 理 . 例如 ,可 把 gvv" 写 成,， 因 为 
gv = gap(en)’ (ey) Vv” = gap(es) UV =V,(ey) =V,. 
作为 抽象 指标 记号 的 例子 ， 此 处 介绍 4 维 闵 氏 度 规 un 的 抽象 指标 表达 式 ， 
闵 氏 度 规 的 定义 式 (2-5-17) 在 抽象 指标 记号 中 应 表 为 
Nap := Wyv (dx )a(dx ),,， 
其 中 {(dx“)。} 是 洛 伦 兹 坐标 系 的 对 偶 基 底 ， 以 {1,x, y,z} 代 表 {x ,x , x, x2} , 则 因 
为 非 零 的 Nv 只 有 W700 =-1，7i=722 =7133 =1， 上 式 可 表 为 
112 三 一 (dt) (dt), +(dx) (dx), +(dy) (dy), +(dz) (dz),,， (2-6-9a) 

与 线 元 表达 式 ds” = 一 dt* + dx” +dy”+dz’ 相应. 如果 改 用 球 坐 标 系 {1,7,9,9} , 则 
由 


xXx=rsinOcosp, y=rsinOsinp, z=rcosO 
不 难 从 式 (2-6-9a) 导 出 
Wap =—(dt)a (dt), + (dr),(dr), +r (d0),(d0), +r’sin’b (dp) (dp),, (2-6-9b) 

与 线 元 表达 式 ds* = 一 dt* +dr*+r*(d0? +sin29do) 相应 . 

在 许多 不 用 抽象 指标 记号 的 文献 中 ，4 维 时 空 和 3 维 黎 曼 空 间 的 分 量 指标 分 
别 用 希腊 字母 4 ，v ，…( 都 从 0 取 到 3) 和 拉丁 字母 i， j,k…( 都 从 1 取 到 3). 拉 
本 字母 在 本 书 中 本 应 代表 抽象 指标 ， 然 而 为 区 分 4 维和 3 维 的 分 量 指标 ， 我 们 允 
许 一 个 例外 ， 即 凡 涉 及 3 维 歼 曼 空 间 时 用 拉丁 字母 中 从 i 起 的 若干 字母 i, j,k… 
充当 具体 指标 (都 从 1 到 3)， 其 他 拉丁 字母 (如 a;，b，c 等 ) 仍 为 抽象 指标 .例如 3 
维 矢 量 V 可 表 为 ”=v (0/6x (i 从 1 到 3 取 和 ). 

在 抽象 指标 记号 中 , 坐标 基 矢 记 作 (0/3x*)*, 对偶 坐标 基 矢 记 作 (dx“), . 用 度 
规 gp 和 g” 对 前 者 和 后 者 分 别 降 、 升 指标 ， 得 对 偶 矢 量 ga,(6/93x*)* 和 矢量 
g” (dx*), . 以 ws 简 记 go(B/3xz%) 并 用 对 偶 坐 标 基 矢 展 开 为 g4p(6/0x*) = 
w,(dx )。， 两 边 作 用 于 (38/38x ) 后 得 gw =w。， 故 


gap(O/Ox*) = gv (dx )a. (2-6-10a) 
可 见 gap(0/9x*) 一 般 不 等 于 (dx“), ， 类似 可 得 
ge (dx = g** (0/0x' ). (2-6-10b) 
当 gop = 66( 欧 氏 度 规 ) 且 {x“} 为 笛 卡 儿 系 时 上 二 式 简化 为 
Bp(O/OxsY =(dx*),, 6%(dx*), =(B/3x4)2 ， (2-6-11) 


当 8o =7op (以 4 维 闵 氏 度 规 为 例 ) 且 {x“} 为 洛 伦 兹 系 时 则 有 
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711 (0/0x ) =—(dx"),， 7 (0/0Ox') =(dx'), ; (2-6-12a) 
nm (dx ), =—(0/0x°), mn (dx'), = (0/0x'). (2-6-12b) 

其 中 i=1，2，3， 此 时 i 不 是 抽象 指标 . 

张 量 的 上 指标 和 下 指标 在 文献 中 又 常 分 别称 为 逆 变 指标 (contravariant index) 
和 协 变 指标 (covariant index)， 相 应 地 ， 矢 量 w 和 对 偶 矢 量 必 也 分 别称 为 逆 变 矢量 
和 协 变 矢量 . 

张 量 的 对 称 性 可 方便 地 用 抽象 指标 表述 如 下 : 

定义 1 Te 和 色 (0,2) 称 为 对 称 的 (Symmetric), 若 T(u,v)=T(v,u)，Vu,v eV. 

由 于 Te v)=Tpu*v”，T(v, 4)= Tpv?we = Turv? ， 故 在 抽象 指标 记号 中 7 
为 对 称 的 充 要 条 件 是 T, =7,,. (0,2) 型 张 量 在 抽象 指标 记号 中 本 来 既 可 记 作 T， 又 
可 记 作 Tbsa， 两 者 代表 同一 张 量 .然而 只 当 了 为 对 称 张 量 时 才 允 许 写 为 Tp= To， 
可 见 用 抽象 指标 写 等 式 时 比 用 它 单独 表示 一 个 张 量 时 要 更 为 小 心 。 同 理 ，(1,1) 型 
张 量 既 可 表 为 7T。， 也 可 表 为 7 ， 用 度 规 降 指标 后 分 别 为 geoTs = Ts 和 
gcalp = Toe. 虽然 两 者 代表 同一 张 量 ,但 只 有 降 指标 后 为 对 称 张 量 的 (1,1) 型 张 量 才 
允许 写 为 T", =7T,”. 在 不 用 度 规 升 降 指 标 时 ,(k, D) 型 张 量 的 上 、 下 指标 各 排 各 的 序 ， 
两 个 上 下 指标 之 间 没 有 顺序 问题 ， 因 此 ， 如 果 愿 意 ，(1,1) 型 张 量 可 写 为 TY ，(2,1) 
型 张 量 可 写 为 72 等 ， 然 而 这 种 写法 在 用 度 规 升降 指标 时 出 现 不 确定 性 .由 于 经 
常 要 升降 指标 ， 本 书 从 一 开始 就 把 上 下 两 排 指 标 错开 ， 例 如 写成 7 .. 

以 上 讨论 表明 抽象 指标 记号 在 形式 上 与 具体 指标 记号 极为 相似 ， 这 正 是 抽象 
指标 记号 的 一 大 好 处 : 它 既 可 表示 张 量 等 式 , 又 保留 了 具体 指标 记号 的 许多 优点 . 

定义 2 (0,2) 型 张 量 To 的 对 称 部 分 ( 记 作 Ta) 和 反 称 部 分 ( 记 作 Ta) 分 别 定义 


为 
1 1 
Tap) := 了 (Low + 了 72o) ， Tap] := 了 (Lo 二 
一 般 地 ，(0, D 型 张 量 7 。 的 对 称 和 反 称 部 分 定义 为 
1 
La..a) ea ‘ (2-0-13) 
”nT 
1 
La :一 万 ZI 9 (2-6-14) 
“XK 


其 中 代表 (1 0) 的 一 种 排列 ，r(D) 是 指 r 所 代表 的 那 种 排列 中 的 第 1 个 数字 ， 
2 代表 对 各 种 排列 取 和 ，6x = +l ( 偶 排列 取 +， 奇 排列 取 -，)， 例 如 


ala203) 一 ECaaa 042 Taama 《aaa 于 Lawa . Laaas) 


1 
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1 7 十 了 十 二 


[aia2za3] 一 世人 al0203 03G102? Go203a1 


了 


定义 3 Te 多 (0, 1) 称 为 全 对 称 的 , 若 T, .= Tu .。) ; T 称 为 全 反 称 的 , 若 
De 二 Da 

以 上 内 容 (定义 1~3) 也 适用 于 (k, 0) 型 张 量 ， 例 如 ，T 叫 全 对 称 的 ， 痢 T" “= 
T (AA) | 

注 1 任 一 (0, 2) 型 张 量 可 表 为 其 对 称 和 反 称 部 分 之 和 ， 即 Tp = Top) + Tiap]， 
但 对 [>2 的 (0, 1) 型 张 量 不 成 立 . 例如 9 Tpe Lope 十 Tape] 9 然而 Tpe 一 Tape) 一 
Ts =0[ 见 定理 2-6-2(e)]. 


ce) 


030201 “Ga20103 * 


定理 2-6-1 
(a) 设 T,.。 =To.a)， 则 
To .a =Ta ao (Cr 代表 任 一 种 排列 )， (2-6-15) 
即 Ts) 展开 式 ( 共 1! 项 ) 中 的 每 一 项 都 等 于 T,.…。， 例 如 
Tape = Tape) DS Tape = Tacp = Toap = Topa = Tpca = Tpac; (2-6-16) 
(b) 设 五 .。 =Tia..]， 则 
pe (2-6-17) 
即 展开 式 中 的 偶 排列 项 等 于 .。。， 奇 排列 项 等 于 -7.。。， 例 如 
Tape = Tape] DS Tape = ~Tacp = Toap = Topa = Tpca = {pae: (2-0-18) 


对 (k,0) 型 (上 指标 ) 全 对 称 和 全 反 称 张 量 也 有 类 似 结论 . 


证 明 仅 以 1= 3 为 例 . /为 其 他 正 整 数 时 证 明 仿 此 . 
(a) 由 Le = Labey 得 二 到 Lac) (后 式 无 非 是 前 式 左 右 两 边 同 时 改变 抽 象 指标 


的 结果 ) 而 Tacp) 到 Tape) (由 Tey 的 定义 式 显 见 ) 9 故 a Mabey Tp . 式 (2-6-16) 


右 侧 其 他 各 等 号 的 证 明 仿 此 . 

(b) 由 Tpe = Nan 得 a Tacp) 一 一 4 人 [apc] 二 = : 式 (2-6-18) 右 侧 其 他 等 号 的 证 
明 仿 此 . 口 

今后 会 经 常 遇 到 对 带 有 圆 、 方 括号 的 指标 的 运算 ， 下 面 的 定理 对 许多 运算 将 
带 来 很 大 方便 . 

定理 2-6-2 

(a) 缩 并 时 括号 有 “传染 性 ”， 即 

1 了 a = 人 ， (2-6-19) 

对 圆 括 号 亦 然 . 


(b) 括号 内 的 同 种 子 括号 可 随意 增删 ， 例 如 
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1 

Trapye] = Tape] ， 其 中 Tipye]= 7 Tabe] — {pac]) (2-0-20) 

(c) 插 号 内 加 蜡 种 子 括号 得 零 ， 例 如 
Tapye) 一 0 》 Tarpea)) 一 0 。 (2-6-21) 

(d) 异种 括号 缩 并 得 零 ， 例 如 

1 (2-6-22) 
(e) Loa = Tay 一 =0， (2-0-23) 
人 (2-6-24) 


对 (k, 0) 型 (上 指标 ) 全 对 称 和 全 反 称 张 量 也 有 类 似 结论 . 
证 明 (a)、(b)、(c) 的 证 明 留 作 练习 . (qd) 是 (a) 和 (c) 的 推论 , (e) 是 (c) 的 推论 . 口 
二 匮 
了 工 试 证 $2.1 例 2 定义 的 拓扑 同 有 映射 wy: 在 O: 的 所 有 交 春 区 上 满足 相 容 性 条 件 , 从 而 证 实 
S 确 是 1 维 流 形 . 
2. 说 明 n 维 矢量 空间 可 看 作 n 维 平庸 流 形 . 
3. 设 X 和 了 是 拓扑 空间 , f: X 一 了 是 同 胚 . 若 X 还 是 个 流 形 ， 试 给 了 定义 一 个 微分 结构 
使 1: 和 一 了 升格 为 微分 同 胚 . 
4. 设 {x,y} 为 R* 的 自然 坐标 ，C(D 是 曲线 ， 参 数 表 达 式 为 x=cost,y =sint, te(0, 站 . 若 
P=C(n/3) ,号 出 曲线 在 p 的 切 矢 在 自然 坐标 基 的 分 量 ， 并 画图 表 出 该 曲线 及 该 切 矢 . 
5. 设 曲线 CD 和 CD=C(C0 -1) 在 C(t,)= Cw) 点 的 切 矢 分 别 为 v 和 vw , 试 证 v+v =0. 
6. 设 0 为 坐标 系 {x*} 的 坐标 域 ， peO，v eV,，v* 是 v 的 坐标 分 量 , 把 坐标 x* 看 作 O 上 
的 C" 函数 ， 试 证 v* =v (x*). 提示 : 用 v=v"X, 两 边 作 用 于 函数 x? . 
7. 设计 是 2 维 流 形 , (0,w) 和 (0O'w') 是 M 上 的 两 个 坐标 系 ,坐标 分 别 为 {x, y} 和 {x',y")， 
在 Of10' 上 的 坐标 变换 为 x'=x，y'=y-- 0 人 2x (Q= 常 数 ), 试 分 别 写 出 坐标 基 矢 8/3x ，9/9y 用 
坐标 基 矢 9/6x' ，8/6y ' 的 展开 式 . 
“8. (a) 试 证 式 (2-2-9) 的 [u,v] 在 每 点 满足 矢量 定义 (§2.2 定义 2) 的 两 条 件 ， 从 而 的 确 是 矢量 
场 .(b) 设 u,v,w 为 流 形 M 上 的 光滑 矢量 场 ， 试 证 
[ [u,vj, wj+[[w,w],v]+[[v, wj,w]=0 (此 式 称 为 雅 可 比 恒等式 ). 
-9. 设 {7,9} 为 R* 中 某 开 集 (坐标 域 ) 上 的 极 坐 标 ，{x, y] 为 自然 坐标 ， 
(a) 与 出 极 坐标 系 的 坐标 基 矢 3/8r 和 /9g (作为 坐标 域 上 的 矢量 场 ) 用 8/8x, 8/8y 展开 的 
表达 式 . 
(b) 求 和 拓 量 场 [0/6r, 9/6x] 用 8/8x, 98/9 y 展开 的 表达 式 . 
(0) 令 6=8/8 6,=rm0/0gp , 求 [6, 6,] 用 3/90x, 9/9y 展开 的 表达 式 . 
10. 设 w,v 为 M 上 的 矢量 场 ， 试 证 [u,v] 在 任何 坐标 基底 的 分 量 满足 
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[u,v =w 0v“/0x' -V8x2/8x 提示 : 用 式 (2-2-3”) 和 (2-2-3). 
“11. 设 {e@y} 为 V 的 基底 ，{e”} 为 其 对 偶 基 底 ，veV ，w eV" ， 试 证 
w= w(e,)e”, v=e” (V)e,. 
Ox” 


-12. 试 证 w' = 一 一 OO, (定理 2-3-4). 


Ox” 
“13. 试 证 由 式 (2-3-5) 定 义 的 映射 2F> Z” 是 同 构 映 射 ， 提示: 可 利用 线性 代数 的 绪论 ， 即 同 
维和 天 量 空间 之 间 的 一 一 线性 映射 必 到 上 . 
“14. 设 CT 和 (CIT) 分 别 是 (2, 1) 型 张 量 7 借 两 个 基底 {e,} 和 {e,} 定义 的 缩 并 ， 试 证 
(CTY=CT. 
*-15. 设 8 为 V 的 度 规 ， 试 证 8g: Y 一 V' 是 同 构 映 射 (可 参见 第 13 题 的 提示 ). 
“16. 试 证 线 长 与 曲线 的 参数 化 无 关 . 
17. 设 {x,y} 是 2 维 欧 氏 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 系 , 试 证 由 式 (2-5-14) 定 义 的 {x,y')} 也 是 笛 卡 
儿 系 . 
18. 设 {1,x} 是 2 维 头 氏 空间 的 洛 伦 效 坐标 系 ， 试 证 由 式 (2-5-20) 定 义 的 {7',x'} 也 是 洛 伦 
“19. (a) 用 张 量变 换 律 求 出 3 维 欧 氏 度 规 在 球 坐 标 系 中 的 全 部 分 量 8 . (b) 已 知 4 维 闵 氏 度 
规 8 在 洛 伦 兹 系 中 的 线 元 表达 式 为 ds*” =-d+dc+d+dz ， 求 8 及 其 道 8 在 新 坐标 系 
{zx y", z'} 的 全 部 分 量 8 及 8  ， 该 新 坐标 系 定 义 如 下 : 


2 2 
tf'=1t, z=z, X=(x +y )’ cos(9 -wt), 


y’ = (x” 平 人 7 
其 中 og 满足 cosp =y(x +) ，sinp=x(Ox +y)”“， 提示: 先 求 8” 再 求 8 0: 
“20. 试 证 3 维 欧 氏 空间 中 球 坐 标 基 矢 3/8r ,8/80 ,60/09 的 长 度 依次 为 1, r，rsin0 . 


OX Ox 
21. 用 抽象 指标 记号 证 明 7% = AT/ 


Ox? Ox” 

22. 以 8 和 8 分 别 代 表 度 规 gw。 在 坐标 系 {x*} 和 {x”“} 的 分 量 g,, 和 gi, 组 成 的 两 个 nxn 甜 
阵 的 行列 式 , 试 证 8'=19x?/6x”Fg , 其 中 19x?/9x” | 是 坐标 变换 {x*} F> {x“} 的 雅 可 比 行列 式 ， 
即 由 Ox /0x” 组 成 的 nxn 行列 式 . 注 : 本 题 表 明度 规 的 行列 式 在 坐标 变换 下 不 是 不 变量 . 提 
示 : 取 等 式 8goo = (Ox*/0x”) (0x /8x“ )8w 的 行列 式 . 

“23. 设 {x*} 是 流 形 上 的 任 一 局 域 坐标 系 ， 试 判断 下 列 等 式 的 是 非 : 

(1) (6/0x*) (0/0x'), =8,,， 其 中 (0/0x'), = g,,(0/0x”)》; 

(2) (dz) (dr) = 8g ,其 中 (dx*)*= 8g” (dx 

(3) (910xz )。= (dx )。 

(4) (dx”)" =(9/0x 7) 

(5) Z OO =V,0";} 


(0) 8oT 3 = 了 3; 


sin (9 -0Oi，w= 稼 数 ， 
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(7) vu =v?nu’ ; 
(8) vu’ = uv . 
24. 设 T 是 矢量 空间 V 上 的 (0, 2) 型 张 量 ， 试 证 Tov 几 =0 Vv*eV 一 T =T 提示 : 
把 vw 表 为 任意 两 个 矢量 w 和 w’ 之 和 . 
25. 试 证 Tea = Tipcya i Troa) > To = Laoca] 。 


注 (1) 推广 至 一 般 的 结论 是 
A 3 rp = 了 a [bc}... = 一 了 .ae 。 


上 式 的 前 提 中 只 有 两 个 等 号 ， 关键 是 7 和 7. .1.6 中 的 指标 5 都 在 方 括 号 内 . 
(2) 把 前 提 和 结论 中 的 方 插 号 改 为 圆 括 号 ， 则 推广 前 后 的 命题 仍 成 立 . 
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83.1 导数 算 符 


欧 氏 空间 有 熟知 的 导数 算 符 V , 它 作 用 于 函数 (标量 场 )f 得 矢量 场 Vf (梯度 )， 
作用 于 矢量 场 立 ( 再 求 缩 并 ) 得 标量 场 V.5( 散 度 ) 等 ， 由 于 存在 欧 氏 度 规 5,, ， 欧 氏 
空间 的 矢量 wv 与 对 偶 矢量 v= 6.ov? 自然 认同 ， 现 在 要 把 立 推 广 到 任意 流 形 ， 其 
上 可 以 没有 度 规 ， 所 以 要 分 清 矢量 和 对 偶 矢 量 .研究 发 现在 推广 时 六 更 像 对 偶 矢 
量 ， 故 应 记 作 又 . 其 实 Y 本 身 是 算 符 ， 既 非 矢 量 也 非 对 偶 矢 量 ， 所 谓 把 Y 看 作对 
偶 矢 量 是 指 它 作 用 于 函数 f 的 结果 Vsf 是 对 偶 矢量 . 推 而 广 之 ，V 作用 于 任 一 
(k, 7) 型 张 量 场 的 结果 是 (k, 1+1) 型 张 量 场 . 于 是 有 如 下 定义 : 

定义 1 以 到/(k,1) 代 表 流 形 M 上 全 体 C2 的 (0 型 张 量 场 的 集合 [函数 可 看 
作 (0, 0) 型 张 量 场 (标量 场 ), 故 到 (0,0)= 1.]. 映射 3: (Kk, 站 一 向 (k, +D 称 
为 M 上 的 (无 挠 ) 导 数 算 符 (derivative operator)， 0 若 它 满足 如 下 条 件 ; 

(a) 具有 线性 性 : 

ValeT™ dp a 


“Cl 


WE ee e Fi (k,D), Q, De 了 Ri; 
(b) 满足 莱 布 尼 次 (Leibnitz) 律 : 

V (TH Sa ) Thob 
a C1**C] el'*ey C 


dd,, di-…dy, b…b, 
a 


er' a C1…C7 


YI emtk,D), SE 


(c) 与 缩 并 可 交换 顺序 ; 

(d) v (f)=v'V,f, Vf ef, Vey,0); 

(e) 具有 无 挠 (torsion free) 性 : VV,f=VV,f, vfie%. 

注 1 

(1) 条 件 (c) 又 可 表 为 YeC=C。V ， 其 中 C 代表 缩 并 . 今后 将 常 写 
V (po )= 史 Von + ,Vv 


一 类 的 式 子 ， 这 就 要 用 到 条 件 (c)， 因 为 上 式 的 导出 过 程 为 


; e Hlk, 人") 9 


. “el 


中 8(kD) 可 放宽 为 全 体 C 类 (k,l) 型 张 量 场 的 集合 .就 是 说 ，V 可 作用 于 任 一 C' 类 张 量 场 . 
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Vs 0,)= VC(v 8.) = CV, Cso 
=C2(O Vm) + CV V0) ]=vV, @, + WV, vt , 
其 中 第 二 步 用 到 条 件 (c). z 
(2) 条 件 (d) 左 边 的 函数 v(f) 不 宜 记 作 v*(f) , 因 w(f) 易 被 误 以 为 拓 量 场 . 这 
是 应 写 而 不 写 抽象 指标 的 少数 例子 之 一 ， 对 条 件 (d) 可 用 欧 氏 空间 的 立 为 例 理 
解 . 设 w 为 欧 氏 空间 中 任 一 矢量 场 ， 其 在 笛 卡 儿 系 坐 标 基底 的 展开 式 为 
2 =v (38/8z)2 +v (0/0y)" +73(8/8z)2 ， 
则 它 对 函数 了 的 作用 可 表 为 
v(f)=v (0f/0x)+v (Of /0y) +03(0f/02)=0. =v Vf . 
可 见 条 件 (d) 是 这 一 性 质 对 任意 流 形 的 推广 . 
(3) 设 Va 是 任 一 导数 算 符 ， 则 由 条 件 (d) 易 证 (练习 ) 
Vf=(d)s, VfeRm, (3-1-1) 
其 中 (df), 是 函数 f 生 成 的 对 偶 矢量 场 df [ 见 式 (2-3-7)] 的 抽象 指标 表示 . 
(4) 由 $2.6 定义 1 可 知 条 件 (e) 实 质 上 是 下 式 的 抽象 指标 表述 : 
(VVf) (u,v)=(VVf) (v, wu)Vu, ve (1,0)， 亦 即 VVf 是 个 对 称 的 (0, 2) 型 张 量 . 
(5) 满足 条 件 (a)~(d) 而 不 满足 条 件 (e) 的 导数 算 符 叫 有 挠 导数 算 符 . 广义 相对 论 
中 只 用 无 挠 导数 算 符 .本 书 的 w 在 不 加 声明 时 一 律 代表 无 挠 导数 算 符 . 
[选读 3-1-1] 
本 选读 与 选读 2-2-1 精神 一 致 ， 为 行文 简练 ， 此 处 把 张 量 场 T4 各， 简 记 为 
定理 3-1-1 设 T,T) ei(k,[) 在 peM 的 某 邻 域 W 内 相等 ， 即 Ty = ， 
则 VT ,= VD 1,. 
证 明 类 似 于 定理 2-2-1 的 证 明 ， 留 给 读者 完成 . 品 
注 2 设 张 量 场 7 只 在 peM 的 邻 域 U (zzM) 上 有 定义 ， 即 Te 乱 (k,1)， 
Tg Ry(k,1)， 按照 定义 1,V 只 能 作用 于 M 上 的 张 量 场 ， 所 以 VT 无 意义 ， 然 而 
总 可 找到 了 Teh(k,l1) 及 p 的 邻 域 NcU 使 Ty =TIy， 因 而 可 把 WT 定义 为 
VoT . 虽然 对 同一 了 存在 无 数 满足 上 述 要 求 的 T ,但 定理 3-1-1 保证 WT 对 所 有 工 
一 样 . 可见 用 VaT 给 VaT 下 定义 合法 . 于 是 我 们 说 内 有 局 域 性 ， 它 对 张 量 场 了 的 
作用 结果 在 p 点 的 值 只 取决 于 T 了 在 p 点 的 一 个 邻 域 (多 么 “小 ”都 可 以 ) 上 的 表 
现 . 读者 早已 熟知 微 积分 学 中 对 函数 的 求 导 有 类 似 性 质 . 
[选读 3-1-1 完 ] 
任何 流 形 必定 存在 满足 定义 1 的 导数 算 符 [ 见 陈省身 ， 陈 维 桓 (1983) 第 四 章 定 
理 1.H]， 事 实 上 ， 导 数 算 符 不 但 存在 ， 而 且 很 多 . 下面 讨 论 多 到 什么 程度 . 由 式 
G-1-D) 可 知 任意 两 个 导数 算 符 w 和 Va 作用 于 同一 函数 的 结果 相同 ， 即 
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Vaf =Vaf =(df),, Vf em (3-1-2) 
可 见 Va 与 Va 的 不 同 只 能 体现 在 对 非 (0, 0) 型 张 量 场 的 作用 上 先 讨论 (0, 1) 型 张 量 
场 (对 偶 矢 量 场 ). 设 在 点 pe M 给 定 一 个 对 偶 矢 量 eV, ,考虑 M 上 的 任意 两 个 
对 偶 和 天 量 场 @,,@%; e (0,1) ,满足 @1,=@1p= jo(w, 和 称 为 久 在 M 上 的 两 
个 延 拓 )， 设 Va 为 导数 算 符 ， 则 Vso 1, 与 Vso 1 一般 并 不 相同 ， 这 类 似 于 以 下 
事实 : 两 个 一 元 函数 f(x) 和 f"(x) 在 xo 点 取 值 相 同 [ "(xo)= f(xo)] 并 不 保证 
(df1dx)1, =(df/ dx)l， .然而 下 面 要 证 明 ， 对 M 上 任意 两 个 导数 算 符 Vs 和 Va ， 
只 要 wj1,= ws1, 就 有 
[(V。 -Vol =[(V, Va),], , 
其 中 (V, 一 V,)w, 是 Vw 一 Vw 的 简写 . 
定理 3-1-2 设 peM，w%,, @)eF(0,1) 满 足 @1,= ws1,， 则 
[Va -Vol =[(V, — Vo)0,),. (3-1-3) 
证 明 ”只 须 证 明 
[Va(@s — 0@,)), =[Va (0 一 op)]，. (3-1-4) 
设 人 二 一 @%. 选 坐标 系 {x“} 使 其 坐标 域 售 p, 则 ws1,= ws1, 导致 人 2,(p)=0, 其 
中 3, 是 人 2; 的 坐标 分 量 ， 于 是 对 p 点 有 
[Va(@; -wp)] =[Va 2 ], ={Val 2, dx),]}l, 
= 2,(pVa(dx’),], +[(dx*), Vet2,], =[(dx*), Vd,], , 


同 理 有 [V,(@; -op)]， =[(dx*),Vsb2,], ， 由 式 (3-1-2) 知 [Vs 人 2,], =[Vsb2,], ， 得 
证 . 口 

虽然 导数 [Vws], 和 [V。os], 依赖 于 在 p 点 的 一 个 邻 域内 的 值 ， 然 而 定理 
3-1-2 表明 [(V。- V。)os], 只 依赖 于 @% 在 p 点 的 值 ， 这 说 明 (V。 --V,) 是 把 p 点 的 对 
偶 矢量 w, 1, 变 为 p 点 的 (0, 2) 型 张 量 [(V。 -Vo)ws]; 的 线性 映射 (给 定 p 点 的 任 一 对 
偶 矢 量 , 任 选 对 偶 矢量 场 % 使 它 在 p 点 的 值 @,1,= 4 ; 则 [(V。 -Vo)ws], 便 是 4， 
在 该 映射 下 的 像 ，)， 所 以 (V。 一 V,) 在 p 点 对 应 于 一 个 (1, 2) 型 张 量 C's， 满足 

[(V。 -Vs)op]=Ccooc (3-1-5) 

因为 p 点 可 任 选 , 所 以 M 上 两 个 导数 算 符 Vs 和 Vs 在 对 ww 的 作用 上 的 差别 体现 为 
M 上 的 一 个 (1, 2) 型 张 量 场 Cw,p， 即 

定理 3-1-3 Vm,=V@, -Cm., Vo,eF(0,1). (3-1-6) 
V 的 无 挠 性 导致 张 量 场 Co 的 如 下 对 称 性 : 
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定理 3-1-4 C° ,=C°,,. 

证 明令 w,=Vsf =Vsf [用 到 式 (3-1-2)]， 其 中 fe%% ， 则 式 (3-1-6) 给 出 
VoVpf =VoVsf -CspV。f .交换 指标 a ,b 得 VV。f =VVsf -C5poV。f .两 式 相 
减 ， 注 意 到 无 找 性 条 件 (e), 便 有 CopV.f=C' paVef . 令 T%=C-C'po， 则 
VfeWH 有 TwV.f=0 ， 于 是 To 在任 一 坐标 基底 的 分 量 7 
=7T°p(dx”).(0/0x*)(6/9x") =0 [其 中 第 二 步 是 因为 Tp(dx”)。= TVex” 
=0( 把 x 看 作 f)]， 因 而 7%w=0. 一 

定理 3-1-5 Vw =Vv +CY wv Ve%(l,0). (3-1-7) 

证 明 设 o@% 为 M 上 任 一 对 偶 矢量 场 ， 则 

Va (OV) = Op Va +U Va = Op Va +U (Va —C°, 0.) ， 
其 中 最 后 一 步 用 到 式 (3-1-6). 另 一 方面 ，V (os )=@pVav +V?Va@. 而 wpv? 为 
标量 场 ， 由 式 (3-1-2) 知 w (os ) = V (wpv”) ， 故 以 上 两 式 右 边 相 等 ， 因 而 得 

QViV” = Vv + CD w=@,Viv +C? VU" ， Vo, € Fi (0, 1 ， 
于 是 有 式 (3-1-7). 国 

用 类 似 方法 可 以 证 明 Vo 与 Va 作用 于 任 一 (k,) 型 张 量 场 T”“，..。 所 得 结果 
之 差 VAT% .op 一 VoT% .可 表 为 上 +1 项 , 每 项 都 含 Cp， 全 7 的 某 一 上 指 
标 缩 并 的 大 项 前 面 为 + 号 ， 与 了 的 某 一 下 指标 缩 并 的 ! 项 前 面 为 -号 ， 例 如 

Vl” VT CT .CT 


一 般 形式 见 下 面 的 定理 : 
定理 3-1-6 
WTA yo, Re 
VT eR (k,l). | (3-1-8) 
证 明 练习 . 口 


定理 3-1-6 表明 任意 两 个 导数 算 符 的 差别 仅 体现 在 一 个 张 量 场 Co 上 .反之 
也 不 难 验 证 ， 任 给 一 个 导数 算 符 V 和 一 个 下 标 对 称 的 光滑 张 量 场 C"。 ， 由 式 
(3-1-8) 定 义 的 Va 必 满 足 导数 算 符 的 全 部 条 件 ， 因 而 也 是 一 个 导数 算 符 ， 可见 流 形 
上 只 要 有 一 个 导数 算 符 就 会 有 许多 导数 算 符 ， 选 定 导数 算 符 双 后 的 流 形 M 可 记 
作 (M, Va), 它 比 M 本 身 有 更 多 结构 (Vo 提供 附加 结构 )， 例 如 可 谈 及 矢量 沿 曲线 
的 平移 ( 见 $3.2) 及 (M, Va) 的 曲率 ( 见 83.4). 

设 {x*} 是 M 的 一 个 坐标 系 ， 其 坐标 基底 和 对 偶 基 底 分 别 为 {(3/8ax^)} 和 
{(dx*)。}. 在 坐标 域 O 上 定义 映射 : 多 (kD 二 多 (Kk,1+DD) 如 下 [ 仅 以 Te 
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多 (1,1) 为 例 写 出 ]: 
027” := (dx*), (0/0x' ) (dx) BT’,, (3-1-9) 
其 中 7"。 是 了 在 该 坐标 系 的 分 量 ，% 是 对 坐标 x* 求 偏 导数 的 符号 10x 的 简 
与 . 不 难 验 证 % 满足 定义 1 的 5 个 条 件 ， 可 见 & 是 O 上 的 一 个 导数 算 符 .这 是 
一 个 从 定义 起 就 依赖 于 坐标 系 的 导数 算 符 , 而 且 只 在 该 坐标 系 的 坐标 域 上 有 定义 ， 
称 为 该 坐标 系 的 普通 导数 (ordinary derivative) 算 符 . 式 (3-1-9) 表 明 93,7*, 是 张 量 场 
3.7 .在 该 坐标 系 的 分 量 , 所 以 & 的 定义 亦 可 表 为 : 张 量 场 T%“*。..。 的 普通 导数 
0.7 ”oo 的 坐标 分 量 等 于 该 张 量 场 的 坐标 分 量 对 坐标 的 偏 导 数 9(T"*。..，) 
/0x”. 由 此 易 见 : 
(1) 任 一 坐标 系 的 & 作用 于 该 系 的 任 一 坐标 基 矢 和 任 一 对 偶 坐 标 基 矢 结果 为 
零 ， 即 
3,.(0/0x")=0, 8 (dz) =0. (3-1-10) 
(2) 8& 满足 比 定义 1 条 件 (e) 强 得 多 的 条 件 ， 即 
0.057….=050.7…. ， 或 人 .807 .=0， 
其 中 7 是 任意 型 张 量 场 . 
2 虽 可 看 作 ve 的 特例 ， 但 其 定义 依赖 于 坐标 系 .， 我 们 把 与 坐标 系 (或 其 他 人 
为 因素 ) 无 天 的 那些 Va 称 为 协 变 导数 (covariant derivative) 算 符 ，& 不 在 此 列 . 
定义 2 放 & 是 (M, ye) 上 任 给 的 坐标 系 的 普通 导数 算 符 , 则 体现 Va 与 & 的 
差别 的 张 量 场 C's [把 & 看 作 式 (3-1-6) 的 Va ] 称 为 w 在 该 坐标 系 的 克 氏 符 
(Christoffel symbobD) ， 记 作 六 
注 3 一 般 书 强调 元 氏 符 不 是 张 量 , 本 书 及 某 些 书 [如 Wald(1984)] 却 说 它 是 张 
量 . 这 没有 实质 性 矛盾 ， 只 是 元 氏 符 的 定义 有 微妙 的 不 同 . 不 用 抽象 指标 的 书 把 
殉 氏 符 定义 为 与 坐标 系 有 关 的 一 堆 数 ， 在 坐标 变换 下 不 服从 张 量变 换 律 ， 故 不 构 
成 张 量 . 我 们 一 开始 就 用 映射 语言 把 克 氏 符 7 和 js 定义 为 张 量 , 但 因 它 与 相应 ， 
而 2 依赖 于 坐标 系 ， 故 克 氏 符 是 依赖 于 坐标 系 的 张 量 (坐标 系 改变 时 张 量 本 身 要 
变 ). 设 Va 是 M 上 指定 的 导数 算 符 ，{x*} 和 {x“} 是 M 上 的 两 个 坐标 系 ， 坐 标 域 
之 交 为 U，Va 在 两 系 中 的 克 氏 符 分 别 为 和 js 和 和 .作为 张 量 , 它们 (在 UV 中 既 
可 用 {x } 系 也 可 用 {x} 系 求 分 量 , 设 7', 在 {x*} 和 {x“} 系 的 分 量 为 {Ty} 和 
{7%wv} (这 两 堆 数 当 然 满足 张 量变 换 律 )，7 5 在 {x*} 和 {x“} 系 的 分 量 为 {7 ,,} 
和 {7%v} (也 满足 张 量变 换 律 ), 但 {7 ,} 与 {7} 不 满足 张 量变 换 律 .而 一 般 
书 恰恰 是 把 {7% jy} 及 {Ty} 分 别 定 义 为 {x*} 系 及 {x} 系 的 克 氏 符 , 自然 不 构成 


.60 . 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


张 量 . 一 般 书 强调 “ 克 氏 符 不 是 张 量 ” 是 对 的 ， 本 书 则 应 强调 “ 克 氏 符 是 坐标 系 
依赖 的 张 量 ”. 读者 常 问 : 你 们 为 什么 非 把 克 氏 符 说 成 张 量 不 可 ?回答 是 ， 只 要 
采用 抽象 指标 并 按照 上 述 思路 讨论 (包括 使 用 “ 张 量 面面观 ”的 优雅 论辩 )， 自 然 
要 承认 反映 两 个 导数 算 符 V, 与 V, 之 差 的 Cs 是 张 量 . 在 M 指定 了 一 个 导数 算 符 
V。 的 前 提 下 ， 选 定 坐标 系 就 有 导数 算 符 8。， 把 3。 看 作 V。， 则 反映 V。 与 8. 之 差 
的 Cs (此 时 记 作 5 ) 当 然 是 张 量 .如 果 我 们 不 承认 “jj 是 张 量 ， 就 是 自打 嘴 
巴 . 然而 与 此 同时 应 该 强调 jj 是 坐标 系 依赖 的 张 量 ( 有 多 少 个 坐标 系 就 有 多 少 
个 不 同 的 8。, 因而 有 多 少 个 不 同 的 三 "ww .) 这 种 强调 的 实质 就 是 在 强调 一 般 书 所 
强调 的 “ 克 氏 符 不 是 张 量 ”. 两 种 强调 只 是 同一 问题 的 两 种 提 法 .重要 的 不 在 于 
提 法 而 在 于 充分 注意 问题 的 实质 ， 即 切记 两 组 分 量 {7”,,} 与 {7 0,y) 之 间 不 遵守 
张 量 变换 律 . z 

类 似 地 ， 设 广 是 矢量 场 ， 则 vw 也 是 坐标 系 依赖 的 张 量 场 . 把 和 & 迪 在 和 所 
在 坐标 系 展开 : 

dv? =(dx*), (0/0x’ ) vw”,, 
其 中 wv ,=0,v" =0v"/9x* (逗号 代表 求 偏 导数 )， 
一 般 书 强调 v" ,不 构成 张 量 ,我们 说 Qv 是 坐标 系 依赖 的 张 量 ， 也 是 同一 问题 的 
两 种 提 法 . 说 得 更 具体 些 , 设 2 和 免 分 别 是 坐标 系 {x*} 和 {x“} 的 普通 导数 算 符 ， 
则 一 般 有 vw 六 (所 以 说 多 是 坐标 系 依赖 的 张 量 ). 把 vw 和 纹 必 在 各 自 坐 
标 基底 展开 : | 
Ov =(dxt) 0/0x vs Ov =(dxt), (0/0x" ) v",,, 
其 中 vw ,y=0v"” /0x”*， 

则 ww 头角 这 导致 2* ,与 0* ,之 间 一 般 不 满足 张 量 分 量变 换 律 (也 可 直接 验证 , 见 
习题 2)， 所 以 一 般 书 说 v”, 不 是 张 量 .至 于 Ww*， 则 是 与 坐标 系 无 关 的 张 量 , 它 
在 坐标 系 中 的 分 量 通常 记 为 ww , 即 Vov?” =v",y(dx*)(8/9x*) .由 于 Ww 与 坐标 
系 无 关 ，v”,, 满足 张 量变 换 律 ， 故 一 般 书 说 它 是 张 量 ( 其 实 是 张 量 的 分 量 )， 并 称 
之 为 v" 的 协 变 导数 (其 实 是 协 变 导数 又 的 坐标 分 量 )， 类 伺 地 ，V,as 的 坐标 分 
量 @,,, 也 被 称 为 w, 的 协 变 导数 . 

定理 3-1-7 2 =v ,+T ov", Se (3-1-11) 
其 中 v" 及 为 任意 矢量 场 和 对 偶 矢量 场 在 任 一 坐标 基底 的 分 量 , T",。 是 该 系 的 
克 氏 符 ?在 该 基底 的 分 量 (一 般 书 的 说 法 是 “JT",。 是 该 系 的 克 氏 符 ”， 本 书后 
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面 为 简单 起 见 也 常用 这 一 说 法 . ). 


证 明 习题 . 口 
定理 3-1-8 定义 1 的 条 件 (c) 等 价 于 
V6°.=0, (3-1-12) 
其 中 56” 看 作 (1, 1) 型 张 量 场 ， 其 在 每 点 pe M 的 定义 为 6?v° = 内 ,vv “eV,. 
证 明 [ 选 读 ] 


(A) 设 V 满足 定义 1 的 条 件 (a)~(d), 欲 证 它 满足 式 (3-1-12). Vv ?*e .Hy(1,0) 有 
Vv =V,(6°v°)=Y,[C (5.v )]=C [VY, (6°.v")] 
=C(dV 6 +6 Vv)=v°V, 6 +6° VD =v°V,6° +V,v, 

其 中 C 代表 对 指标 c，d 的 缩 并 ,第 三 步 用 到 条 件 (c)， 最 末 一 步 用 到 5” Ts = 
T” ”YT,‘. 上 式 表 明 v WW6” =0 Vv eF8(1,0)， 所 以 W656?.=0. 

(B) 设 Va 满足 定义 1 的 条 件 (a), (b), (d) 和 式 (3-1-12), 欲 证 它 满足 条 件 (c). 为 
此 , 设 V 满足 条 件 (a)~(d). 因为 定理 3-1-2 的 证 明 不 用 条 件 (c), 故 式 (3-1-6) 成 立 . 定 
理 3-1-4 的 证 明 要 用 条 件 (c)， 不 能 直接 应 用 ,但 可 由 Va 和 Va 满足 的 条 件 证 明 它 
仍 成 立 ( 有 余力 的 读者 可 作为 一 个 有 挑战 性 的 练 习 )， 于 是 有 式 (3-1-8)， 由 此 出 发 ， 
利用 Ya 满足 条 件 (c) 便 可 证 明 Va 满足 条 件 (c). 口 

流 形 M 上 矢量 场 对 易 子 [u,v 的 定义 无 需 M 有 附加 结构 [ 式 (2-2-9)]， 但 该 式 
的 不 方便 之 处 在 于 它 不 能 脱离 被 作用 对 象 (标量 场 1). 现在 , 在 有 了 导数 算 符 的 概 
念 之 后 ， 就 可 借助 于 随便 一 个 导数 算 符 Ya 写 出 矢量 场 对 易 子 [u,vJ 的 显 表达 式 ， 
见 如 下 定理 : 

定理 3-1-9 [u,v] =w Vv -wv Vu’, (3-1-13) 
其 中 Vo 是 任 一 无 挠 导数 算 符 . 

证 上 明 VFes.8 有 

[u,v](f)=u (v0 (ff) -vu(f)=w Vv Vf) -vv Vu Vf) 
=W (Vv Vf tv ru VV, f -vi (Vu ) Vf -uv V, Vf 
=(Ww Vv —v Vu )V,f, 

其 中 第 二 步 用 到 导数 算 符 条 件 (d), 第 三 步 用 到 条 件 (b) 和 (c), 第 四 步 用 到 无 找 性 条 
件 (e)， 最后， 再 用 一 次 (d)， 即 [u,v](f)=[u,vJ Vs。f ， 便 得 式 (3-1-13). DO 
注 4 取 任 一 坐标 系 {x“} 的 普通 导数 算 符 0 作为 式 (3-1-13) 的 V ， 便 有 
[u,v) = (dx’), [u,vY =w Ov —v Ou’. 


此 即 第 2 章 习 题 10 的 待 证 命题 . 
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8$3.2 和 天 量 场 沿 曲线 的 导数 和 平移 
3.2.1 矢量 场 沿 曲线 的 平移 


在 流 形 M 上 选 定 一 个 导数 算 符 w 后 ， 就 有 矢量 沿 曲线 平移 的 概念 . 

定义 1 设 ” 是 沿 曲 线 CGO 的 矢量 场 . 2 称 为 沿 C 平移 的 [parallelly 
transported along C (D]， 知 T?V, v” =0 ， 其 中 7*=(0/07)* 是 曲线 的 切 矢 . 

正如 7T*“Wf =7T(f) 可 解释 为 函数 f 沿 7” [ 即 沿 C (0D)] 的 导数 那样 ，7T”V,v 可 
解释 为 矢量 场 w* 沿 7T" 的 导数 ( 详 见 3.2.3 小 节 ). 于 是 定义 1 也 可 解释 为 :v* 沿 C (2) 
平移 的 充 要 条 件 是 它 沿 7” 的 导数 为 零 

定理 3-2-1 设 曲 线 C (0 位 于 坐标 系 {x*} 的 坐标 域内 ， 曲 线 的 参数 式 为 
x “(1). 令 T ”=(90/1071)”， 则 沿 C (的 矢量 场 v* 满足 

TV, wv =(0/0x*) (dv /dt + TH T°). (3-2-1) 
证 明 以 & 代表 坐标 系 {x“} 的 普通 导数 算 符 ， 则 由 式 (3-1-7) 得 
TV,v"=T* (Ov + T°,.v°)=T?[(dx"), (0/0x*) Ov + T°, v°] 
=T*(0/Ox*)° (dv*/0x")+ T°, .Tv =(0/0x*)°[T* (Ov*/0x")+ T+ Tv°], 
(3-2-2) 
其 中 7" 是 曲线 切 和 撩 7” 的 坐标 分 量 ， 由 式 (2-2-7) 知 T* = dx*(D)/dt ， 故 
T* (0v*/0x’)=[dx" (1t)/dt][Ov*(t(x))/0x’]= dv" (1)/dt. 
代入 式 (3-2-2) 便 得 式 (3-2-1). 口 
[选读 3-2-1] 

有 一 个 问题 要 讲 清楚 . 按照 选读 3-1-1，VYp eC(t) ， 要 使 Viv”1, 有 意义 至 少 
要 ”在 pp 的 一 个 邻 域 U 上 有 定义 偏偏 U" 却 只 定义 在 曲线 C(D) 上 ， 而 p 的 任 一 
领域 都 包含 不 在 C (上 的 点 ， 于 是 式 (3-2-1) 中 的 Vpv 并 无 意义 ! 好 在 Vv 只 以 
T"Vpv” 的 形式 出 现在 式 (3-2-1) 中 ,而 7T*V,v 没有 这 个 问题 ， 关 键 在 于 Vv" 前 加 
上 7 表明 是 对 U 沿 曲 线 切 向 求 导 ， 因 而 只 涉及 在 曲线 上 的 值 ， 下 面具 体 阐 
明 . 把 式 (3-2-2) 在 点 peC(t) 取 值 得 

T”Vov" 1,=(0/0x*) 1, [T* (Ov (x)/0x’)+ TA, Tc]1 (3-2-3) 
方 括号 内 第 一 项 的 Gv“(X)/0x" 是 函数 U* 对 自 变 数 x" 求 导 . 求 导 时 x" 的 微小 改变 
Ax” 导致 以 x” 为 坐标 的 点 ( 称 为 求 导 动 点 ) 离 开 p 点 ， 因 Ax” (v=1,…,n) 可 任 取 ， 
动 点 的 活动 范围 是 p 点 的 一 个 邻 域 U, 其 中 必 有 不 在 C (1) 上 的 点 , 它们 的 v* 值 无 
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意义 ， 因 此 8 (xz)/ax' 本 质 上 就 是 个 无 意义 量 . 为 解决 问题 可 在 邻 域 [ 上 定义 夭 
量 场 5"( 称 为 v" 的 延 拓 )， 只 要 求 它 在 U 站 C(t) 上 等 于 只， 现在 把 TV 及 就 定 
义 为 T?VD*1,， 即 

T”Vv"l,=T"V,0°|,=(0/0x*) |, [T*(OD*(x)/0x")+ TT Vv],. (3-2-4) 
与 60v“(x)/0x 不同，054(x)/0x ”有 明确 意义 .然而 同一 v ”有 无 数 延 拓 V”， 如 果 
不 同 延 拓 的 TV,D”|, 不同, 则 用 式 (3-2-4) 定 义 T"Vs v1 将 毫 无 意义 . 事实 上 , 设 
DV” 和 DV" 是 两 个 不 同 延 拓 , 的 确 有 OD4(x)/Ox" 了 907(x)/0x” . 然而 配 上 7T" 就 不 再 
有 问题 ， 因 为 在 p 点 有 

7 077 (xz)/ax =[dx (1)/dr][Ov”(t(x))/0x" ]=d7 (1t)/dt 
=d7*(t)/dt =T"07*(x)/Ox” ， 

其 中 关键 一 步 (第 三 步 ) 是 因为 V4(1) [由 U 上 矢量 场 5” 与 曲线 C(1) 结合 而 得 的 一 
元 济 数 ] 等 于 vA(1)， 结论 ， Vov?1, 无 意义 ,但 7T"Viv*1, 有 意义 . [选读 3-2-1 完 ] 

定理 3-2-2 曲线 上 一 点 C (to) 及 该 点 的 一 个 矢量 决定 唯一 的 沿 曲 线 平移 的 和 
量 场 . 

证 明 若 存 在 把 整 条 曲线 含 于 其 坐标 域内 的 坐标 系 ， 则 由 式 (3-2-1) 可 知 平移 
定义 TV ve =0 等 价 于 

dv /dt+T”, Tv =0, KH=1,:…,n. (3-2-5) 


这 是 关于 nn 个 待 求 水 数 v“(7) 的 n 个 一 阶 常 微分 方程 (注意 ?js 及 7T 均 为 1 的 已 知 
盟 数 ) ， 而 给 定 C (10) 点 的 一 个 矢量 就 是 给 定 初始 条 件 v* (10) ， 故 有 了 唯一 解 v” (7). 
读者 可 用 “接力 法 ”把 上 述 证 明 推 广 至 曲线 不 能 被 一 个 坐标 域 履 盖 的 情况 . 口 

设 p,qeM ， 则 Vb, 和 Vy 是 两 个 矢量 空 间 ， 两 者 的 元 素 无 法 比较 . 但 若 有 一 
曲线 C (DD) 联接 p，q， 就 可 用 下 法 定义 一 个 由 Vi 到 Vi 的 映射 :Vv eV, ， 由 定理 
3-2-2 知 在 C (1) 上 有 唯一 的 平移 矢量 场 (其 在 p 点 的 值 为 *), 它 在 gq 点 的 值 就 定义 
为 vw 的 像 注意， 这 是 一 个 曲线 依赖 的 映射 ， 男 选 一 条 联接 p，g 的 曲线 ，v” 的 
像 可 能 不 同 ， 然 而， 无 论 如 何 ，Va 的 存在 毕竟 使 原来 毫 无 联系 的 WV 与 Va 发 生 了 
某 种 联系 (虽然 曲线 依赖 )， 因 此 也 把 Va 叫做 联络 (connection). . 

初学 者 经 常 提出 这 样 的 问题 为 什么 把 Yo 称 为 导数 算 符 ? 或 者 说 ， 为 什么 
说 这 个 V 是 3 维 欧 氏 空间 中 熟知 的 V 在 一 般 流 形 上 的 某 种 推广 ? 为 什么 把 
T"Vov* 解 释 为 vw* 沿 T” 的 导数 ? 为 什么 把 满足 ZT "wzv2 =0 的 vw 称 为 沿 曲线 平移 
的 矢量 场 ? 为 了 回答 这 些 问 题 ， 还 须 先 讲 3.2.2 小 节 . 
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3.2.2 与 度 规 相 适 配 的 导数 算 符 


从 本 昔 开 始 至 今 未 涉及 度 规 ,只 假定 M 上 选 了 一 个 联络 Va . 如 果 M 上 还 指定 
了 本 度 规 gw, 天 量 之 间 就 可 谈 及 内 积 . 为 使 平移 概念 与 欧 氏 空间 中 熟知 的 平移 一 致 ， 
应 补充 以 下 要 求 : 设 w,v 为 沿 C (0 平移 的 矢量 场 ， 则 zevs(= gopu?v*) 在 CD 上 
是 常数 (两 个 矢量 平移 时 “内 积 ” 不 变 )， 设 7? 为 曲线 C(D) 的 切 拓 ， 则 这 一 要 求 等 
价 于 

0=T°V, (gapuv )= gopu T° Vv? + gv T° Vu + u VIT°V gp =u T°V.g,,. 
上 式 对 所 有 曲线 以 及 沿 它 平移 的 任意 两 个 矢量 场 w , v* 成 立 的 充 要 条 件 为 
V.8 =0. (3-2-6) 

没有 上 度 规 时 ，V. 的 选择 非常 任意 .指定 度 规 后 ， 选 又 时 就 宜 满足 附加 要 求 
Vc8ab =0 .下 面 证 明 这 一 要 求 决定 了 唯一 的 Vi . 

定理 3-2-3 ” 流 形 M 上 选 定 度 规 场 gw 后 ， 存 在 唯一 的 哆 使 名 gw =0. 

证 上 明 设 Y 为 任 一 导数 算 符 ， 和 欲求 适当 的 Ciw 使 它 与 名 决定 的 驳 满足 
Vs8w =0. 由 式 (3-1-8) 有 

Vagbe = Vgbe 一 C° pgae -C “cgbd = Va gbe — Ceab — Cpac : 

故 由 V8x =0 得 


Coap 十 (人 5 全 V。8 pc ， (3-2-7) 
同 理 有 Copa 十 (人 = V, gac 9 (3 -2-8) 
Chea + Cury = Vobaps (3-2-9) 


式 (3-2-7) 加 式 (3-2-8) 减 式 (3-2-9) 并 利用 Gaip = Gapas 得 
2Coap 人 Va gbe 种 Vb gac EE Vg 9 

或 Cw = lg° (Vgpa + Vpgad — Vagap). (3-2-10) 
这 Cw 与 名 结合 而 得 的 Vo 便 是 方程 名 gx =0 的 解 ， 这 必定 是 唯一 解 ， 因 若 六 
也 满足 Vague =0 ， 把 Vs 作为 式 (3-2-10) 中 的 w 便 知 反映 Vi 与 Vi 差别 的 Ces 为 
零 

满足 V8sc =0 的 Va 称 为 与 go 适 配 (或 相 容 ) 的 导数 算 符 ， 今 后 如 无 声明 ,在 
有 8 时 谈 到 Vo 都 是 指 与 go 适 配 的 导数 算 符 ， 可 以 证 明 (练习 )，Vgsc =0 保 证 
V8“=0( 反 之 亦 然 )， 这 为 计算 带 来 很 大 方便 . 

例 1 欧 氏 空间 存在 无 数 满足 83.1 定义 1 的 导数 算 符 ， 但 与 欧 氏 度 规 2 相 适 
配 的 导数 算 符 只 有 一 个 ， 这 就 是 笛 卡 儿 坐 标 系 {x*} 的 普通 导数 算 符 0 (所 有 笛 卡 
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儿 系 的 和 都 相同 )， 因 为 由 6 的 定义 式 (2-5-11) 得 90.65。 = (dx”)c(dx )aldx )， 

3.6 =0. 对 3 维 欧 氏 空间 ， 笛 卡 儿 坐标 系 的 & 就 是 普通 矢量 场 论 中 熟知 的 V. 
设 双 与 8g。 相 适 配 ， 取 和 为 任 一 坐标 系 的 & ， 则 式 (3-2-10) 的 Ciwp 便 是 Va 在 

该 坐标 系 的 克 氏 符 ,, ， 由 该 式 不 难 推 得 和 在 该 系 的 分 量 T jy 的 如 下 表达 式 : 


1 
oo op ) 
f Hv 72 (gop Bp Blip) 9 (3-2-10 ) 


推导 如 下 : 把 和 看 作 式 (3-2-10) 中 的 ， 则 式 中 的 C's 就 是 Ts。， 故 


下 
Tp ”8 4 (0 gpa + Opgad — Oagab)， 


T° ,=T a (dx" )(O/0x*)"(O/Ox) 


1 ea a Vv C 
= (dx oO/ax) (aax ) g” (Oug8pd + Opgaqd — Oa8ab) 


1 1 
38 (Oug8w +Ov8yp -Op8 pv)= 38 (gp + gppv ~ Bpv,p) : 


[倒数 第 二 步 用 到 38.(3/ax") = 0 .] 利用 对 称 性 Ty, = 六" 不 难看 出 这 就 是 去 
(3-2-10). 此 式 与 式 (3-1-11) 结 合 可 方便 地 求 得 矢量 场 w* 和 对 偶 矢 量 场 wr 的 协 变 导 
数 Vav 和 Vw; 的 坐标 分 量 v",, 和 yy. 

注 1 六 ”， 既 依赖 于 M 上 选 定 的 多 又 依赖 于 坐标 系 ， 若 M 有 度 规 gw， 则 
不 加 声明 时 Vo 就 是 指 同 gaw 适 配 的 导数 算 符 , 而 “菜系 的 克 氏 符 ” 就 是 指 这 个 Va 
在 该 系 的 克 氏 符 ， 例 如 ， 谈 到 3 维 欧 氏 空 间 中 某 坐 标 系 的 克 氏 符 时 ， 指 的 就 是 同 
欧 氏 度 规 相 适 配 的 V ( 即 笛 卡 儿 系 的 & ) 在 该 系 的 克 氏 符 . 一 个 笛 卡 儿 系 的 & 在 任 
一 笛 卡 儿 系 的 克 氏 符 显 然 为 零 ， 作 为 习题 ,读者 试用 式 (3-2-10”) 求 出 % 在 球 坐 标 
系 的 全 部 非 零 六” w : 

设 了 是 3 维 欧 氏 空间 的 矢量 场 ， 则 工 .Y 是 梯度 Vf 在 7 方向 的 分 量 ,， 即 f 党 
直方 向 的 导数 ， 另 一 方面 ， 由 导数 算 符 条 件 (0 有 T“8。.fj =T(f) ， 而 右边 正 是 f 沿 
T“ 的 导数 .可 见 T"9,f = 了 . 引 .进一步 的 问题 是 : 7 “av 代表 什么 ? 答案 自然 
是 如 沿 T“" 的 导数 ， 详 见 3.2.3 小 节 . 


3.2.3 ”矢量 场 沿 曲线 的 导数 与 沿 曲线 的 平移 的 关系 


先 讨 论 最 简单 的 特例 ， 即 欧 氏 空间 ， 欧 氏 空间 有 一 类 特殊 坐标 系 ( 笛 卡 儿 系 )， 
用 它 可 定义 矢量 的 绝对 ( 非 曲线 依赖 ) 平 移 . 

定义 2 欧 氏 空间 中 p 点 的 矢量 总称 为 4 点 的 矢量 5 平移 至 p 点 的 结果 ， 厂 
两 者 在 同一 笛 卡 儿 系 的 分 量 相等 ( 注 , 对 某 一 笛 卡 儿 系 为 平移 则 对 任意 笛 卡 儿 系 也 
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为 平移 . ). 
定义 3 欧 氏 空间 中 曲线 C (上 的 矢量 场 沿 线 的 导数 d5/ di 定义 为 


a |. 二 mB -VI,) vpeClt), (3-2-11) 
dt Al 一 0 人 


其 中 2 是 把 51 (q 为 p 在 线 上 的 邻 点 平移 至 p 点 的 结果 ，At=t(g)--t(p) .现在 
证 明 dz/dt 在 抽象 指标 记号 中 就 是 7 3ov? [其 中 7T 是 C(D) 的 切 拓 ，% 是 笛 卡 儿 系 
的 普通 导数 算 符 . ]， 为 此 只 须 证 明 两 者 在 第 卡 儿 系 {x'} 的 分 量 相等 : 
7T"96v 的 第 i 分 量 =(dx'),T?9,v =T?9,[(dx'),v*]=T?9,vi =T(v')=dvi/dt; 
[其 中 第 四 步 用 到 导数 算 符 条 件 (d)， 第 五 步 用 到 切 矢 定义 式 (2-2-6)，] 另 一 方面 ， 
由 式 (3-2-11) 可 知 
| 的 第 ?分量 = lim 一 (D vi 由 = 加 元 人 -Vv | 
[第 二 步 用 到 定义 2， 第 三 步 无 非 是 函数 v(t) 的 导数 的 定义 . ] 对 比 两 式 可 见 
dD/dt =T?0,v". (3-2-12) 
推广 到 带 任 意 Vo 的 任意 流 形 M 的 任意 曲线 C(D， 便 自然 地 把 TVu“ 称 为 妈 沿 
T [或 沿 C(D)] 的 导数 .有 时 也 用 记号 Dv*/dt 代表 这 一 导数 ， 即 
Dv’/dt=T?V,v° (3-2-13) 
然而 定义 2 不 能 推广 到 带 有 任意 联络 V 的 任意 流 形 (M, Va). $3.4 将 介绍 流 形 的 
内 个 曲率 概念 (并 将 看 到 欧 氏 和 闵 氏 空间 的 内 豪 曲率 为 零 )，$3.5 还 将 指出 只 有 内 
夏 曲 率 为 零 的 空间 才 有 绝对 的 ( 即 与 曲线 无 关 的 ) 平 移 概念 . 不过， 鉴于 欧 氏 空间 
中 dy/dt=0 与 5 沿 CGO 平移 等 价 [ 见 式 G-2-1D)]， 可 以 自然 地 把 TVv2 = 0 作为 
(M, va) 中 曲线 C(D 上 的 矢量 场 22 的 平移 定义 , 这 就 解释 了 3.2.1 小 节 定义 1 的 提 
出 动机 (但 应 特别 注意 这 样 定义 的 平移 一 般 是 曲线 依赖 的 )， 在 这 种 讲法 中 ， 我 们 
是 先 定义 vw” 沿 曲 线 的 导数 7T”Vv 再 用 它 定义 w 沿 曲线 的 平移 (与 欧 氏 空间 的 顺 
序 相 反 )， 由 于 vw 沿 曲 线 的 导数 7T”V。v 毕竟 比较 抽象 ， 在 有 了 曲线 依赖 的 平移 概 
念 后 , 借用 平移 这 一 术语 反 过 来 对 7T"V,v" 作 一 解释 是 有 益 的 . 这 一 解释 的 实质 就 
是 式 (3-2-11) 所 表达 的 含义 ， 见 如 下 定理 . 
定理 3-2-4 设 v 是 (M, Vas) 的 曲线 C(2) 上 的 矢量 场 ，7? 是 CD 的 切 矢 ，P， 
4 是 C(D 上 的 邻 点 ( 见 图 3-1)， 则 


六 YAp= lim m (0 1, —v°1,)， (3-2-14) 


其 中 At=1(q)-t(p)，5?1, 是 vw* 1 沿 C() 平 移 至 p 点 的 结果 . 
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图 3-1 把 v1 沿 曲 线 平移 至 p 点 得 六 1,， 
便 可 与 vw* 1, 相 减 并 定义 vw 沿 曲 线 的 导数 


证 明 [ 选 读 ] 只 须 证 明 如 下 等 价 命题 : 
T2V u2 = ys wo)F ; (3-2-15) 
S$ 


3 一 ! 
其 中 T VD 和 凡 (9) 分 别 是 T "Vico 和 vw(C(s)) 的 简写 , Ws1 是 由 矢量 空 
间 yc 到 Vee) 的 平移 映射 ( 见 图 3-2). 不 难 证 明 (习题 ) yi : Vees) 疗 Vcw) 及 同 构 
映射 


CGs) CW 


图 3-2 映射 y,, 把 v"(s) 变 为 (1) 


设 太 是 由 V (s) 决定 的 沿 C(D) 平 移 的 矢量 场 ， 则 


V(t)= [Ys, wv()F ， (3-2-16) 
T?V,D° =0. (3-2-17) 
式 (3-2-16) 的 坐标 分 量 表述 为 
Dt(1)= (Ys (Cs) ， (3-2-15") 
其 中 (ws 入 是 矩阵 (W,,) 的 元 素 ， 式 (3-2-17) 的 坐标 分 量 表述 为 
dv” (1) 


一 oo =0:: 


上 式 又 可 借助 式 (3-2-15') 写 成 
d 4 oO i4 


把 上 式 用 于 1=s， 注 意 到 W, ,是 恒 等 映 射 ， 得 
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NE Th (3-2-18) 


f=s 


d 
df (wy i )”， 


另 一 方面 ， 由 定义 知 Wi ,是 Ws 1 的 逆 映 射 ， 即 (Ws 1)*,(Wi,s)?, =64，， 故 


d (Ys) d (Wis) 

0Sl 7 十 A 
| (Ws) l wy p Ts 

s=1 s=1 
d 人 d 
_ (wy ， (rs , (3-2-19) 
ds ds 
s=1 s=t 


现在 来 证 式 (3-2-15)， 此 式 右 边 的 第 LL 坐标 分 量 为 
人 相 -= 工 县 
下 (5)] je s,s) uu (5)] 


Ss=f S=f 


d 机 dv (s) 
= 一 v* (1t)+ pe dA 
ds (ya 4 $s=f \ ) Ws,n) 4 3 一 ! ds $=1 
d 2 . dv (s) 
= 一 一 DD (TO 
(Ws) ， 时 (1) 一 


THT D+ 


Ss=I 


dv”(s) 


=(7 4 T°v0")l,+ =(T Vi2) 1,, 


其 中 第 三 步 用 到 式 (3-2-19)， 第 四 步 用 到 XG. 2-18)， 上 式 右边 即 为 式 (3-2- 1) 在 罗 
的 第 坐标 分 量 ， 可 见 式 (3-2-14) 成 立 . 


$3.3 测 地 线 


定义 1 (M,Vs) 上 的 曲线 y0) 叫 测 地 线 (geodesic)， 若 其 切 和 撩 7 满足 
T*Vv, T° =0. 

注 1 人 @@ 可 见 测 地 线 的 充 要 条 件 是 其 切 矢 沿线 平移 . @T 思 加 7T” = 0 称 为 测 地 
线 方程 . @ 设 流 形 M 上 有 度 规 场 gw, 则 (M,gs) 的 测 地 线 是 指 (M, Va ) 的 测 地 线 ， 
其 中 VY 与 gwg 适 配 . 

设 测 地 线 y(D 位 于 某 坐 标 系 的 坐标 域内 ， 则 以 T* 代 替 式 (3-2-5) 的 v 便 得 


dT oo jT'T°” =0, KH=1,.…, n. 
dt 
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设 x =x (1) 是 测 地 线 y(7) 的 参数 式 ， 则 T*=dx*/dt ， 故 上 式 可 改写 为 
dx py dx dxc 
dz” 0 
这 就 是 测 地 线 方程 的 坐标 分 量 表达 式 . 
例 1 欧 ( 闵 ) 氏 度 规 在 笛 卡 儿 ( 洛 伦 兹 ) 系 的 克 氏 符 为 零 ， 测 地 线 方程 (3-3-1) 的 
通 解 为 x“(t)=a ?t+b* (其 中 a”，b* 是 常数 )， 如果 把 欧 ( 闵 ) 氏 空间 中 在 笛 卡 儿 ( 洛 
伦 兹 ) 系 的 参数 式 为 x“(1)=a“t+b* 的 曲线 称 为 直线 ( 段 ), 欧 ( 闵 ) 氏 空间 的 测 地 线 便 
同 义 于 直线 ( 段 )， 可 见 测 地 线 可 看 作 欧 氏 空间 直线 概念 向 广义 黎 曼 空间 的 推广 . 
例 2 设 S 是 3 维 欧 氏 空间 的 2 维 球面 ， 以 球 心 为 原点 建 球 坐标 系 ， 则 3 维 
欧 氏 线 元 为 ds =d 六 + 六 (dd6 +sin2gdp7) . 若 元 线段 身 在 S$ 上 , 则 r=RR ( 球 半径 ) 
导致 dr =0 ， 故 球面 上 的 “诱导 线 元 ”( 称 为 标准 球面 线 元 ) 为 d$* = R2(d0?+ 
sin”9dp”) ， 就 是 说 ，3 维 欧 氏 度 规 5 在 球面 S* 上 诱导 出 2 维度 规 ge， 其 在 坐 
标 基 底 { (8/00)*, (39/99)”} 的 分 量 为 geoo =R ，8gop = R'sin ”0 ，ggg = gpo =0. 从 式 
(3-3-1) 出 发 可 以 证 明 ， 以 这 个 度 规 衔 量 ， 球 面 上 的 曲线 为 测 地 线 当 且 仅 当 它 是 大 
圆 弧 (并 配 以 适当 的 参数 化 ). 
定理 3-3-1 设 7(bD 为 测 地 线 ， 则 其 重 参数 化 y( [=y(D ] 的 切 矢 T” 满足 


=0, HU=T1，…, 7 (3-3-1) 


Fy Ta 一 CT [a 为 y(1) 上 的 某 个 滑 数 ]. (3-3-2) 
aY /3Yar dr 
证 月 TT 二 | 一 -一 Oo et 6 | 
和 区 ] dt dt 
O79 Ie LT | Cr | er Ca Te+Te dr 7 
df d fd dr df] dir 
二 项 = ah < 人 ， TV TG 一- | 全 
右边 第 dt dr (全 上 di 2 故 b 3 dr? ~ 
2 
df df nt 
Us | Ds 得 证 . 口 
drt) dt 


定理 3-3-2 设 曲 线 y(1) 的 切 矢 满足 T"VT”=aT*[a 为 Kt) 上 的 函数 ], 则 
存在 1 =7(t) 使 得 y'(1)[=y0Q) ] 为 测 地 线 . 

证 明 习题 . 口 

定义 2 能 使 曲线 成 为 测 地 线 的 参数 叫 该 曲线 的 仿 射 参数 (affine parameter). 

注 2 有 时 也 把 满足 7”V,7T“ =a7* 的 曲线 叫 测 地 线 ， 不 过 ， 为 避免 混淆 ， 最 
好 称 之 为 “ 非 仿 射 参数 化 的 测 地 线 ”. : 

定理 3-3-3 车! 是 某 测 地 线 的 仿 射 参数 ， 则 该 线 的 任 一 参数 rt 是 仿 射 参数 的 
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充 要 条 件 为 r=at+b (其 中 a，2% 为 常数 且 az0). 

证 明 习题 . 口 

定理 3-3-4 流 形 M 的 一 点 p 及 p 点 的 一 个 矢量 ww 决定 唯一 的 测 地 线 y(7) ， 
满足 

(1) x(0)=p; 

(2) YQ) 在 p 点 的 切 矢 等 于 v”. 

证 明 任 取 一 坐标 系 {x“} 使 坐标 域 含 p， 则 测 地 线 定义 等 价 于 式 (3-3-1)， 把 
它 看 作 关于 n 个 待 求 函数 x*(7) 的 n 个 二 阶 常 微分 方程 , 则 给 定 peM 及 v eV, 就 
是 给 定 初始 条 件 x (0)=x 1, 及 (dx*/d1t)lb=v”， 故 有 了 唯一 解 . 口 


注 3 与 定理 2-2-8 类 似 , 定理 3-3-4 中 的 “唯一 ”也 应 理解 为 “局 部 唯一 ”. 

以 上 讨论 未 涉及 度 规 ， 从 现在 起 设 流 形 M 上 有 度 规 场 gu. 因为 切 和 撩 7 沿 测 
地 线 平移 ， 而 平移 矢量 的 自我 “内 积 ”gosT“T" 为 常数 ， 所 以 gapT 7T" 沿 测 地 线 
不 变 号 , 这 表明 在 go 为 洛 伦 效 的 情况 下 测 地 线 总 可 分 为 类 时 、 类 空 和 类 光 三 大 类 
(不 存在 “不 伦 不 类 ”的 测 地 线 ). 

定理 3-3-5” 测 地 线 的 线 长 参数 必 为 仿 射 参数 . 

证 明 “习题 . 提示 : 先 证 以 仿 射 参数 为 参数 的 测 地 线 切 矢 长 度 沿线 为 常数 . 口 

众所周知 ， 欧 氏 空间 中 两 点 之 间 直 线 ( 段 ) 最 短 .， 现在 讨论 这 一 结论 在 多 大 程 
度 上 适用 于 带 洛 伦 兹 度 规 的 流 形 (时 空 ). 

定理 3-3-6 设 gw 是 流 形 M 上 的 洛 伦 兹 度 规 场 ，p, 9e M ， 则 p，g 间 的 光 
滑 类 空 (类 时 ) 曲 线 为 测 地 线 当 且 仅 当 其 线 长 取 极 值 . 

注 4 也 本 定理 也 适用 于 ga 为 正定 度 规 的 情况 [这 时 曲线 的 定语 “类 空 (类 时 )” 
略 去 ]，@ 线 长 取 极 值 的 含义 如 下 : 设 C 是 p,q 间 的 类 空 (类 时 ) 曲 线 ， 则 可 对 它 
做 微小 修改 而 得 到 p，g 间 的 与 C “无限 邻近 ”的 许多 类 空 (类 时 ) 曲 线 . 定理 3-3-6 
断定 C 为 测 地 线 的 充 要 条 件 是 其 长 度 在 所 有 这 些 类 空 (类 时 ) 曲 线 的 长 度 中 取 极 
值 . 一 元 函数 f(x) 取 极 值 的 条 件 是 一 阶 导数 为 零 , 然而 定理 3-3-6 涉及 的 长 度 1( 看 
作 “ 因 变量 ”) 相 应 的 “ 自 变 量 ” 不 是 实数 而 是 曲线 ， 关 心 的 是 从 一 条 曲线 变 到 为 
一 曲线 时 ! 的 变化， 因此 ! 不 是 一 元 函数 而 是 泛 函 .根据 变 分 理论 ，! 取 极 值 的 充 
要 条 件 是 ! 的 变 分 81 为 零 . 

证 明 [ 选 读 ] 

我 们 借用 坐标 系 给 出 证 明 . 设 C(D) 是 曲线 ，X4(1) 是 其 在 某 坐 标 系 的 参数 表达 
式 ， 刀 =C() 9=C(2) ， 则 由 式 (2-5-6) 知 道 从 已 到 9 的 线 长 可 用 坐标 语言 表 为 


di di 1/2 
| | | di. (3-3-3) 


il dt dt 
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[ 软 认 C(D 为 类 空 曲 线 ， 若 C(D) 为 类 时 ， 则 上 式 括 号 内 应 添 一 负 号 ， 对 结果 并 无 影 
响 .] 设 C(D) 为 一 “无 限 邻 近 ” 类 空 曲 线 ， 其 参数 式 X(t1) 满足 x*(t1)=x*(t)， 
X (PP)=2 (ty)， 且 变 分 6x “(1) 三 XA(1) 一 x 人 (1) 为 “无 限 小 ”. 这 一 变 分 导致 gw 和 
切 矢 分 量 dx“/di 的 微小 改变 依次 为 


5 -= o o o .0g o 
B= gy (1)+ Ox (D)]— gvlx ee (1) 


di dr 


S dx 下 d(x” +SxX7) _dx” dx ) 
dt dt dt 


它们 又 通过 式 (3-3-3) 导 致 1 的 如 下 变 分 


t A dr” 二 A 
让 
由 于 线 长 与 曲线 的 参数 化 无 关 ， eg 定理 3-3-5 表明 , 无 
论 曲 线 原来 的 参数 ( 暂 记 作 t ) 如 何 ,总 可 选 新 参数 1=1(1) 使 曲线 上 每 点 的 切 矢 长 度 


1 
归 一 ， 即 gw 2 =1 (此 即 线 长 参数 )， 再 注意 到 gi 的 对 称 性 ， 上 式 便 简 化 为 
1 dx d 1 08 dx” dx” 
A 一 一 一 6x" ) 一 一 一 一 
5 | en OD | 


2 d dx” d dx” 1 08 dx dx 
= | 二 8Sx + 二 一 卢 (8x7) 一 dt 
-| 所 di 中 sw di 本 2 dx® 2 dt di 


pal dl dx*| 108 dx* dx 
| 中 sc di 及 dx” di er Ds 
其 中 最 末 一 步 用 到 6x 在 点 C(t1) 和 C(ty) 为 零 这 一 前 提 . 上 式 表明 61 对 任 选 的 6x” 


d dx | 108g,y dx dx 
0 二 三 | 丛生 一 
dr 和 di 2 3x° dr dt 


dx Ogpo de” der 1 D8 dz de 


Bo a Ud 2 dd dd 


以 g?” 缩 并 上 式 得 
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dX 1 dxp dxr 
本 8 por FB) di 


le dxp dxr 

a (gouv +t Byop Bpvo) ar 

Ej 迪 

dz” A dt dt 

上 式 正 是 测 地 线 定义 的 坐标 表达 式 [ 式 (3-3-2)]. 国 
作为 思考 题 ， 请 读者 考虑 如 果 不 取 Buv SS -1 将 导致 走样 的 结果 


一 元 函数 f(x) 的 极 值 既 可 为 极 小 [其 充分 条 件 为 f(x)=0，f"(x)>0]， 也 可 
为 极 大 [其 充分 条 件 为 "(x)=0 ，f"(x)<0]， 还 可 既 非 极 小 又 非 极 大 [其 必要 条 
件 为 "(x)=0,f"(x)=0]， 与 此 类 似 ， 线 长 的 极 值 也 有 上 述 三 种 可 能 ， 讨 论 如 下 . 

先 讨 论 gw 为 正定 度 规 的 情况 .给 定 p，g 之 间 的 任 一 曲线 ， 总 可 上 略 加 修改 而 
得 长 度 更 大 的 曲线 ， 故 p，g 间 的 曲线 长 度 无 极 大 可 言 . 设 C 是 p，9 间 长 度 极 小 
的 一 条 曲线 ， 由 定理 3-3-6 知 它 必 为 测 地 线 ， 然 而 p，4 间 的 测 地 线 却 未 必 长 度 极 
小 ， 因 为 极 值 可 以 既 非 极 小 又 非 极 大 . 例如， 图 3-3 是 一 球面 ，Xi 和 ys 是 由 南极 
s 到 北极 n 的 两 条 非常 邻近 的 测 地 线 , y 是 另 一 测 地 线 , 曲线 sand 虽 是 * 与 4 间 的 
测 地 线 , 其 长 度 却 并 非 极 小 , 因 其 非常 邻近 的 曲线 sbUy 比 它 还 短 . ” 测 地 线 sand 
的 长 度 之 所 以 不 是 极 小 ， 关键 在 于 线 上 有 北极 点 n， 它 与 南极 点 s“ 共 力 ”， 即 存 
在 从 s 到 的 与 测 地 线 力 “无 限 邻近 ”的 测 地 线 思 (“ 共 恩 点 对 ”的 准确 定义 见 选 
读 7-6-3). 可 以 证 明 , 测 地 线 长 度 取 极 小 值 的 充 要 条 件 是 线 上 不 存在 共 思 f 点 对 . 欧 
氏 空 间 当 然 没 有 共 思 点 对 ， 因 此 两 点 之 间 直 线 ( 段 ) 最 短 . 


n 


/ AN 
d 
A 


图 3-3 测 地 线 sand 的 长 度 不 取 极 小 值 
再 讨论 gz 为 洛 伦 效 度 规 的 情况 . 先 看 闵 氏 时 空 这 一 最 简单 特例 . 前 已 说 过 六 


中 曲线 sbUy 在 5b 点 不 可 微 , 严格 说 应 在 b 点 附近 对 它 “ 磨 光 ”, 麻 光 后 的 曲线 的 长 度 与 sbUy 的 长 度 “ 要 
多 接近 有 多 接近 ”. 
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氏 时 空中 直线 与 测 地 线 同 义 ， 设 p，g 间 有 类 时 测 地 线 y 相连 ， 它 是 否 为 p，4 间 
的 最 短线 ? 否 ， 由 于 类 光 曲 线 长 度 为 零 ， 任 一 类 时 曲线 C 都 不 是 最 短线 ， 因 为 总 
可 对 它 略 加 修改 而 成 为 足够 接近 类 光 的 类 时 曲线 C" , 其 长 度 小 于 C ( 见 图 3-4). 事 
实 上 ， 类 时 测 地 线 y 非但 不 是 最 短线 ， 而 且 是 p，9 间 的 最 长 线 ， 以 2 维 闵 氏 时 空 


为 例证 明 ( 容 易 推 广 至 任意 维 闵 氏 时 空 )， 由 于 y 的 参数 式 x*() 为 线性 函数 ， 可 通 
过 洛 伦 兹 坐标 的 平移 和 伪 转 动 [ 式 (2-5-19)、(2-5-20)] 选 择 洛 伦 兹 系 {z, 刀 } 使 其 2 
坐标 线 与 7 重合 . 设 C 是 p,，g 间 的 任 一 类 时 非 测 地 线 ， 用 许多 等 x* 线 把 y 分 成 
许多 元 段 ( 见 图 3-3)， 由 闵 氏 线 元 表达 式 


Pp 


图 3-4 ”给 定 p，9 间 的 类 时 线 C， 图 3-5 测 地 线 7 是 P，4 间 最 长 的 类 时 线 
总 可 找到 比 它 短 的 邻近 类 时 线 C' 


可 知 元 段 pa 和 pb 的 线 长 依次 为 
dl,a =Y-ds? =V-[-(dx°)? +0]=dx, 
dl,p =Y-{-(dx) +(dx)] <dx =d1,,, 

上 述 结果 也 适用 于 其 他 任 一 对 元 段 ， 可 见 1, > lc ， 即 闵 氏 时 空 的 类 时 测 地 线 是 最 
长 类 时 线 . 换 句 话说 ， 闵 氏 时 空中 两 点 之 间 ( 类 时 ) 直 线 ( 段 ) 最 长 .又 因为 最 长 线 必 
为 测 地 线 ， 所 以 对 闵 氏 时 空 而 言 ， 两 点 间 的 类 时 线 为 最 长 线 的 充 要 条 件 是 它 为 测 
地 线 . 再 讨论 一 般 时 空 . 设 C 是 p,q 间 长 度 极 大 的 类 时 线 ， 则 由 定理 3-3-6 可 知 
它 是 测 地 线 ， 然 而 反 过 来 却 未 必 ， 因 为 定理 3-3-6 只 保证 P，4 间 的 类 时 测 地 线 长 
取 极 值 , 不 你 证 它 是 极 大 (当然 , 由 于 类 光 曲 线 长 度 为 零 , 它 肯 定 也 不 是 极 小 . ). 可 


以 证 明 ， 任 意 时 空中 类 时 测 地 线 长 为 极 大 的 充 要 条 件 是 线 上 不 存在 共 斩 点 对 . 小 
结 : 对 任意 时 空中 有 类 时 联系 的 两 点 : (D 两 点 间 的 最 长 线 是 类 时 测 地 线 ; @ 两 点 
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间 的 类 时 测 地 线 未 必 是 最 长 线 (对 闵 氏 时 空 一 定 是 ); 鸟 两 点 间 没 有 最 短 类 时 线 . 
[选读 3-3-1] 

用 测 地 线 可 定义 两 个 有 用 概念 ， 即 广义 黎 曼 空间 (M, gg) 的 指数 映射 和 黎 受 法 
Oh e M 的 指数 映射 (exponential map) 是 从 WVW( 或 其 子 集 ) 到 流 形 M 的 映射 , 记 作 

exp, : V, (或 其 子 集 ) 一 MM ， 
定义 如 下 : Vv eV,，(p, v”) 决定 唯一 的 测 地 线 y(1) ， 选 为 仿 射 参数 1 的 零点 ， 
则 vw 在 exp, 映射 下 的 像 定义 为 测 地 线 上 1=1 的 点 , 即 exp, (v2 ) := XD). 设 0 是 VV 
的 零 元 . 因为 由 (p,0) 决定 的 唯一 测 地 线 是 把 民 ( 或 它 的 一 个 区 间 ) 的 所 有 点 映 到 上] 
点 的 映射 ， 故 exp, (0)=p .然而 ， 如 果 从 M 中 挖 去 点 Y(1) ， 即 以 M 一 {Y(1)} 为 背 
景 流 形 ( 见 图 3-6)， 则 vw 在 exp, 映射 下 无 像 . 因此 指数 映射 的 定义 域 可 能 只 是 VV 
的 一 个 子 集 V,, 即 exp, :V, 一 M .图 3-7 表 明 由 (p, v") 和 (p, v”) 决定 的 两 条 测 
地 线 yY(1) 和 Y(t) 交 于 gg 点 .适当 选择 V 和 2 的 长 度 可 使 9=7y(1) =Y'(1) ， 从 而 
q =exp, ( )= exp, (v" ), 


可 见 在 这 种 情况 下 exp, 不 是 一 一 映射 .图 3-6 中 由 于 挖 去 一 点 ， 对 gq 点 而 言 就 不 


硝 在 u eV 使 9=exp, (u ) ,可见 这 种 情况 下 exp, 不 是 到 上 映射 . 然而 可 以 证 明 ， 
只 要 把 exp, 的 定义 域 和 值 域 做 适当 限制 , 则 它 不 但 一 一 到 上 ,而 且 是 微分 同 胚 . 请 
看 如 下 定理 : 


定理 3-3-7 VpeM ， 总 可 在 其 切 空 间 Vo( 看 作 n 维 流 形 ) 内 找到 含 零 元 的 开 
子 集 V， ,在 流 形 M 中 找到 含 p 的 开 子 集 NN, 使 exp, : V, NN 是 微分 同 胚 映 射 ( 见 
图 3-8). 


q=7(1)=7"(1) 


7 (7) 


p= 7(0) 0" 
p 


图 3-6 控 去 点 7(1)， 图 3-7 pp 与 v 和 wv” 决定 的 两 条 测 地 线 交 于 g. 选 U* 和 
则 vw 在 exp, 下 无 像 v" 长 度 使 gq=X1)=yY"(1) , 便 可 知 exp, 不 是 一 一 映射 
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“Xpp 


图 3-8 exp, : V， 一 和 是 微分 同 胚 


证 明 可 参阅 Hawking and Ellis(1973)P.33~34. 国 

定义 3 peM 的 邻 域 入 称 为 p 点 的 法 邻 域 (normal neighborhood), 若 Vi 存在 
开 子 集 V, 使 exp, : V, 下 NN 是 微分 同 胚 

利用 上 述 微分 同 胚 指数 映射 exp，: V， 一 NN 可 在 NN 内 定义 坐标 : 任 选 友 的 一 
个 基底 {(e,)}, 把 qeNN 在 exp 下 的 逆 像 = exp, (9) eV, 在 此 基底 的 n 个 分 量 


定义 为 g 点 的 n 个 坐标 ， 这 样 定 义 的 坐标 系 称 为 p 点 的 黎 曼 法 坐标 (Riemannian 
normal coordinate) 系 ， 其 坐标 域 为 N. 

定理 3-3-8 设 (N,y) 是 p 点 的 黎 曼 法 坐标 系 , 则 NN 中 过 pp 的 每 一 测 地 线 XI) 
在 W 映射 下 的 像 y(X1)) 是 下 中 过 原点 的 直线 ( 见 图 3-9). 


RR” 


图 3-9 定理 3-3-8 示意 
证 明 不 失 一 般 性 ， 可 认为 p=7y(0). 记忆 =(3/80 9 ，qi=7Y(l)， 则 
qi =exp, (V1 ). 设 q 为 XI) 的 任 一 点 ，4=7Y(ts). 对 XI) 做 重 参数 化 ， 选 新 参数 
1'=Q 1t(Qa= 常数) 得 测 地 线 y'(1)=y(t) ， 适 当选 择 常数 w 可 使 7(D=9g ， 故 
4=expp ( ) ， 其 中 
"4 =(0/01)" |,=[(0/01)° dt/dt"], = wwe ， 
于 是 q 点 的 黎 要 法 坐标 值 
(GU U0, (3-3-4) 
(其 中 vv 是 vv 在 Vi 事先 选 定 的 基底 的 分 量 . )y'(1)=4 表明 g 点 的 新 参数 值 
t=1, 配 以 由 1'=Q 1 导致 的 如 = a 便 得 Q=1,， 故 式 (3-3-4) 成 为 x (9) = fv 
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也 可 表 为 XY(ty)=vI*tj， 因 gq 是 Xi) 的 任 一 点 ， 去 掉 下 标 4 便 得 克 ( 人 = ， 
注意 到 = 常数 ,可 知 以 x(t)=vIM1 为 参数 式 的 曲线 W(XD)) 是 "中 过 原点 的 


直线 . 口 
定理 3-3-9 (M,8,,) 的 联络 Va 在 p 点 的 黎 曼 法 坐标 系 的 克 氏 符 满足 
T° l=0. 
证 明 过 p 点 的 任 一 测 地 线 X1) 可 借 p 点 的 黎 曼 法 坐标 系 表 为 
dx un dx dx 


ey 
dr "5 df dt A 


因为 黎 曼 法 坐标 系 (N, yw) 把 Xt) 映射 为 R" 中 的 直线 ， 有 d2x41d2 =0 ， 所 以 
dx dx2 
人 一 ~] .... nn. 
vod dr 9 人 
过 疡 点 的 任 一 测 地 线 KI) 的 方程 都 可 表 为 上 式 ， 以 T 代表 测 地 线 在 p 点 的 切 舌 ， 
则 上 式 给 出 


Tol,T T° =0, KH=1 ,……, n. 
对 每 一 儿 值 而 言 ， 上 式 是 关于 n 个 变量 7" 的 二 次 多 项 式 ， 它 对 任意 T" 成 立 便 导 
致 全 部 系数 为 零 ， Bp Th, | v,O=1 ，"""»， 1, 因而 和， |,=0. Dj 


[选读 3-3-1 完 ] 


$3.4 ”和 歼 曼 曲率 张 量 


3.4.1 黎 曼 曲率 的 定义 和 性 质 

导数 算 符 w 的 无 挠 性 保证 (VV 一 VVa)f =0 ， 即 Vf 是 个 对 称 的 (0, 2) 
型 张 量 ， 把 算 符 (VV 一 VoVa) 称 为 导数 算 符 Va 的 对 易 子 (commutator)， 则 VY 的 
无 找 性 体现 为 其 对 易 子 对 函数 的 作用 结果 为 零 . 然而 无 挠 导数 算 符 的 对 易 子 对 
其 他 型 号 的 张 量 场 的 作用 结果 却 未 必 为 零 ， 黎 曼 曲 率 张 量 正 是 这 种 非 对 易 性 的 


表现 . 
定理 3-4-1 设 feF, weF8(0,1), 则 
(Va Vo — Vo Va) (f @.)= f (Va Vo — Vo Va) we (3-4-1) 
证 明 把 VVo(f@.) 和 VV (foe) 分 别 展 为 4 项 ， 两 者 相 减 ， 注 意 到 无 挠 性 
条 件 (e)， 便 得 式 (3-4-1). J 


定理 3-4-2 设 w,w@'eF(0,1) 且 wi1,=w,1,， 则 
[VV — VV) ol,=[(V, V, — VV,) we]l,. (3-4-2) 
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证 明 ”习题 . 提示 : 利用 定理 3-4-1. 口 

定理 3-4-2 表 明 (Va Vo -VoVa) 是 把 p 点 的 对 侦 矢量 w.1, 变 为 p 点 的 (0,3) 型 张 
量 [(V, VY 一 VV) Ql 的 线性 映射 ， 做 法 是 : 把 w. 14, 任意 延 拓 而 得 一 个 定义 于 p 
点 某 邻 域 的 对 侦 矢 量 场 w. ， 求 出 (Va Vo -VoW) wz. ， 再 取 其 在 p 点 的 值 便 得 映射 
的 像 。 定理 3-4-2 保证 这 个 像 与 延 拓 方式 无 关 . 于 是 (Va Vp 一 Vp Va) 对 应 于 p 点 的 
一 个 (1, 3) 型 张 量 ， 叫 黎 曼 曲率 张 量 (Riemann curvature tensor)， 记 作 R <， 又 因 p 
点 任意 ， 故 Rpc” 是 张 量 场 ， 于 是 有 : 

定义 1 导数 算 符 V, 的 歼 曼 曲率 张 量 场 Rj, 由 下 式 定义 

(VV-VV)w=R wy, vo eF(0, 1D. (3-4-3) 

黎 曼 张 量 场 反映 导数 算 符 的 非 对 易 性 ， 是 描述 (M, Va) 的 内 豪 性 质 的 张 量 
场 . 只 要 选 定 导数 算 符 就 可 谈 及 其 黎 曼 张 量 ， 当 然 ， 对 广义 黎 曼 空间 (M, gs) 也 
可 谈 及 和 歼 曼 张 量 , 亦 称 gu 的 黎 曼 张 量 , 是 指 与 ga 适 配 的 那个 导数 算 符 Va 的 黎 曼 
张 量 场 . 和 歼 曼 张 量 场 为 零 的 度 规 称 为 平 直 度 规 (flat metric)， 下 面 证 明 欧 氏 和 闵 氏 
度 规 都 是 平 直 度 规 . 

定理 3-4-3” 欧 氏 空 间 (RR', 2) 和 闵 氏 空间 (了 75) 的 黎 曼 曲率 张 量 场 为 零 . 

证 明 ” 欧 ( 闵 ) 氏 空间 任 一 笛 卡 儿 ( 洛 伦 兹 ) 系 的 普通 导数 算 符 % 是 与 56. 适 配 的 
那个 特定 的 导数 算 符 .而 

(0,0, —0p0a)%, =(dx*),(dx’ ), (dx ).(0,0,0, -O00,0s)=0, Vw,, 

故 & 的 Rope 为 零 口 

因此 欧 氏 空间 和 闵 氏 空间 都 称 为 平 直 空 间 (flat space). 事实 上 , 闵 氏 空间 在 许 
多 方面 类 似 于 欧 氏 空间 ， 故 又 称 伪 欧 (pseudo Euclidean) 空 间 . 

式 (3-4-3) 反 映 导 数 算 符 作 用 于 对 偶 矢 量 场 的 非 对 易 性 . 由 此 可 推 知 导 数 算 符 
作用 于 任意 型 张 量 场 7T% “xs .we 的 非 对 易 性 ， 即 推出 用 Rp 表述 (Va Vo 一 Vo Va) 
7 “yd 的 公式 ， 我 们 有 以 下 定理 : 

定理 3-4-4 (VV -VV)v =-Rv Vs9( 0). (3-4-4) 

证 明 Vow.s9(0D) ， 有 veoo es8 ， 故 由 无 挠 性 条 件 得 

0=(V — Vo Va) (V0 oO )=V CCVO + oO VV )— VY (VV w+OV ID 

= Va Vo oO +OV VV -VDVO -OOVVD  ， 
从 而 @O(VV -VVa) Vv =-V (VV VV) =-VR, oO = Rp ， 
于 是 得 式 (3-4-4). 口 
定理 3-4-5 VT e.F (k,l) 有 
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大 I 
CI PC ee Ci C1**E: "°C emc1**C 
(Va Vp Vp Va )7 di…d, > > Ri 了 died, 本 2 Rada 了 “ig 。 
到 a 


(3-4-5) 
证 明 ” 略 . 口 
定理 3-4-6 ” 黎 曼 曲率 张 量 有 以 下 性 质 : 
(1) We 二 一 Re 9 (3-4-0) 
(2) Re =0[ 循 环 (cyclic) 恒 等 式 ]; (3-4-7) 


(3) VisRbojs =0[ 比 安 基 恒等式 ， 比 安 基 (Bianchi) 发 表 于 1902 年 ] (3-4-8) 
行 M 上 有 度 规 场 Bab 日 Vi gbpe = 0 9 则 可 定义 Rpca 三 gae Rope 9 日 R pea 还 满足 


(4) Repca =—Rapae ; (3-4-9) 
(S) Rpea 一 民 5 二 (3-4-10) 
证 阴 


(1) 由 定义 显 见 . 
(2) 因 Riopcf os =VioVio 一 VipVo@ej =2V1sVp@wy ， 故 欲 证 式 (3-4-7) 只 须 证 


VioVsoJ=0， Vo.eF(0,)1). (3-4-11) 
由 式 (3-1-8)( 令 其 V。 =0, ) 得 
Va(Vo@)=0 (Ve) -TT Vim -TT Vy 
=0,(0,8. 一 太 0) -TT ,Va -TV 


=(0.0,@.—T° 0 人 


pe ae 


-oT , )-T Vit-T’ Vg, (3-4-12) 
故 


二 e e d _rda 
ViaVp@e] = Ora0p@el 一 7 [cae — Wedtal po [apV iadel [ac VoOa ， 


下 标 [apldlc] 中 的 1d1 表 明 d 不 参与 反 称 化 .注意 到 9,06,@。 =3950.o. 和 六 
= 了 了“.。， 由 定理 2-6-2(c) 可 知 上 式 右边 每 项 都 为 零 . 
(3) 欲 证 式 (3-4-8)， 只 须 证 wuVioRiso =0 VYw。eF8(0, 1), 而 
OovVa Rpca’ = Va (Rod oo) 一 Roce V ao。 


a e，> 
故 We VraRpcya = ViaVpV ea 一 VieVeVbOx 一 Ripcal Va 
一 VieVpVYecOx eT VipVaV ea Riyaal VsO。 (3-4-13) 


为 求 右边 前 二 项 之 和 ， 先 写 出 它们 去 掉 方 括号 的 表达 式 
Va Vv Ve Wa 一 Vv, V Vv Wg = (Ya Vv, 名 Vv Va ) Ve 1 = Re Ve Wa 十 Ripa’ Ve W,， 


第 3 章 黎 曼 (内 豪 ) 曲 率 张 量 .79 . 


其 中 第 二 步 用 到 式 (3-4-5)， 对 下 标 4a,，b,c 做 反 称 化 ， 注 意 到 式 (3-4-7)， 便 有 
ViaVpV ea — VipVaV ea = Rpal Vote Ripaal Va ， 
上 式 表 明 式 (3-4-13) 右 边 为 零 ， 于 是 wsVieRoclz =0. 
(4) 把 式 (3-4-5) 用 于 gs ， 由 V。8gez =0 得 
0=(V, Vy — Vo Va) goa = Rape’ Bed + Rapa’ Bce = Raped + Rapae ， 
故 式 (3-4-9) 成 立 . 

(5) 留 作 习题 . 口 

注 1 设 dimM =n, 则 Rc 的 分 量 R,yo? 共有 个. 但 由 于 满足 代数 等 式 (3-4-6)、 
(3-4-7)、(3-4-9) 和 (3-4-10)， 独 立 分 量 数 仅 为 [证 明 见 Bergmann(1976)P.172~174] 

N=n’(n’ -1)/12. 

选 定 度 规 后 ， 每 个 (0, 2) 型 张 量 7 对 应 于 一 个 (1 1 型 张 量 7”， = g“7., ， 即 和 天 
量 空间 上 的 一 个 线性 变换 ， 其 在 任意 基底 的 分 量 组 成 一 个 矩阵 ， 不 同 基 底 对 应 的 
矩阵 互 为 相似 和 矩阵， 故 有 相同 的 迹 ， 其 值 为 7” = 8“7.。 ， 称 为 张 量 三 的 迹 ， 也 
称 为 Ta 的 迹 ， 类似 地 ， 给 定 (0, 4) 型 张 量 Rpcs ， 原 则 上 可 通过 缩 并 得 到 以 下 六 个 

“ 迹 ”[ 每 个 “ 迹 ” 是 一 个 (0, 2) 型 张 量 ]，8? Rosa ，8 Roapod ，8 Roped ，8 Robcd ， 
8g”“ Ropcad 及 8”“ Ropca : 然而， 由 于 黎 曼 张 量 Rape” 降 指标 后 所 得 Rapou 的 性 质 [定理 
3-4-6 的 (1)、(4)、(5)] 及 g” 的 对 称 性 ， 由 定理 2-6-2 的 (d) 易 见 上 述 六 个 缩 并 中 的 
第 一 、 六 个 为 零 ; 第 二 、 五 个 相等 (理由 : 8 Rapca = 8" Rpage ， SR 实质 一 
样 ， 只 因 要 照顾 指标 平衡 而 不 写 g“Ropcy = g “Rapca .); 第 三 、 四 个 相等 并 等 于 第 
二 、 五 个 之 负 , 故 六 个 缩 并 中 只 有 一 个 独立 , 例如 可 取 g” Roy = Rape , 记 作 Rs ， 
称 为 里 奇 张 量 (Ricci tensor)， 应 该 强调 的 是 为 定义 里 奇 张 量 无 需 借用 度 规 ， 因 为 
Rs = Rape” 天 生 就 有 明确 意义 . Rac 还 可 借 度 规 求 迹 , 即 8“R.。 ， 记 作 R， 称 为 标量 
曲率 (scalar curvature)， 由 式 (3-4-10) 易 证 R= R . 此 外 还 应 掌握 Rss“ 的 无 迹 部 
分 ， 叫 外 尔 张 量 ， 定 义 如 下 : 

定义 2 对 维 数 n>3 的 广义 黎 曼 空间 ， 外 尔 张 量 (Weyl tensor)Capca 由 下 式 定 义 : 


Capcd:= Rpea - (gacRay — gprcRaya) + D0 Reateea , (3-4-14) 
定理 3-4-7 外 尔 张 量 有 以 下 性 质 : 
(1) Capcd =— Cpacd = 一 Cabdc = Cedab, Crapcld =0. (3-4-1») 
(2) Capca 的 各 种 迹 都 为 零 ， 例 如 8g Copca =0. 
证 明 练习 . 口 


注 2 式 (3-4-14) 说 明 Rapca 是 其 无 迹 部 分 Capcd 与 有 迹 部 分 
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2 2 
7 (8atcRay ~ gbtcRaja)— mma ste8ay 
之 和 . 
定义 3 上 厂 义 黎 曼 空 间 的 爱 因 斯 坦 张 量 Go 由 下 式 定义 
Gp := Rb -Rg (3-4-16) 
定理 3-4-8 VG,, =0( 其 中 VG,=g"V.G,,). (3-4-17) 


证 明 ”由 比 安 基 恒 等 式 (3-4-8) 及 (3-4-6) 有 0=V, Ry +V. Ry + VR . 指 
标 4a 同 e 缩 并 得 0=V Re + V, Re +VR = VeRice —VeRpa + VoRca: 以 8 
作用 得 
0= gr” VY, Ryea” 一 gr" V, Rpa + 8 eV 人 cz 
(3-4-18) 
=V,R2-VR+VR2=-2VR2-VR. 


a a 1 a a 1 = 
故 Y Co =V° Ra, -> 8abV "R= VR, -WR=0， 其 中 第 二 步 用 到 Ros = Re ,第 
三 步 用 到 式 (3-4-18). 口 


爱 因 斯 坦 张 量 Cw 及 其 满足 的 式 (3-4-17) 对 建立 广义 相对 论 的 爱 因 斯 坦 方程 有 
重要 作用 ， 详 见 87.7. 


3.4.2 ”由 度 规 计 算 黎 曼 曲 率 


设 M 上 给 定 度 规 gz， 由 V,8ss =0 便 决定 唯一 的 联络 V。 ， 因 而 有 和 歼 曼 张 量 
Rucd 常见 的 问题 是 已 知 ga 欲求 Rascs. 所 谓 计算 某 张 量 ， 就 是 求 出 它 在 某 基底 的 
分 量 ， 基 底 分 为 坐标 基底 和 非 坐标 基底 两 大 类 ， 本 小 节 只 讲 用 坐标 基底 求 曲率 的 
方法 ， 用 非 坐标 基底 的 方法 将 在 85.7 和 88.7 介绍 . 

任 选 坐标 系 后 ,， 度 规 分 量 8 ， 便 是 已 知 量 , 满足 Vg。 =0 的 联络 ,在 此 坐标 


系 下 的 体现 就 是 它 在 该 系 的 克 氏 符 
< 78 (gp TT 8vp,n my, vp) [此 即 式 (3-2-10”)]. (3-4-19) 


Tj 有 三 个 具体 指标 , 故 {T” jy} 伟 ww 个 数 . 对 称 性 T ,= 了 Ty 使 这 个 数 中 
只 有 n(n+])/12 个 独立 ( 当 n=4 时 有 40 个 数 独立 )， 计 算 的 第 一 步 就 是 从 已 知 的 
guw 求 出 全 部 非 零 的 ,,. 

由 黎 曼 张 量 定义 有 Roepe os =2VsVoj@ ， 其 中 VoVpw, 可 借 式 (3-4-12) 表 为 6 
项 (该 式 共 5 项 , 第 5 项 的 Vw 又 可 展 为 两 项 ， 即 9,wj -了 bgws. )， 对 每 项 的 指 
标 a, “2 反 称 化 ,注意 到 3lo3oos =0 ，T iw = 了 "jcapy =0 ， 便 得 
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d 
人 pc Wa = 2 (-T -1500。 A 三 c -T° pap +T° aT ‘pa,) 
= 2T aT peg, Vo EF(0,D). 
故 yn (3-4-20) 


其 坐标 分 量 为 


cla 


PpP_rp 1 1 / 
Bye 1 ee + 0 A A 5 (3-4-20") 
其 中 六 vv =87 ve/ .由 上 式 又 可 得 里 奇 张 量 的 坐标 分 量 表 达 式 

R， 让 下 pe eo oo i (3-4-21) 


[选读 3-4-1] 
若 度 规 gap 在 某 坐 标 系 的 分 量 gj 全 部 为 第 数 ， 则 其 区 氏 符 全 部 为 堆 


(Tj,=0)， 故 由 式 (3-4-20') 可 知 其 黎 曼 张 量 Rope =0 ， 因 而 (至 少 在 该 坐标 域内 ) 
是 平 直 度 规 ， 反 之， 著 已 知 8 的 R=0， 是 否 一 定 存 在 坐标 系 使 gj 的 坐标 分 
量 gv 全 部 为 常数 ? 答案 是 肯定 的 .请 看 如 下 定理 . 

定理 3-4-9 ” 度 规 场 gm 是 (局 域 ) 平 直 的 ( 即 其 R 4 =0) 当 且 仅 当 存在 坐标 系 使 


a 一 Re 


8ab 的 坐标 分 量 全 部 为 常数 . 
证 明 这 一 证 明 在 相当 铺垫 的 基础 上 方 可 给 出 ， 见 下 册 附 录 了 本 口 
[选读 3-4-1 完 ] 
[选读 3-4-2] 


式 (3-4-21) 中 含有 工 ",。， 其实 许多 计算 都 涉及 这 种 “ 缩 并 克 氏 符 ”. 例如 ， 受 
3 维 欧 氏 空 间 散 度 V-5 定 义 的 启发 ,我 们 定义 (M,V。) 的 矢量 场 U2 的 散 度 为 
Vav" (而 且 还 常 把 VT 称 为 张 量 场 T” 的 散 度 ). 因为 Vav =0ov" + 了 v9 ,计算 
散 度 时 也 要 涉及 “ 缩 并 克 氏 符 ” 太 ” ，， 下 面 推导 Tc 的 表达 式 ， 由 式 (3-4-19) 得 


i 1 1 
J 8 (Bey t+ 8 ,0 i -= (388 tg gata | = 了 8 80 9 
其 中 最 后 一 步 用 到 gl1=0. 改写 上 式 为 
1 ,08 
ee 3-4-22 
po =78 Fo ( ) 


另 一 方面 ， 由 8 组 成 的 矩阵 的 行列 式 g 可 借 第 14 行 展开 为 8= 8jaA“ (只 对 4 求 
和 ，A 是 gj 的 代数 余子 式 .)， 故 08/08,a=A* . 于 是 由 递 矩阵 元 的 表达 式 
8 =4%18 有 


08 jg (3-4-23) 
0g 
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因 gj 是 坐标 Xx 的 函数 ， 故 8 也 是 ， 且 


D8 _ D8 8 -ggM28m (3-4-24) 
Ox” 0g OX Ox® 
其 中 最 后 一 步 用 到 式 (3-4-23)， 式 (3-4-22) 和 (3-4-24) 结 合 给 出 


人 (3-4-25) 
′ 2g 8x5 iel Ox” | 


此 即 “ 缩 并 克 氏 符 ” 表 达 式 ， 散 度 VD (作为 标量 场 ) 可 借 任 意 基底 求 得 .借用 坐 
标 基底 ， 由 式 (3-4-25) 和 多 内 =06v”+ Tv 易 得 


SS i v°). (3-4-26) 


作为 应 用 例子 ,我 们 来 推导 3 维 欧 氏 空 间 中 矢量 场 上 的 散 度 V5 在 笛 卡 儿 系 和 球 
坐标 系 的 表达 式 . 先 把 上 式 政 写 为 


V:.D=V,v i v'). (3-4-27) 
Vg ax 
i 1 2 3 
(1) 对 笛 卡 儿 系 ，g =] 总- 到 =- 和 340， 此 即 熟 知 的 散 度 公式 。 
Ox Ox Ox” Ox 
(2) 对 球 坐 标 系 ，Vg =r?sin0 ， 
V.D= . 2 vir Sin O) 
sing Ax’ 
区 so 3 29:3 
3 (vr sin0) 9(v r sing) 9(v /SinO) (3-4-28) 
r’sing Or 00 09 


其 中 vw，v ,是 v* 在 坐标 基底 {(3/0r)*,(3/00)*, (6/9)"} 的 分 量 ， 然 而 一 般 电 
动力 学 书 所 给 的 公式 是 用 wr 在 正 交 归 一 基底 {(e,)" (eg), (en)?} 的 分 量 ( 记 作 
0 U4, v?)， 注 意 到 

(e,)* =(0/0r)®, (eg)*=r (0/00)", (ep) =(rsing) (0/99) ， 
有 Uv =v" Vv =r liv?, v3= (rsin0) 1v? ， 代 入 式 (3-4-27) 便 得 


_10vr) 1 acsing) 1 9v? 
r” Or enD 00 rsin0 Op 


与 电动 力学 书 的 公式 一 致 . [选读 3-4-2 完 ] 


Vi:D 


第 3 章 黎 曼 (内 豪 ) 曲 率 张 量 . 83 ， 


83.5 ”内 豪 曲 率 和 外 曲率 


根据 直觉 ,平面 是 平 直 的 ， 曲 面 是 弯曲 的 .说 得 准确 些 ,， 这 “平面 ”和 “ 曲 
面 ”都 是 指 镰 骨 在 3 维 欧 氏 空 间 中 的 2 维 面 (后 者 例如 球面 和 柱 面 )， 现 在 问 : 对 
给 定 的 n 维 流 形 ， 可 否 也 仿照 这 一 思路 谈 及 它 是 否 弯曲 ”只 要 它 能 被 镶 骨 进 n+1 
维 流 形 ， 就 可 这 样 讨论 ， 把 流 形 镶 进 高 一 维 流 形 所 定义 的 曲率 叫 “ 外 曲率 ”， 有 
准确 定义 ( 详 见 第 14 章 )，3 维 欧 氏 空间 中 的 球面 和 圆柱 面 由 这 一 定义 求 得 的 外 曲 
率 都 非 零 ， 同 直观 感觉 吻合 .然而 本 章 介绍 的 黎 曼 张 量 却 是 内 豪 曲率 ， 它 反映 流 
形 M 在 指定 联络 w 后 的 “内 豪 弯曲 性 ”， 无 须 镶 诸 进 高 一 维 的 流 形 去 判断 ， 与 
外 曲率 并 不 相同 [一 般 而 言 ，(M, gap) 中 凡是 只 由 gw (而 不 必 髓 入 高 一 维 流 形 ) 决 定 
的 性 质 都 称 为 (M, gap) 的 内 乾 (intrinsic) 性 质 . “内 豪 弯 曲 性 ”的 “弯曲 ”一 词 反映 
的 只 是 以 下 三 个 等 价 性 质 ， 具 有 这 些 性 质 的 广义 黎 曼 空间 叫 弯曲 空间 . 

(1) 导数 算 符 的 非 对 易 性 ， 即 (双双 -VV) @.=Ripc Wy， Vo@yeF(0,1, 
其 中 非 零 张 量 场 Rope 被 用 作 内 豪 ( 黎 曼 ) 曲 率 的 定义 ， 见 83.4. 

(2) 矢量 平移 的 曲线 依赖 性 

$3.2 讲 过 ，(M, Va) 中 两 点 p，g 的 切 空间 V, 和 了 之 间 存 在 一 个 曲线 依赖 的 
平移 映射 : 对 p, gq 之 间 的 一 段 曲线 , p 点 的 任 一 矢量 vw 决定 线 上 的 一 个 平移 矢量 
场 区 (满足 六 1,=v ), 它 在 4g 点 的 值 玉 就 定义 为 太 的 像 ， 或 说 码 是 六 沿线 
平移 至 q 的 结果 . 对 欧 氏 、 闵 氏 以 及 所 有 平 直 空间 ， 这 一 平移 与 曲线 无 关 ， 因 此 
在 谈 到 “把 p 点 的 矢量 平移 到 gq 点 ”时 不 必 说 明 沿 哪 条 曲线 ， 这 种 简单 性 称 为 平 
移 的 绝对 性 , 是 人 们 十 分 熟悉 的 (你 在 谈 及 把 欧 氏 空间 一 点 的 矢量 平移 到 男 一 点 时 
还 用 说 明 沿 哪 条 曲线 平移 吗 ?)， 然 而 弯曲 空间 就 不 如 此 简单 . 可 以 证 明 [ 见 
Wald(1984) P.37~38; Straumann(1984) 定 理 5.7. ]， 内 京 曲 率 Rasc 非 零 的 充 要 条 件 
是 存在 这 样 的 闭合 曲线 , 线 上 某 点 的 一 个 矢量 沿线 平移 一 周 后 不 复原 (所 得 矢量 与 
原 矢 量 不 等 )， 因 此 平移 同 曲线 有 关 ( 只 存在 曲线 依赖 的 平移 概念 )， 球 面 几何 为 这 
一 现象 提供 了 一 个 简单 而 形象 的 例子 : 

例 1 由 计算 知 3 维 欧 氏 空间 中 的 2 维 球面 ( 配 以 诱导 度 规 ) 的 Rac 非 零 (见习 
题 13)， 图 3-10 表明 球面 上 存在 这 样 的 闭合 曲线 abcd( 每 段 都 是 大 圆 绝 )， 矢 量 沿 
它 平移 一 周 后 不 复原 .以 图 中 a 点 的 矢量 vw 为 例 ， 它 是 测 地 线 ab 的 切 和 撩 ， 而 测 
地 线 的 切 矢 沿线 平移 , 故 v 平移 至 5 点 的 结果 是 图 中 的 w ,与 测 地 线 bc 的 切 矢 六 
正 交 .， 因 平移 保 正 交 性 ， 故 平移 至 c 点 的 结果 如 图 的 w . w 切 于 测 地 线 ac， 
故 平移 至 a 点 所 得 的 v” 也 应 切 于 ac， 于 是 vv . 

(3) 存在 初始 平行 后 来 不 平行 的 测 地 线 
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图 3-10 中 的 两 条 经 线 是 一 个 直观 例子 .准确 含义 见 $7.6. 

平 直 空间 的 曲率 张 量 场 Rae 为 零 ， 因 此 不 具有 以 上 三 个 性 质 中 的 任 一 个 ， 具 
体 地 说 ,与 平 直 度 规 适 配 的 导数 算 符 & ( 即 笛 卡 儿 或 洛 伦 兹 系 的 普通 导数 算 符 ) 不 
存在 非 对 易 性 ; 已 矢量 平移 同 曲 线 无 关 ， 因 此 可 谈 及 矢量 的 “绝对 平移 ”; @ 平 行 
直线 永 不 相交 . 

内 店 曲 率 与 外 曲率 是 不 同 概念 .例如 ，3 维 欧 氏 空间 中 的 2 维 圆 柱 面 的 外 曲 
率 非 零 而 内 豪 曲 率 为 零 ， 圆 柱 面 可 看 作 平 面 上 介 于 两 条 直线 Li 和 ,之 间 的 部 分 在 
两 直线 认同 ( 粘 合 ) 后 的 结果 ( 见 图 3-11)， 由 于 p 点 的 Rape 的 计算 只 涉及 p 点 的 一 
个 邻 域 , p 点 的 Rope 不 会 因 LL 和 上 的 认同 而 变 得 非 零 . 


认 同 


图 3-10 4a 点 的 矢量 vw 沿 球面 上 闭 曲 线 3-11 认同 2 和 产 得 柱 面 
apca 平移 一 周 后 得 wj 冯 v 


习 卉 
“1. 放弃 V 定义 中 的 无 挠 性 条 件 (e)， 
(1) 试 证 存在 张 量 7°, ( 叫 挠 率 张 量 ) 使 
VVof —V,V,f 人 vf = 和 和 . 

提示 : 令 Vv 为 无 乒 算 符 ， 模仿 定理 3-1-4 证 明 中 的 推导 . 

(2) 试 证 T° ,uv =u Vv -VD Vu -[u, vy Vx ,Vv eF(l, 0). 

了 人 2. 设 vw 为 矢量 场 ，v” 和 ww" 为 v" 在 坐标 系 {x*} 和 {x”} 的 分 量 ， 4 ,=0v /Ox ， 
4 ,=0v”/0x” , 试 证 A", 和 4"” 的 关系 一 般 而 言 不 满足 张 量 分 量变 换 律 . 提示 :利用 vw 与 内 


之 间 的 变换 规律 . 
“3. 试 证 定理 3-1-7. . 
4 用 TF 式 定义 :让 马 [ 才 ] -7 到 】， 
Ox Ox” Ox 


(a) 7 ,=77,, (提示 : 利用 VV 的 无 挠 性 和 坐标 基 矢 间 的 对 易 性 . ); 
(b) v",, =v", +7 oO ( 注 : 这 其 实 是 克 氏 符 的 等 价 定义 . ). 
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5. 判断 是 非 ; 
(1) V,(dx’),=0; 
(2) v”,, =(Vv" )(0/0x’) (dx’),; 
(3) v”, =(0,v" )(0/Ox*) (dx'), ; 
(4) vw”, =(0/0x*) Vv ; 
(5) vw, =(0/0x*) Vv". 
“6. 设 COD 是 {x*} 的 坐标 域内 的 曲线 ，x*(t) 是 CQD) 在 该 系 的 参数 表达 式 ，v" 是 C(D 上 的 矢 
量 场 , 令 Dv*/dt=(dx“),(9/01)* Vv” ， 试 证 
Dv’/dt=dv’/dt+7”,v dx (t)/dt. 
7. 求 出 3 维 欧 氏 空 间 中 球 坐 标 系 的 全 部 非 零 ,, . 
8. 设 了 是 形 的 一 个 区 间 ，C : 7 一 M 是 (M, VY) 中 的 曲线 , 试 证 Vs, te7T ,平移 映射 
ww :Veo 一 到 ( 见 图 3-2) 是 同 构 映 射 . 
“9. 试 证 定理 3-3-2、3-3-3 和 3-3-5. 

“10. (a) 写 出 球面 度 规 ds = R*(d0” +sin gdo ) (R 为 常数 ) 的 测 地 线 方程 ; (b) 验证 任 一 大 圆 
弧 ( 配 以 适当 参数 ) 满 足 测 地 线 方程 .提示 : 选 球面 坐标 系 {90,9} 使 所 给 大 圆 弧 为 赤道 的 一 部 分 ， 
并 以 9 为 仿 射 参数 . 

“11. 试 证 定理 3-4-2. 
*]2. 试 证 式 (3-4-10). 
“13. 求 出 球面 度 规 ( 见 题 10) 的 黎 曼 张 量 在 坐标 系 {90, 9} 的 全 部 分 量 . 
14. 求 度 规 ds” = 27(t,x)(-dt +dx ) 的 黎 曼 张 量 在 {t zj 系 的 全 部 分 量 (在 结果 中 以 22 和 
42" 分别 代 表 函 数 人 2 对 1 和 x 的 偏 导数 ). 
15. 求 度 规 ds =z “(-dr +dz )+z(dxz +dy”) 的 黎 曼 张 量 在 {1,x,y,z} 系 的 全 部 分 量 . 
16. 设 a(z)， PB(z), Y(z) 为 任意 函数 ，h=t+a(z)x+ Bl(z)y+Xz) ， 求 度 规 
ds =—df? + dx? +dy’ +h?dz? 
的 黎 坚 张 量 在 {i,x,y,z} 系 的 全 部 分 量 . 
17. 试 证 2 维 广义 黎 曼 空间 的 爱 因 斯 坦 张 量 为 零 . 提示 : 2 维 广义 黎 曼 空间 的 黎 曼 张 量 只 
有 一 个 独立 分 量 . 
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$4.1 流 形 间 的 映射 
设 M、N 为 流 形 ( 维 数 可 不 同 )，# : M -> N 为 光滑 映射 以 . 搞 和 . 分 别 代 
表 M 和 NN 上 光滑 函数 的 集合 ，%%(k,1) 和, 筷 (k, 了 ) 分 别 代表 M 和 上 光滑 (k,， 
型 张 量 场 的 集合 . 4 自然 诱导 出 一 系列 映射 如 下 . 
定义 1 拉 回 (pull bacl) 映 射 他 : 和 下 天 定义 为 
(他 有 := FU vfe, peM, 
即 从 六 = 4 ， 见 图 4-1， 


图 4-1 Vf 的 定义 


由 定义 1 不 难 证 明 : 
(1) 乡 :多 一 多 是 线性 映射 ， 即 
几 (Cf+D8)=w 力 (F)+B 从 (8) vi, g eR, a, PeR. 

(2) 办 (jg)= 力 (门人 力 (8)， Vv, ge. (4-1-1) 

定义 2 对 MM 中 任 一 点 Pp 可 定义 推 前 (push forward) 映 射 办 : Vo Vg 如 下 : 
VU"e V, , 定义 其 像 pv” e Vy p) 为 

($0)(f) :=v (Gf), vf < (4-1-2) 

还 应 证 明 (习题 ) 这 样 定义 的 $v” 满足 $2.2 定义 2 对 矢量 的 两 个 要 求 ， 从 而 确 
是 9(p) 点 的 矢量 . 许多 文献 也 把 9 称 为 9 的 切 上 映射 . 

定理 4-1-1 4#:V, 一 Wo) 是 线性 映射 即 

pau +Bv)=a pu" +Phv", vu, v eV,, 0Q, PeR. 
证 明 习题 . 口 
定理 4-1-2 设 C (0 是 M 中 的 曲线 ，7* 为 曲线 在 C(t0) 点 的 切 拓 , 则 bhT?* < 
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Viccey 是 曲线 J(C(D)) 在 YC(10)) 点 的 切 矢 (曲线 切 矢 的 像 是 曲线 像 的 切 矢 ) 
证 明 习题， 提示 : 利用 曲线 切 矢 定义 [ 式 (2-2-6)]. 品 
定义 3 拉 回 映射 可 按 如 下 方式 延 拓 至 六 : 和 (0, 0) 一 9(0,. 7) : 
VT eA(0, 1) ， 定 义 办 Te 多 (0,1) 为 
(办 7T)。 (Op (P01)™ (hv01)™, 
vpeM, Vi,…,U eV (4-1-3) 
定义 4 ”vpeM ， 推 前 映射 四 可 按 如 下 方式 延 拓 至 四 : 允 ( 0) 一 
多 (0)[ 即 办 是 把 p 点 的 kK，0) 型 张 量变 为 8(p) 点 的 同型 张 量 的 映射 ]: 


g(p) 


vT eH (k,0) ,其 像 h%T e 扼 (Kk,0) 由 下 式 定义 ; 


(TO 0) = TG 0 ), (从 oO ),， 
VOL .Co eV yp) ， 

其 中 (人 办 oO) 定义 为 ( 力 O)o := oo( 办 D) ”YI eV,. 

注 1 定义 2 无 非 是 定义 4 在 k=1 时 的 特例 .把 标量 场 称 为 (0, 0) 型 张 量 场 ， 
则 定义 1 无非 是 定义 3 在 1=0 时 的 特例 . 定义 3 表明 拉 回 映射 售 能 把 N 上 的 (0, 7 
型 张 量 场 变 为 M 上 的 同型 张 量 场 , 是 场 变 为 场 的 映射 ; 而 根据 定义 4, 推 前 映射 办 
只 把 M 中 一 点 p 的 (k, 0) 型 张 量变 为 其 像 点 $(p) 的 同型 张 量 .可 否 将 办 延 拓 为 把 
M 上 的 (k, 0) 型 张 量 场 变 为 N 上 的 同型 张 量 场 的 映射 ?在 一 般 情 况 下 不 能 . 以 矢量 
场 为 例 . 关键 在 于 ， 给 定 M 上 一 个 矢量 场 v 后 ， 要 定义 N 上 的 像 矢量 场 pv 就 要 
对 和 的 任 一 点 4 定义 一 个 矢量 , 而 这 势必 涉及 gq 点 的 逆 像 上 (q) [可 比照 定义 3 理 
解 . 根据 定义 3, 从 可 把 N 上 的 场 了 变 为 M 上 的 场 办 7 ,而 为 了 定义 JT 在 M 的 
任 一 点 p 的 值 ， 自 然 要 用 到 了 在 J(p) 点 的 值 . ]， 如 果 b 不 是 到 上 映射 , 则 7 (9) 
可 能 不 存在 , 从 而 无 法 用 f(gq) 点 的 v 作 为 式 (4-1-2) 右 边 的 v ; 如 果 $ 不 是 一 一 映 
射 , 则 逆 像 1(q) 可 能 多 于 一 点 , 从 而 无 从 确定 该 用 哪 一 逆 像 点 的 v 作 为 式 (4-1-2) 
右边 的 v. 这 上 暗示， 如 果 # 只 是 光滑 映射 则 tb 未必 能 把 场 推 前 为 场 ， 然而， 如 果 
bg : M 一 是 微分 同 胚 映 射 ， 则 上 述 困 难 不 复 存 在 ， 推 前 映射 办 可 看 作 把 M 上 
(k,0) 型 张 量 场 变 为 W 上 同型 张 量 场 的 映射 ， 即 办 : 和 %(k,0) 一 到 (kK, 0). 再 者 ， 
由 于 存在 而 且 光 滑 , 其 拉 回 映射 人 “把 .9r (0.0) 映 到 多 (0,0) , 这 可 看 作 #p 的 推 
前 映射 ph ， 于 是 又 可 进一步 推广 为 和 :和 到 (kK, 站 忆 扬 (Kk,1) .例如 ， 设 
Ts 有 4D， 则 (办 7)% < 多 人 D 定 义 为 


(办 7 oo :=T25 | pig) ($ 0), (从 ， VqeN, meV’, DEV ， 
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其 中 (Gv)? 应 理解 为 (Gv)?. 同 理 ， 拉 回 映射 也 可 推广 为 6 : (kK,7) 二 (kD. 
推广 后 的 8 入 仍 为 线性 映射 ,而且 互 逆 . 

设 少 :M 一 V 是 微分 同 有 厌 ，pe M ，{x*} 和 {y*} 分 别 是 M 和 N 的 局 部 坐标 
系 ， 坐 标 域 01 和 0, 满足 pe O01, 9$(p)e 0,. 于 是 pey [0,]. 4 为 微分 同 胚 保证 
M 和 NN 维 数 相等 , 故 {x*} 和 {y*} 的 4 都 是 从 1 到 nn， 微分 同 胚 本 是 点 的 变换 ,但 
也 可 等 价 地 看 作 坐 标 变换 ， 因 为 可 用 $f :M 一 N 在 J[0,] 上 定义 一 组 新 坐标 
(xz 如下: Vgqey [O05]，, 定义 x*(q) := y*(G(q)) .可 见 微分 同 胚 映射 pg 在 p 的 邻 
域 0, 几 fy”[0,] 上 自动 诱导 出 一 个 坐标 变换 x* 忆 x ， 由 定理 4-1-2 不 难 证 明 
vgeO 站 pg [0,] 有 

办 [(8/8xz…) |]= (0/0y”) oo), (4-1-4) 

由 此 又 可 证 明 z 
[dx ), l= (dy”), 00 (4-1-5) 
于 是 对 微分 同 胚 映射 人 :M 一 N 就 存在 两 种 观点 : 中 主动 观点 (active viewpoint)， 
它 如 实地 认为 8 是 点 的 变换 [把 p 变 为 8(p) ] 以 及 由 此 导致 的 张 量变 换 [ 把 p 点 的 张 
量 T 变 为 8(p) 点 的 张 量 bT ]; @) 被 动 观点 (passive viewpoint)， 它 认为 点 p 及 其 上 
的 所 有 张 量 T 都 没 变 , $ :M > NN 的 后 果 是 坐标 系 有 了 变换 (从 {x*} 变 为 {x*}). 这 
两 种 观点 虽然 似乎 相去 其 远 , 但 在 实用 上 是 等 价 的 .下面 的 定理 可 以 看 作 等 价 性 
的 某 种 表现 . 

定理 4-1-3 ($bT) 全 bop=T .| vT eR(k,l), (4-1-6) 


式 中 左边 是 新 点 9(p) 的 新 张 量 办 7 在 老 坐 标 系 {y“} 的 分 量 , 右边 是 老 点 的 老 张 
量 了 在 新 坐标 系 {x”] 的 分 量 . 

证 明 习题 . 口 

注 2 式 (4-1-6) 是 实数 等 式 ， 左 边 是 由 主动 观点 (认为 点 和 张 量变 了 而 坐标 系 
设 变 ) 所 得 的 数 , 右 边 是 由 被 动 观点 (认为 点 和 张 量 没 变 但 坐标 系 变 了 ) 所 得 的 数 . 两 
边 相 等 就 表明 两 种 观点 在 实用 上 等 价 . 

例 1 设 定理 4-1-3 中 的 T% .是 矢量 vw*, 令 w=Gv” eVi,)， 则 由 式 
(4-1-6) 不 难 证 明 

u” =vV" (Ox't /Ox') | (4-1-7) 

[选读 4-1-1] 

现在 进一步 说 明 主 、 被 动 观点 的 等 价 性 . 设 7z 是 流 形 M 上 的 张 量 场 ， 则 它 
在 坐标 系 {x”} 的 分 量 Ty(x”) 是 坐标 x 的 一 组 函数 . 设 有 坐标 变换 
{x } 玉 {x }，, 则 Tp 在 {x”} 系 的 分 量 Ti,(x”) 是 坐标 x? 的 一 组 函数 ， 两 组 函数 
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一 般 不 同 ( 指 函 数 关系 T,, 和 Ti 不同， 至 于 自 变量 用 什么 符号 则 无 所 谓 ，)、 要 从 
防 数 组 7 出 发 获得 另 一 函数 组 Ti,, 只 须 进 行 坐标 变换 而 不 必 对 流 形 的 点 及 张 量 
做 变换 ， 即 无 须 借 助 于 流 形 闻 的 映射 以 及 它 诱导 的 对 张 量 的 映射 ， 这 可 称 为 获得 
新 函数 组 Tv 的 “被 动 途径 ”.， 然 而， 采取 如 下 的 “主动 途径 ”也 可 收 到 相同 效 
果 . 设 N 是 另 一 流 形 且 存在 微分 同 胚 映射 9 : M 一 N ， 则 T ,=AhT, 是 N 上 的 张 
量 场 , 且 To 在 N 上 上 坐标 系 {y”} 的 分 量 T,(y”) 也 是 一 组 函数 ,其 函数 关系 工 ,, 一 
般 也 与 Ti 不同. 这 途径 涉及 点 的 变换 (J :MN ) 及 张 量 场 的 变换 
(办 :75 F>75) 而 不 涉及 坐标 变换 ， 这 正 是 主动 观点 的 特征 . 为 保证 殊途同归 ， 即 
由 主 、 被 动 途径 得 到 的 新 函数 组 全,, 和 Ti, 相同， 只 须 令 主动 途径 中 的 微分 同 县 
9 :M 一 N 在 M 上 诱导 的 坐标 变换 恰 为 被 动 途径 中 的 坐标 变换 {x”} 一 {x }. 事 
实 上 , 设 peM, g=J(p)eN， 则 
Ty(y° (9)=T l= (6T) b= Ty,=T, (x (p) =T,(y" (gq) , 

其 中 第 三 、 五 步 分 别 用 到 定理 4-1-3 和 “YG:M 政 N 诱导 的 坐标 变换 恰 为 
{x”} 二 {x} ”的 要 求 . 上 式 表明 T,(y”)=Ti,(y”)，, 即 通 数 关系 TZ, 和 7T', 相同 . 

以 上 只 是 说 明 主 、 被 动 观点 在 实用 中 的 等 价 性 的 一 例 ， 其 中 关键 一 步 用 到 定 


理 4-1-3. 这 再 次 表明 此 定理 是 这 一 等 价 性 的 某 种 体现 . [选读 4-1-1 完 ] 
[选读 4-1-2] 
本 选读 补充 几 个 有 用 的 定理 . 
定理 4-1-4 设 乡 :M 一 NN 为 光滑 映射 则 VT e 和 %(0,1) ，7T ee 多 (0 四 有 
$ (TT)=¢ (7T)G "(7T"). (4-1-8) 
证 明 请 读者 补 上 抽象 指标 后 给 出 证 明 . 口 
定理 4-1-5 设 J:M 一 NN 为 光滑 映射 ， 则 VT e%,(k,0), T'e% (k',0) 有 
f(TT') = 办 (7) 办 (7 ). (4-1-9) 
证 明 请 读者 补 上 抽象 指标 后 给 出 证 明 . 口 
定理 4-1-6 设 J:M 一 NN 是 微分 同 肘 ， 则 VT e.%(k,1) ，T'e Fy(k',1') 有 
办 (7 ) = 办 (7) 办 (7 。 (4-1-10) 


注 3 (上 式 是 N 上 的 张 量 场 等 式 ， 而 式 (4-1-9) 只 是 点 风 p)EN 的 张 量 等 
式 ， 上 式 的 办 换 为 办 也 成 立 ， 但 式 中 的 了 和 7T" 应 看 成 W 上 的 张 量 场 ， 新 公式 
应 看 作 M 上 的 张 量 场 等 式 . 

证 明 ”练习 . 口 

定理 4-1-7 设 力 : M 一 N 是 微分 同 肛 ， 则 和 办 ( 及 内) 与 缩 并 可 交换 顺序 . 

证 明 ”和 欲 证 (CT)=C($T) ， 先 以 M 上 张 量 场 T2 为 例 ， 这 时 
办 (CT) =C( 囚 7) 是 W 上 的 标量 场 等 式 ， 只 须 证 明 它 对 任 一 PEHM 的 像 点 办 PJ)EN 
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成 立 . 设 {(eu)?} 和 {(e%)。} 是 书 的 一 个 基底 及 对 偶 基 底 , 则 T2 =T4 (ey)*(e"),. 由 
式 (4-1-10) 得 
pT™, = (从 7T4 Gey) Ip.(e’),] ， 
故 CGT)= (GT )[G,(e,) IG,(e’),]. 
取 (eu)" 和 (e/)s 分 别 为 式 (4-1-4) 的 (B/3x%)* 和 式 (4-1-5) 的 (dr%)。， 则 


[fCe,)° J[G.(e”),]=(0/0y*)" dx”), = 57 
(其 实 可 证 明 对 pp 点 的 任 一 {(ey)*} 和 {(e*)。} 都 有 [br(e,)*][b(e')]=5"”,.) 因而 
CGT)=(6T™,) 6 = 办 (IT4 .570) = 办 (IT ) =6(CT). 


请 读者 把 这 一 证 明 推 广 到 M 上 任意 型 号 的 张 量 场 . 口 
[选读 4-1-2 完 ] 


$4.2 李 导 数 


$2.2 末 讲 过 ，M 上 的 一 个 光滑 矢量 场 w 给 出 一 个 单 参 微 分 同 胚 群 和. 设 
7 .是 M 上 的 光滑 张 量 场 ， 则 多 7 .也 是 同型 光滑 张 量 场 ， 其 中 少 是 单 参 微 分 
同 胚 群 人 的 一 个 群 元 ， 这 两 个 张 量 场 在 点 pe M 的 值 之 差 几 7 -7 是 忆 
点 的 张 量 ， 它 与 上 之 商 (从 7 -7 在 t 趋 于 零 时 的 极限 可 看 作 张 量 场 
T…. 在 p 点 的 某 种 导数 ， 于 是 有 以 下 定义 : 


Se sg ND! 
正义 1 la “Bah 人 mm 因 1 -7 se) (4-2-1) 


称 为 张 量 场 T% “;.. 沿 矢量 场 w* 的 李 导 数 (Lie derivative)( %% 中 的 不 写 为 2 ， 
以 免 误 解 . ). 

注 1 因 $ 为 线性 映射 , 故 李 导 数 是 由 ' 钢 (k,D) 到 多 (7D) 的 线性 映射 . 由 式 
(4-2-1) 及 定理 4-1-7 还 知 多 同 缩 并 可 交换 顺序 . 

定理 4-2-1 多 f=v(f), . vfe?. (4-2-2) 


证 明 VpeM , 设 C(G0 是 轿 过 己 点 的 轨道 , p=C(0), 则 @(p)= C0) 且 v* 1 
= (0/00) 是 CQOD 在 p 点 的 切 矢 ( 图 4-2)， 故 


中 车 不 完备 ， 则 只 能 给 出 单 参 微分 同 胚 局 部 群 。 本 节 只 涉及 局 部 性 质 ， 无 须 明确 区 分 局 部 和 整体 . 
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Hf l=lim7 (hf f= dim-[f (hp) —f(p) 


. 1 
-limzLA(CCO)- f(C(ON= SF oOo= vf) 口 


bp)= C0 


p=C(0) 
图 4-2 定理 4-2-1 证 明 用 图 
下 面 以 n = 2 为 例 介 绍 一 种 对 计算 李 导 数 很 有 用 的 坐标 系 ， 设 {x ,x } 为 坐标 
系 ， 则 xx! 坐标 线 和 x 坐标 线 组 成 坐标 “网 格 ”， 和 欲 知 坐标 域 中 某 点 的 坐标 ， 只 须 
看 它 位 于 网 格 的 哪 两 条 坐标 线 的 交点 . 求 李 导 数 时 总 要 给 定 矢量 场 v* ,可 以 选 定 
它 的 积分 曲线 为 x 坐标 线 (1 充当 x), 再 相当 任意 地 选 定 另 一 组 与 这 组 曲线 横 截 ( 即 
交点 上 两 线 切 矢 不 平行 ) 的 曲线 作为 x 坐标 线 ， 这 样 得 到 的 坐标 系 称 为 矢量 场 v” 
的 适 配 坐标 系 (adapted coordinate system)， 换 句 话 说 ,矢量 场 w* 就 是 其 适 配 坐标 
系 的 第 一 坐标 基 矢 场 ， 即 v* = (8/8x )*. 以 上 讨论 可 推广 至 任意 维 流 形 . 
定理 4-2-2 张 量 场 T"”%.. 沿 v" 的 李 导 数 在 vw 的 适 配 坐标 系 的 分 量 
aTA A 
(ST (4-2-3) 
Ox 
注 2 上 式 左边 在 坐标 变换 时 满足 张 量 变换 律 而 右边 则 否 ， 故 不 能 改写 为 张 
量 等 式 . 
证 明 仅 以 n=2,k=1= 1 为 例 (容易 推广 至 一 般 情况 ). 因 人 内 = (办 ), = i， 
式 (4-2-1) 在 任 一 坐标 系 (现在 取 适 配 坐标 系 ) 的 分 量 式 为 
(HT), ,= lim-[(#-a7), bp-T* 1] VpeM. (4-2-4) 


令 g=f(p) ， 因 式 (4-2-4) 内 涉及 p 点 附近 的 情况 ， 总 可 认为 p,q 点 都 在 同一 适 配 
坐标 域内 .对 乡 , 而 言 ，4d 为 老 点 ，P 为 新 点 ， 故 由 式 (4-1-6) 得 


| 0 (4-2-5) 
q | axr2axr “| 


=T’* 
p V 


(办 TD) ， 


式 中 x” 为 适 配 ( 老 ) 坐 标 ，x 是 由 从 ,诱导 的 新 坐标 . 上 式 右 边 涉及 新 老 坐 标 间 的 
偏 导数 在 4 点 的 值 ,要 计算 就 须 找 出 4 点 的 一 个 小 邻 域 N 内 的 坐标 变换 . V49 EeN ， 


QD 只 要 某 点 的 办 关 0 ， 总 可 在 它 的 一 个 邻 域内 定义 适 配 坐标 系 . 
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记 P=f,(9). 由 适 配 坐 标的 定义 知 x(9)=x (FP)+ t，x2(g)=x(B) ， 而 按 定义 ， 
;在 9 诱导 的 新 坐标 则 为 x”(9)=x (BF)，x (9)=x(P), 故 x"(g)= x1(9)-t， 

x“(9)=x*(g). 因 F 为 N 内 任 一 点 ， 故 对 N 有 x=x- 1 ，x 人 =x 沁 ， 求 导 得 
(Ox /Ox?)l=67, ，(0x” /0x")ls=6”, ， 于 是 式 (4-2-5) 成 为 (G7) 和 1,=T4,1 


v lg， 
代入 式 (4-2-4) 便 得 (%T)%, 1,=37T4, /0x 1,. 口 
由 定理 4-2-2 可 知 名 满足 莱 布 尼 芯 律 . 
定理 4-2-3 %u® =[v,uY ， Vu’, ve.F(],0), (4-2-6) 
或 者 ,借助 于 对 易 子 的 表达 式 (3-1-13)， 有 
Lu =V Vu — WV, vr", (4-2-6") 


其 中 VY 为 任 一 无 挠 导数 算 符 . 
证 明 待 证 命题 是 矢量 等 式 ， 只 须 证 明 它 在 某 一 坐标 系 的 分 量 等 式 
(-%u) “=[v,u]J* 成 立 . 最 方便 的 当然 是 适 配 坐 标 系 . B46 的 适 配 坐 标 系 {x“} 的 普 
通 导 数 算 符 是 ， 则 


[ww u]” = (dx [ww uy = (dx*), (vOpu’ — uv’) = vO,u’ 
=v(u*)= Ou*/0x! = (Lu)”, 


其 中 第 三 步 是 因为 vw* =(3/ax )* 导致 9bv* =0 ， 第 四 步 用 到 导数 算 符 定义 的 条 件 
(d)， 最 后 一 步 用 到 式 (4-2-3). 加 
定理 4-2-4 %@=V Voto Vv, Vv eF(,0), w,eF(0,1), 

(4-2-7) 
其 中 w 为 任 一 无 挠 导数 算 符 . 
证 明 习题. 提示 : 用 定理 4-2-3 及 4-2-1, 后 者 给 出 多 (osx2) = 六 (wx2)， 


吕 
定理 4-2-5 
OE =v VT™ A . a bYVe Uv YT eb 
i=] J=1 
vT e 儿 (k,l1), ve F(1,0)，YVa 为 任 一 导数 算 符 . (4-2-8) 
证 明 练习. 口 


$4.3 ”Killing 矢量 场 
本 章 至 此 未 涉及 度 规 及 与 之 适 配 的 导数 算 符 , 李 导数 的 定义 不 要 求 流 形 MK 有 
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附加 结构 .但 若 WM 上 选 定 了 度 规 场 ge， 则 对 微分 同 胚 映射 : M -> M 还 可 提出 
更 高 的 要 求 》 即 f° gap Sab 。 于 是 有 如 下 定义 : 

定义 1 微分 同 胚 外 M 一 AM 称 为 等 度 规 上 映射 ， 简 称 等 度 规 (isometry)， 若 
f gop ~ 6ab: l 

注 1 (等 度 规 映射 是 特殊 的 微分 同 胚 映射 ， 其 特殊 性 在 于 “ 保 度 规 ” 性 ， 
即 Y gos =8w 注意 这 是 张 量 场 的 等 式 ， 其 含义 是 每 点 p 的 两 个 张 量 gw 和 
f gap | 相等 . @@ 由 8* of* = (boy 71)* = 恒 等 映 射 [见习 题 5S(c)] 钨 见 力 : M 一 M 为 
等 度 规 映射 当 上 且 仅 当 V : M -> M 为 等 度 规 映射 . 

流 形 M 上 众多 矢量 场 中 有 一 类 特殊 矢量 场 ， 即 光滑 矢量 场 . 每 一 光滑 矢量 场 
给 出 一 个 单 参 微 分 同 胚 群 .” 如 果 M 上 指定 了 度 规 场 gw， 则 众多 光滑 矢量 场 中 还 
可 挑 出 特殊 的 一 个 子 类 , 其 中 每 个 矢量 场 给 出 的 单 参 微 分 同 胚 群 是 单 参 等 度 规 群 ， 
即 每 个 群 元 四: M 一 M 是 M 上 的 一 个 等 度 规 映射 ， 于 是 有 以 下 定义 : 


定义 2 (M,， gab) 上 的 矢量 场 6 称 为 Killing 矢量 场 ， 若 它 给 出 的 单 参 微分 同 
胚 (局 部 ) 群 是 单 参 等 度 规 ( 局 部 ) 群 . 等 价 地 (有 余力 的 读者 可 自 证 )，22 称 为 Killing 
矢量 场 ， 若 用 gw =0. 

定理 4-3-1 和 为 Killing 矢量 场 的 充 要 条 件 是 2 满足 如 下 的 Killing 方程 : 

Vop + VGa=0, 或 Vs) =0， 或 V5 = Vi 
(其 中 马 满 足 Vgs. =0) (4-3-1) 

证 明 0=%%gyp =6 Vo gap t+ gepVaG + ga VE’ =V, ,+V,é,, 
其 中 第 二 步 用 到 式 (4-2-8). 口 

定理 4-3-2 若 存 在 坐标 系 {x*} 使 gw 的 全 部 分 量 满足 3gwmw/82 =0 ， 则 
(8/3xz ) 是 坐标 域 上 的 Killing 矢量 场 . 

证 明 {x*} 是 (6/9x') 的 适 配 坐标 系 . 由 式 (4-2-3) 得 (多 8)w = 
3gw/Bxzl=0,， 故 多 8w=0， 即 (3/8x0)? 为 Killing 矢量 场 D 

定理 4-3-3 设 儿 为 Killing 矢量 场 , 7? 为 测 地 线 的 切 矢 , 则 TeV, (7T?6&,)=0， 
即 726 在 测 地 线 上 为 常数 . 

证 明 TV GT 如)=6TVT +T?T?*V,6=7T?T*V, =0，, 其 中 第 二 步 用 到 
测 地 线 定义 ,第 三 步 用 到 定理 4-3-1( 即 如 = Vs 性) 及 定理 2-6-2(d). 口 

设 4? ,7 是 Killing 矢量 场 ，w，B 是 常 实数 ， 则 由 Killing 方程 的 线性 性 知 
Ql*+ pm" 也 是 Killing 矢量 场 .不 难看 出 M 上 所 有 Killing 矢量 场 的 集合 是 个 矢 


中 ”不 要 求 矢量 场 完备 ， 谈 到 矢量 场 的 单 参 微 分 同 胚 群 时 ， 对 非 完备 矢量 场 是 指 其 单 参 微分 同 胚 局 部 群 . 


. 94 ， 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


量 空 间 . 还 可 证 明 ( 习 题 ) 对 易 子 [6,w 也 是 Killing 矢量 场 . 

定理 4-3-4 (M, gap) 上 最 多 有 n(n+1)/2 个 独立 的 Killing 矢量 场 (n= dimM)， 
即 M 上 所 有 Killing 矢量 场 的 集合 (作为 矢量 空间 ) 的 维 数 小 于 等 于 n(n+1)/2. 

证 明 见 Wald(1984)P.442~443. 口 

注 2 (等 度 规 映射 可 看 作 一 种 “ 保 度 规 ” 的 对 称 变换 ， 所 以 一 个 Killing 矢 
量 场 代表 (M，gww) 的 一 个 对 称 性 ， 具 有 n (n+1)/2 个 独立 Killing 矢量 场 的 广义 黎 曼 

空间 (WM，go) 称 为 最 高 对 称 性 空间 ， 凶 寻找 (KM，8go 四 的 全 体 Killing 矢量 场 的 一 般 方 
法 是 求 Killing 方程 的 通 解 . 然而 对 某 些 简单 的 (KM, goo) 还 存在 容易 得 多 的 方法 . 下 
面 仪 举 数 例 . 

例 1 找 出 下 列 广义 黎 曼 空间 的 全 体 独 立 的 Killing 矢量 场 . 

(1) 2 维 欧 氏 空间 (R*, 5,,) . 设 {z，y} 为 笛 卡 儿 坐 标 系 , 则 ds = dx +dy  ， 即 
欧 氏 度 规 6 在 此 系 中 的 全 部 分 量 为 常数 ， 故 由 定理 4-3-2 知 (8/8z)” 和 (8/8y)? 为 
Killing 矢量 场 . 我 们 相信 哆 氏 空 间 有 最 高 对 称 性 ， 由 定理 4-3-4 可 知 n=2 时 应 有 
3 个 独立 的 Killing 场 . 果然 , 若 改 用 极 坐 标 系 , 便 有 ds? =dr*+r*dgp? ， 可 见 欧 氏 
度 规 6 在 此 系 中 的 全 部 分 量 与 9 无关， 所 以 由 定理 4-3-2 可 知 (3/8p)? 为 Killing 

量 场 ， 它 在 笛 卡 儿 系 的 坐标 基底 的 展开 式 为 (0/09)” = 一 y (6/0x)* +x (38/8y)? . 
展开 系数 与 坐标 有 关 ， 由 此 不 难 证 明 (3/8p)” 独立 于 前 两 个 Killing 场 . (6/9x)* 和 
(9/9y)” 的 Killing 性 反映 2 维 欧 氏 度 规 沿 x* 和 y 轴 的 平移 不 变性 , (0/09)? 的 Killing 
性 表明 它 有 旋转 不 变性 . 

(2) 3 维 欧 氏 空间 (R’, 5%,). 因为 n=3, 故 有 6 个 独立 Killing 场 , 即 (6/60x)*， 
(0/0y)” , (0/0z)” , —y (0/0x)” +x (0/0y)" , —z (0/0y)* +y (0/0z) 和 -x (0/0z)° 
+z(018xz) .前 3 个 反映 3 维 欧 氏 度 规 沿 x，y ，z 轴 的 平移 不 变性 ; 后 3 个 反映 
化 绕 z ，x ，y 轴 的 旋转 不 变性 . 

(3) 2 维 闵 氏 空间 (R?, 7) . 在 洛 伦 兹 坐标 系 {1, x} 中 有 ds” = df? + dx?, 故 知 
(3/81)* 和 (83/6x)* 为 Killing 场 ， 为 求 第 3 个， 用 下 式 定义 新 坐标 yw， : 


X=ychy, t=yshy, 0< < oo， -ooO<711<oo ， (4-3-2) 


闵 氏 线 元 可 用 新 坐标 表 为 dy” = dy -wd .上 式 表明 ws 在 新 坐标 系 的 全 体 分 
量 与 坐标 7 无 关 , 故 (3/0w)* 也 是 Killing 矢量 场 (其 积分 曲线 是 双 曲线 )， 它 在 洛 伦 
效 坐 标 基底 的 展开 式 为 

(8/871)2 =t (8/8x)2 + x (8/80D2 ， (4-3-3) 
由 展开 系数 与 坐标 有 关 可 知 (8/87)” 与 前 两 个 Killing 场 独立 ， 式 (4-3-2) 定 义 的 Ww ， 
7 的 坐标 域 只 是 R 的 、 由 x> 才 限定 的 一 个 开 子 集 ( 见 图 4-3 的 A 区 ). 但 式 (4-3-3) 
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却 在 全 限 有 定义 ， 而 且 不 难 验 证 (0/9w)* 是 及 2 上 的 Killing 矢量 场 ， 它 在 图 4-3 
的 A, B 区 类 时 , 在 C, D 区 类 空 , 在 两 条 45° 斜 直线 上 类 光 . 1 (0/0x)” +x (6/071)” 
叫做 伪 转 动 (boost) Killing 矢量 场 , 表明 闵 氏 度 规 具有 伪 转 动 下 的 不 变性 ,对 应 于 
洛 伦 效 变换 ( 详 见 定理 4-3-5). 


图 4-3 伪 转 动 Killing 矢量 场 (8/87) 在 A，B 区 类 时 ， 
在 C, D 区 类 空 ， 在 两 条 45° 直 线 上 类 光 


(4) 4 维 闵 氏 空 间 (R4, 7). 因 n=4， 故 独立 的 Killing 场 共 10 个 , 分 三 组 : 

(a) 4 个 平移 (0/91)* ，(6/90x)* ，(96/0y)” ，(8/8z) 7 ; 

(b) 3 个 空间 转动 

—y (38/8xz) "+x (0/0y), —z (0/0y)* +y (0/0z) , ~—x(0/0z) +z (0/0x) 

(c) 3 个 伪 转 动 t (6/60x)*+x (86/01)* ，t (0/0y) +y (0/0t)” ,+ (0/0z) + 
z (0/01)”. 

组 (a) 反 映 闵 氏 度 规 沿 :: x，y，z 轴 的 平移 不 变性 ， 组 (b) 反 映 它 绕 z，x，y 轴 
的 空间 旋转 不 变性 ， 组 (ce) 反映 它 在 txx*，1t~y，t~z 面 内 的 伪 转 动 下 的 不 变性 . 

定理 4-3-5 设 {x, 相 是 2 维 闵 氏 空间 (R2, 7) 的 洛 伦 效 坐标 系 , $4 : R* 一 RR 
是 伪 转 动 Killing 场 =1(6/0x)”+x(9/01)” 对 应 的 单 参 等 度 规 群 的 一 个 群 元 ( 即 以 
参数 414e 恨 刻画 的 那个 等 度 规 映射 ), 则 由 诱导 的 坐标 变换 {x,} {x', 介 是 洛 伦 
效 变 换 . 

注 3 本 定理 表明 伪 转 动 和 洛 伦 效 变 换 是 同一 变换 的 两 种 (主动 与 被 动 ) 提 
法 .类似 地 ， 欧 氏 空间 的 转动 Killing 场 -y (3/3x)” +x (8/87) 与 坐标 变换 

X =XcoSw 一 ySinw， y'=XxsinQg+ ycosa 

也 是 同一 变换 的 两 种 提 法 . 

证 明 矢量 场 &=(9/6m) 的 积分 曲线 的 参数 方程 为 dx 和 (7)/d7 =6? 
(4=0,1). 注意 到 4 =1(0/0x) +x(9/01)”， 便 得 
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dx(7) di(7) _ 


=1(7), dn X(7) (4-3-4) 


Vp e 民 ， 设 Clm) 是 满足 p= C(0) 的 积分 曲线 ， 即 x(0) =x,，x(0) = 已， 则 不 难 证 明 
方程 (4-3-4) 的 特 解 [ 即 该 线 的 参数 式 ] 为 
xX(7)= xpchn +t,shy ， 1(7)= xpsh7 +t,chyy. (4-3-5) 


议 4= 甸 (P) ， 则 4 就 是 C(7) 上 参数 值 7 =4 的 点 ， 即 gq=C(4) ， 故 由 诱导 的 新 
坐标 7 和 x' 满足 


1 人 和 
Xp Xo = XpchA+t, shh, fy =1, = XpShA+t, ch4. 


因 p 点 任意 ， 故 可 去 掉 下 标 p 而 写成 
X =xchAttshA4d=chA(x+t th4), t=tchAtxshA4=chA(t+xth 1). (4-3-0) 


令 v=th4, y=(1- 上 "=ch4， 则 
x=7y(x+v1), f=7y(t+UVX). (4-3-7) 

这 便 是 熟知 的 洛 伦 兹 变换 (注意 ， 我 们 用 几何 单位 制 ， 其 中 光速 c= 1. ). 口 
[选读 4-3-1] 

上 述 证 明 中 的 C(7) 对 下 的 任 一 点 己 都 是 完备 曲线 , 即 1E(-oo,oo). 若 已 在 人 A 
或 B 区 ， 则 C(7) 类 时 ; 若 p 在 C 或 DD 区 ， 则 C(m) 类 空 ; 若 p 在 45° 斜 直线 上 ， 
则 C(7) 类 光 . 最 特别 的 情况 是 p=(0,0) , 即 p 为 {t,x} 系 的 原点 ,这 时 C(n)= P( 独 
点 线 )， 所 以 每 条 45° 斜 直线 不 是 一 条 积分 曲线 而 是 3 条 积分 曲线 之 并 ， 第 一 、 二 
条 分 别 是 斜 直线 的 上 、 下 半 段 (不 含 原 点 )， 第 三 条 则 是 独 点 线 { p}. 这 3 条 线 的 参 
数 范围 都 是 (- oo, oo)， [选读 4-3-1 完 ] 

由 ds =-df +dx? 和 式 (4-3-7) 易 得 ds? = -di2 + dx*， 可 见 伪 转动 对 应 的 等 度 
规 映射 诱导 的 坐标 变换 把 洛 伦 兹 系 {1, x} 变 为 洛 伦 兹 系 {1', x}， 此 结果 可 推广 为 如 
下 定理 : 

定理 4-3-6 设 {x*} 是 (R", yo) 的 洛 伦 兹 坐标 系 ， 则 {x} 也 是 洛 伦 兹 坐标 系 
的 充 要 条 件 是 它 由 {x“} 通 过 等 度 规 映 射 p: 了 "一 R” 诱导 而 得 . 

证 明 把 mow 记 作 gap， 其 在 {x*} 和 {x*} 系 的 分 量 分 别 记 作 gj, 和 gi,. 

(A) 设 从 民 一 下 是 等 度 规 映 射 (即兴 gw = gw)，{x} 是 由 洛 伦 兹 系 {x*} 通 
过 办 诱 导 而 得 的 坐 标 系 9 则 Vp eR” 有 i ,= (办 8) gp)= (fb 8g), lgcp) 
Buv gp)= Nv 》 其 中 第 一 步 用 到 式 (4-1-6)， 第 三 步 是 由 于 人 为 等 度 规 导致 从- 为 
等 度 规 , 第 四 步 用 到 {x*} 的 洛 伦 兹 性 . 上 式 说 明 p 点 的 gw 在 {x%} 系 的 分 量 为 jp 
故 {x} 为 洛 伦 效 系 . 
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(B) 设 {x*} 和 {x“} 都 是 洛 伦 兹 系 ，4: R" 一 R" 是 与 坐标 变换 {z%} > {z%} 对 

应 的 微分 同 肛 映射 , 则 vpeR" 有 (6 8) lp= (G8)jv lp= gv by=Tv = gpvlp， 
其 中 第 二 步 用 到 式 (4-1-6), 第 三 、 四 步 用 到 {x 和 {x*} 的 洛 伦 兹 性 ， 上 式 表 明 
人 ”gw = gop， 故人 六 (因而 bp) 是 等 度 规 映 射 口 


注 4 本 定理 也 适用 于 欧 氏 空间 ， 只 须 把 洛 伦 兹 系 改 为 笛 卡 儿 系 .可 以 说 等 
度 规 映射 保持 坐标 系 的 洛 伦 兹 ( 备 卡 儿 ) 性 . 


$4.4 超 曲 面 


定义 1 设 M, 5 为 流 形 , dimS < dimM =n. 映射 9 :5 一 MM 称 为 能 入 (Imbed- 
ding), 若 f 是 一 一 和 C 的 , 而 且 Vp eS, 推 前 映射 办 : Vs Vc) 非 退 化 [Vy 是 
指 9(p) 作 为 M 的 一 点 的 切 空间 ]， 即 pv =0 二 7 =0. 

注 1 内 入 的 上 述 条 件 使 $ 的 拓扑 和 流 形 结构 可 自然 地 被 带 到 Gg[S] 上去， 从 
而 使 8 : $ 一 8[S] 成 为 微分 同 胚 映射 . 

定义 2 和 人 4 :5 一 MM 称 为 M 的 一 个 区 入 子 流 形 Gmbedded submanifold)， 
简称 子 流 形 . 也 常 把 映射 的 像 9[S] 称 为 租 入 子 流 形 . 若 dimS =n-1, 则 ftSlcM 
称 为 M 的 一 张 超 曲 面 (hypersurface). 

例 1 设 U 是 MM 的 开 子 集 ， 把 MM 的 流 形 结构 限制 在 UU 上, U 便 成 为 与 M 同 
维 的 流 形 . 把 U 看 作 定义 1 的 5, 令 y :U 一 M 为 恒 等 映射 , 则 UVU=g[UVU1 便 是 MM 
的 一 个 相信 子 流 形 ( 同 维 柑 入 ). 

例 2 设 5 是 R (看 作 有 M 中 的 单位 球面 5 , 则 恒 等 映射 p : S ”一 下 给 出 下 的 
一 个 戏 人 子 流 形 ， 注 意 到 S? 比 R 低 一 维 , 可知 S 是 RR 的 一 个 超 曲 面 . 

[选读 4-4-1] 

谋 入 子 流 形 和 S] 有 两 个 拓扑 ,其 一 是 由 谋 入 自然 带 来 的 拓扑 ( 见 注 1), 其 二 是 
由 M 的 拓扑 在 J[S]( 作 为 M 的 子 集 ) 上 诱导 的 拓扑 . 这 两 个 拓扑 不 一 定 相 同 . 如 
果 进 一 步 要 求 它们 相同 ， 就 对 由 入 4 :SM 提出 了 更 高 的 要 求 ， 满 足 这 一 附加 
要 求 的 诅 入 称 为 正则 账 入 [ 见 陈省身 ， 陈 维 桓 (1983). ]. Hawking and Fllis(1973) 
的 嵌入 指 的 就 是 正则 嵌入 . 设 5= 及 , M = 民 *, 则 嵌入 Jb :5 一 M 是 及 * 中 的 光滑 
曲线 .定义 中 乡 的 一 一 性 不 允许 嵌入 子 流 形 为 自 相交 曲线 (例如 图 4-4 的 8 字形 曲 
线 )， 图 4-5 的 “任意 接近 自 相 交 ” 而 不 自 相 交 的 曲线 是 不 是 误 入 子 流 形 ? 答案 
是 : 它 是 谋 入 子 流 形 但 不 是 正则 上 误 入 子 流 形 .本 书 今 后 谈 到 内 入 子 流 形 时 ， 在 许 
多 情况 下 是 指正 则 嵌入 子 流 形 . [选读 4-4-1 完 ] 
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图 4-4 自 相交 光线 不 是 谋 入 子 流 形 图 4-5 “任意 接近 自 相 交 ” 的 曲线 是 谈 入 
子 流 形 ， 但 不 是 正则 谈 入 子 流 形 

设 [S] 是 M 的 超 曲面 ，qeb[S1cM . 作为 M 的 一 点 ,，qg 有 nn 维 切 空间 VV. 
奋 wW eV, 是 过 9g 且 身 在 GL[S1 上 的 某 曲线 的 切 和 撩 (“ 身 在 ”是 指 曲 线 每 点 都 在 YL5] 
上 )， 则 说 w 切 于 [5]. V 中 全 体 切 于 YL[S] 的 元 素 构 成 的 子 集 记 作 Wi. 超 曲 面 的 
定义 保证 Ws 是 Vy 的 n--1 维 子 空间 . 谈 到 超 曲面 时 自然 想到 它 的 法 和 撩 . 设 b[5] 是 
超 曲 面 ，g eJLS] ， 则 4 点 的 法 矢 到 应 定义 为 与 g 点 所 有 切 于 G5] 的 矢量 正 交 的 
和 天 量 . 然而 正 交 性 只 有 在 指定 度 规 后 才 有 意义 ， 当 M 没有 度 规 时 ， 不 能 定义 法 矢 
n", 但 可 定义 “法 余 矢 ”nea. 余 矢 (covectonD 是 对 偶 矢 量 的 别名 ， 由 于 对 偶 矢 量 作用 
于 和 天 量 给 出 实数 (无 需 度 规 )， 可 定义 法 余 矢 如 下 . 

定义 3 设 g[5] 是 超 曲 面 ，g eb[S]. 非 零 对偶 和 撩 量 n。 <sV 称 为 9[S] 在 g 点 
的 法 余 矢 (normal covector)， 若 nw =0， vw” eW,. 

定理 4-4-1 超 曲面 gS] 上 任 一 点 g 必 有 法 余 矢 na。， 法 余 矢 不 唯一 , 但 g 点 
的 任意 两 个 法 余 矢 之 间 只 能 差 一 实数 因子 . 

证 明 设 {(e,)*,…, (e,)} 为 Ws 任 一 基底 , 因 dimV, =n ,Vy 必 有 与 {(e,)*,…， 
(en)"} 线 性 无 关 的 元 素 , 任 取 其 一 并 记 作 (e)*, 则 {(ey)*14=1,…, n} 为 Vi 的 基 
底 ， 其 对 侦 基 底 记 作 {(e*),}. 令 n=(e),， 则 no(ej)* =61,=0 (z=2,…,n)， 故 
naw” =0 Vw” eW,, 可见 na 为 法 余 矢 . 若 存 在 ms 满足 m,(e,)*=0 (r=2,…, n)， 
则 其 在 对 偶 基底 {(e*),} 的 分 量 m = m(e.)* =0 (r=2,…, n) ， 因 而 m, =mi(e!)， 


=mins ， 即 ma 与 只 差 一 因子 mi. 回 
注 2 非 超 曲面 的 般 入 子 流 形 ( 如 3 维 流 形 中 的 曲线 ) 的 法 余 矢 没有 这 样 好 的 唯 

一 性 . 

[选读 4-4-2] 


设 x,y, Zz 是 区 的 自然 坐标 ， 考虑 函数 =ax+by+cz(a, b,c 为 常数 )， 则 
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民 中 满足 方程 f=0 的 点 便 组 成 取 中 的 一 个 超 曲 面 (平面 ). 若 =x2+y+z? 
a” ， 则 方程 f= 0 代表 另 一 超 曲 面 (球面 )， 然 而 ， 若 /=x+y +z*， 则 只 有 举 
标 原点 满足 f=0， 因 此 f=0 不 代表 超 曲 面 ， 关键 在 于 这 时 gf 10=0. 另 一 个 极端 
的 例子 是 f: 民 一 民 定义 为 1(p)=0 Vpe 民 的 情况 . 这 时 满足 方程 f=0 的 点 的 
子 集 是 妇 自身 ， 所 以 也 不 是 超 曲 面 ， 关 键 仍 然 在 于 df 1j-0o=0. 推广 至 是 任意 流 
形 M 上 光滑 函数 的 情况 ， 可 以 证 明 ， 只 要 df lox0( 即 Vof1lj-cx0), 则 f=c( 常 
数 ) 给 出 M 中 的 一 个 超 曲面 [ 详 见 D. Chillingworth(1976)P.156~158]. 


[选读 4-4-2 完 ] 
定理 4-4-2 设 g[S] 是 由 f= 常数 给 出 的 超 曲面 , 则 面 上 的 Vf 是 超 曲面 的 


法 余 矢 . 

证 明 ”只 须 对 任 一 gep[S] 证 明 w Vof =0,V weW,. 因 w 总 切 于 过 4g 并 躺 
在 US1 上 的 某 曲线 CD, 故 wVuf = 二 (f)=0 Vw eW, ,最 后 一 步 是 因 f 在 Cl 
上 为 常数 . 口 

若 M 上 有 度 规 gzp， 则 mn* =g”n, eV 与 5S] 的 所 有 矢量 正 交 ( 因 gopn”*w 
=now” =0,Vw eW,)， 故 式 叫 超 曲 面 GLS] 在 4g 点 的 法 矢 (normal vectoD. 若 gap 
为 正定 度 规 ( 例 如 RR“ 租 入 3 维 欧 氏 空间 )，n? 自然 不 属于 Ws， 即 nr*eV, --W,，; 然 
而 ， 若 8 为 洛 伦 兹 度 规 ，n* 却 有 可 能 属于 Wa. 以 下 就 gw 为 洛 伦 效 度 规 的 情况 进 
行 讨论 . 

定理 4-4-3 n” eW, 的 充 要 条 件 为 nns = 0. 

证 明 

(A) 设 nreW, ， 则 nw 可 看 作 now =0 中 的 ， 放 mo =0. 

(B) 由 定理 4-4-1 的 证 明知 对 任 一 法 余 矢 ns 存在 基底 {(ey)*} 使 (ey)*,…， 
(a)”eWs 且 na=(e)。， 故 wr 在 该 基底 的 第 一 分 量 n =n*(e)。=n 人 no. 因此 


nn =0=>n =0=O n” = 2 n’ (er) eW,. 口 
t=2 


例 3 设 $= 民 ，M = 民 * ，M 上 度 规 8o = ， 乡 :及 一 及 为 嵌入 , 则 Gp 四 是 
2 维 闵 氏 时 空中 的 超 曲 面 ， 设 :，x 为 洛 伦 兹 坐标 ， 讨 论 以 下 三 种 有 代表 性 的 情况 : 
(1) IR] 与 x 轴 平 行 (图 4-6a). Vg e GIR], 令 (ep)* =(010x)， 选 
(e1)” =Q (90/01)*+B (0/0x)*，(@ PB 可 为 任意 实数 , 但 a#0. ) 
则 不 难 验证 (e ), = wx” (dt)。， 注 意 到 定理 4-4-1 的 证 明 过 程 ， 可 知 (e))。 为 法 余 矢 mu， 
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相应 的 法 矢 为 到 = a g”(dit), = -0 (8180? ,满足 n? gW, 且 non* <0( 即 并 为 类 时 ). 
(2) GIR] 与 1 轴 平行 [ 见 图 4-6(b)]. VqeY[IR], 令 (e,)*=(0101)*， 选 
(e1)” =Q (6/01)* +B (0/0x)*, (a, B 可 为 任意 实数 , 但 Bz0.) 
则 (e )。= B87 (dx)。. 取 (e)s 为 法 余 矢 na， 相应 的 法 矢 为 a* = B1310x)* ， 满 足 
n” gW, 且 non” >0( 即 nw 为 类 空 ). 

(3) [Rl 与 x 轴 夹 45° 角 ( 按 欧 氏 )[ 见 图 4-6(c)]. vq eb[R], 令 (ey)* = (3/80)? 
+(6/0x)” ， 选 (e1)?* =@ (80/01D)*+B(0/0x)* ，az#B ， 则 (e'),=(a-pB) i[(dt),- 
(dx)。]. 取 (e )a 为 法 余 和 撩 na。， 相 应 的 法 矢 为 
n=(g-p) g"[(di), —(dx),]=-(a- PB) [CO/0nN)’ +(0/0x)"]=- (a-pB)!(e,), 
满足 neW, 且 non” =0( 即 mw 为 类 光 )， 在 这 种 情况 下 ， 超 曲面 的 法 和 撩 既 与 面 上 所 
有 切 矢 垂 直 ( 法 矢 定义 )， 本 身 又 是 切 矢 之 一 ! 


n” $IR] 人 [R] 
(e2) 
(e2) 


q (e1) 4 
(el 4 


ne 


(a) nn”<0( 类 空 超 曲 面 ) (b) nn” >0 (类 时 超 曲 面 ) (c) nn” =0 (类 光 超 曲面 ) 
图 4-6 了 下 嵌入 下 "的 三 种 情况 (+ 轴 竖 直 向 上 ，x 轴 水 平 向 右 ) 


定义 4 超 曲面 叫 类 空 的 ， 若 其 法 矢 处 处 类 时 (mm <0); 超 曲面 叫 类 时 的 ， 
大 其 法 矢 处 处 类 空 (mu > 0); 超 曲面 叫 类 光 的 ， 若 其 法 矢 处 处 类 光 (maz2 =0). 
右 11 关 0， 今 后 谈 法 矢 时 都 指 归 一 化 法 矢 ， 即 几 m = 士 1. 
定义 5 设 风 S] 是 流 形 M 中 的 舱 入 子 流 形 (不 一 定 是 超 曲 面 )，g eb[S]，Ws 
是 4 点 切 于 风 S] 的 切 空间 ，Ws 的 度 规 has 叫做 由 Va 的 度 规 go 生出 的 诱导 度 规 
(induced metric)， 和 若 
how =8oomo ， vw, wy eW,. (4-4-1) 
族 寻 度 规 ha 实质 上 是 把 Vo。 上 度 规 gs 的 作用 对 象限 制 于 Wi 的 结果 . 当 5] 
为 类 时 或 类 空 超 曲面 时 ， 诱 导 度 规 hss 可 用 其 归 一 化 法 矢 (nn。 =+1) 方 便 地 表 为 
hp=gapnonp; (nn =+L 时 取 -，7127 =-1 时 取 +. ) (4-4-2) 


b b b b b 
因为 vw,w， EW 有 hpwi wy =8oo Wy 二 mm npwy = gapw1 wy ， 即 满足 式 
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(4-4-1)， 然 而 满足 式 (4-4-1) 的 nu 很多， 为 什么 只 能 用 式 (4-4-2) 的 那个 ”理由 见 选 
读 4-4-3. 
[选读 4-4-3] 

为 便于 陈述 ， 设 Vi 为 4 维 (因而 Wi 为 3 维 )， 作 为 诱导 度 规 (W 上 的 度 规 )， 
式 (4-4-1) 的 hap 是 Wa 上 的 张 量 (3 维 张 量 ), 即 hos < .及 (0,2) ( 它 不 能 作用 于 V, 一 W， 
的 元 素 )， 但 为 了 便于 用 4 维 等 式 演算 ， 我们 希望 找到 一 个 4 维 的 (0, 2) 型 张 量 [ 即 
和 % (0,2) 的 元 素 ], 它 能 代表 3 维 张 量 hap. hs = gop 干 nans 中 的 ha 就 是 这 样 的 4 维 
张 量 ( 注 意 ， 右 边 两 项 都 是 4 维 张 量 )， 为 与 式 (4-4-1) 的 hu 相 区 别 ， 暂 时 把 
hob 三 gab 干 Nanp 中 的 ho 记 作 hos. 可 以 证 明天 (0,2) 的 子 集 .和 %(0,2)={T,e 
天 (0,2)1Twn =0,Tspn" =0} 与 大 (0,2) 自然 同 构 ， 因 而 可 以 自然 认同 ( 详 见 第 14 
章 )， 易 见 gap EN% (0,2) 而 hip eH (0,2) , hpwi wy = gapw Wr VW, wb 
EW ,所 以 可 把 hs 认同 为 hap. 还 可 证 明 (读者 自 证 ).% (0,2) 中 满足 式 (4-4-1)( 因 而 
可 充当 hap) 的 元 素 只 有 hh， 这 就 是 把 4 维 张 量 甩 ， = gap 车 niuny 看 作 诱导 度 规 的 理 
由 .以 后 将 不 在 符号 上 区 分 hh， 和 hp. 

以 上 关于 (0, 2) 型 张 量 的 结论 还 可 推广 为 : 多 (0,1) 的 子 集 {Ta e 守 (0,1) 
115. 的 任 一 下 标 与 攻 缩 并 为 零 } 与 多 (0,1) 有 自然 同 构 关系 ,因而 可 自然 认同 . 这 
种 认同 使 我 们 在 讨论 和 书写 公式 时 可 用 前 者 的 元 素 代替 后 者 的 元 素 (写成 4 维 而 非 
3 维 张 量 等 式 )， 从 而 带 来 许多 方便 [选读 4-4-3 完 ] 

注 3 式 (4-4-2) 在 gw 为 正定 时 也 成 立 (把 二 号 改 为 -号 )， 作 为 练习 , 读者 试 写 
出 3 维 欧 氏 度 规 gas 用 球 坐标 系 对 偶 坐 标 基底 的 展开 式 ， 并 验证 球面 上 诱导 度 规 
hp = gap -ny 同 $3.3 例 2 所 定义 的 诱导 度 规 gab 一 致 . [提示 : 球面 上 的 归 一 化 
法 余 矢 ns =(dr)。. ] 

设 JS] 为 类 时 或 类 空 超 曲 面 ，q ey [S] ，has 满 足 式 (4-4-2). 令 

1 三 8 h,=6°, nn,, (4-4-3) 


则 Vv“s 几 有 je = 只 于 mp 六) ， 或 


4 =h"pv" tn’ (nv?). (4-4-4) 
上 式 代表 矢量 v 的 一 种 分 解 (图 4-7)， 其 中 
+n*(nov ) 与 法 矢 wr 平行 , 称 为 法 向 分 量 , hbv? 与 a 


法 矢 垂直 [因为 n, (hsv”)=0], 称 为 切 向 分 量 ( 切 ”图 47 矢量 v” eV 分 解 为 
于 GLS] 的 分 量 )，h%i 称 为 从 Vy 到 W, 的 投影 映射 法 向 分 量 +n?(npv?) 和 切 向 
(projection map). 分 量 h?pv? sw 
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定理 4-4-4 ”类 光 超 曲面 上 的 诱导 “ 度 规 ”是 退化 的 (因而 没有 诱导 度 规 ). 

证 明 以 hao 代表 诱导 “ 度 规 ”. 超 曲面 的 类 光 性 导致 ne W, ( 见 定理 4-4-3)， 
故 Ws 有 非 零 元 素 wr 使 hpn*w = gopn"w =0,VYw* eW，. 可 见 ha 是 Ws 上 的 退化 
张 量 . 口 

例 4 设 1, x, y, z 是 4 维 闵 氏 空间 (R, 1) 的 洛 伦 兹 坐标 , 则 7 可 用 对 偶 
坐标 基 矢 表 为 
1ap = Tv (dx  )a(dx ), =— (dt), (dD), + (dz),(dz), + (dx)a(dx), + (dy)a(dy),. (4-4-5) 
方程 1-(x2+y*+zx) 人 =0 定 义 了 一 个 类 光 超 曲面 .> ， 它 是 以 原点 为 锥 顶 的 圆锥 
面 ( 见 图 4-8)，Vqe .FcRi ， 有 4 维 切 空间 Vy 和 3 维 切 空间 ( 切 于 . 吧 )W cV, 令 

n” = (3/80 1 +(3/8z) lj (以 下 略 去 下 标 9)， 
则 是 在 g 点 的 类 光 法 和 撩 ， 故 n” eW， ， 因 而 {(6/90x)”,(9/0y)* ,nn } 是 Ws 的 基 
底 ， 现 在 计算 ms 在 Ws 上 的 诱导 “ 度 规 ”hos 在 此 基底 的 分 量 h,. 
hi =h,, (0/0x)" (O/Ox) = 7 (8/8xz)2(8/8x) =1,， 
其 中 第 二 步 用 到 式 (4-4-D) ， 第 三 步 用 到 式 (4-4-3). 类 似 地 ， 有 有 ,= hs(0/0y) 
(8/8y) =1. 而 用， 的 第 三 个 对 角 元 ( 记 作 hn) 则 为 
用 =hnn? =7,,[(0/0t)" + (0/0z)° J[(0/01) + (0/0z)]=1-1=0, 

而 且 容 易 验 证 hy 的 所 有 非 对 角 元 为 零 ， 故 
1 0 0 


0 1 0 
0 0 0 


因而 hos 退化 [也 说 其 “号 差 ” 为 (+,+,0) ]， 可 见 mo 在 类 光 超 曲 面 .上 无 诱导 度 
规 ， 然 而, 令 5 为 .> 与 任 一 等 上面 (> 0) 之 交 (是 2 维 球面 )， 以 WcW, 代 表 W 
中 所 有 切 于 5 的 元 素 组 成 的 子 空间 ( 见 图 4-8) , 则 7 在 傣 却 有 诱导 度 规 , 记 作 户 p ， 
而 且 不 难 验证 


(hy)= 


》 


(8/61)7 


(0/0z)’ 


(0/60x)” 及 (0O/0y) 


图 4-8 ”类 光 超 曲面 .有 的 诱导 “ 度 规 ”退化 
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jp = (dz) (dx), + (dy), (dy),. (4-4-6) 
读者 不 难 对 ( 开 , 7,,) 中 由 t-z =0 定义 的 类 光 超 曲 面 做 类 似 讨论 . 


习 题 

~1. 试 证 由 式 (4-1-1) 定 义 的 (p.v) 满足 82.2 定义 2 对 矢量 的 两 个 要 求 , 从 而 确 是 9(p) 点 的 矢 

量 . 
“2. 试 证 定理 4-1-1、4-1-2 和 4-1-3. 
3. 设 少 : M 一 太 为 光滑 映射 ，p eM ，{y“} 是 由 P) 点 某 邻 域 上 的 坐标 ， 试 证 
(人 办) =v (Gy*) (0/0y*Y, Vv" eV,. 
4. 设 M,N 是 流 形 , 8 :MN 是 微分 同 有 厌 ， pe M ,4q=$(p) , 试 证 推 前 映射 8: V, 一 VV 
是 同 构 映射 . 
5. 设 M，N，@ 是 流 形 ， 少 :M 一 和 yw : N 一 0 是 光滑 映射 . 

(a) 试 证 (wo) f=(G'ow')f， Vf e 色 . 

(b) 试 证 (w。 内 ,2 =w,($v"), VpeM, v’ eV,. 

(c) 把 (wo。9)" 和 fp”* ow 都 看 作 由 锡 (0,7) 到 (0,7) 的 映射 ， 试 证 

(¥°f) = 人 办。 
6. 设 $ :M 一 和 N 是 微分 同 胚 ，v*, w 是 M 上 矢量 场 ， 试 证 四 ([2, 中 ) = [办 2 办 中” ， 其 中 

[v, uJ 代表 对 易 子 . 

“7. 试 证 定理 4-2-4. 

3. 设 六 es 多 由 0， ws 多 (0.D ， 试 证 对 任 一 坐标 系 {x*} 有 

Co] =vao,/ar +w8v/18x 允 .提示 : 用 式 (4-2-7) 并 令 其 又 为 & . 
9. 设 w, v”e (1, 0) ， 则 下 式 作 用 于 任意 张 量 场 都 成 立 
[和 %, 多 = 有 (其 中 [和 %, 和 %]= 多 多- 多 多 ). 

试 就 作用 对 象 为 fe %% 和 we %(1, 0) 的 情况 给 出 证 明 . 提示: 当 作 用 对 象 为 w 时 可 用 雅 可 
比 恒等式 (第 2 章 习题 8). 

10. 设 Fo 是 4 维 闵 氏 空间 上 的 反对 称 张 量 场 ， 其 在 洛 伦 兹 坐标 系 {t:，x，y，z} 的 分 量 为 
=-Fs=xp ,Fo =-Fy=yp ,Fw = =0, 其 中 p=(x +y) . 试 证 Fw 有 旋转 对 称 性 ， 
即 .%%F,=0， 其 中 v= 一 y (6/0x)* +x (8/0y). 

11. 设 人 是 (M,gs) 中 的 Killing 矢量 场 ，V 与 8w% 适 配 ， 试 证 又 =0. 

12. 设 2?* 是 (M,g,) 中 的 Killing 矢量 场 , gj :M 一 N 是 等 度 规 映射 , 试 证 bE' 也 是 (M ,8g,,) 
中 的 Killing 矢量 场 ， 提示: 利用 习题 5(c) 的 结论 . 

13. 设 so ,7 是 (M ,gs) 的 Killing 矢量 场 , 试 证 其 对 易 子 [6,wJ 也 是 Killing 矢量 场 . 注 : 
此 结论 使 得 M 上 全 体 Killing 矢量 场 的 集合 不 但 是 矢量 空间 ， 而 且 是 李 代数 ( 详 见 下 册 附 录 G). 

14. 设 和 是 广义 黎 曼 空间 (M,gw) 的 Killing 矢量 场 ，R,s 是 go 的 黎 曼 曲率 张 量 . 
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(a) 试 证 VV 6 = Rs 6. 注 : 此 式 对 证 明定 理 4-3-4 有 重要 用 处 . 提示 : 由 Rs 的 定义 
以 及 Killing 方程 (4-3-]) 可 知 V, V6 +V V6 =R 6 .此 式 称 为 第 一 式 ， 作 指标 替换 
ab，b 卢 c，c Pa 得 第 二 式 ， 再 替换 一 次 得 第 三 式 ， 以 第 一 、 二 式 之 和 减 第 三 式 并 利用 式 
(3-4-7) 便 得 证 . 

(b) 利用 (a) 的 结果 证 明 V"V, 4 =- Re ， 其 中 Re 是 里 奇 张 量 . 

“15. 验证 式 (4-3-3) 中 的 (3/37)* 的 确 满足 Killing 方程 (4-3-1). 

“16. 找 出 2 维 欧 氏 空 间 中 由 R* =x(0/0y)* - y(60/0x)* 生出 的 单 参 等 度 规 群 的 任 一 元 素 fb, 诱 
导 的 坐标 变换 . 

*17. 设 时 空 (M, gop) 中 的 超 曲面 9g[S] 上 每 点 都 有 类 光 切 矢 而 无 类 时 切 矢 (“ 切 矢 ” 指 切 于 
9[S] )， 试 证 它 必 为 类 光 超 曲面 .提示 : 他 证 明 与 类 时 矢量 刀 正 交 的 矢量 必 类 空 [ 选 正 交 归 一 基 
底 {(e,)} 使 (eo)” =r]; @ 证 明 类 时 超 曲面 上 每 点 都 有 类 时 切 和 撩 ; @ 由 以 上 两 点 证 明 本 命题 . 
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851 微分 形式 
先 介绍 n 维 矢量 空间 V 上 的 “形式 ”, 再 讨论 n 维 流 形 M 上 的 “微分 形式 场 ” 
定义 1 ws e 移 (0,7) 叫 V 上 的 1 次 形式 (简称 1 形式 )(form)， 车 
Wa .a 二 Wa a] 
为 书写 方便 ， 有 时 略 去 下 标 而 把 /形式 @,.. 写 为 @. 
定理 5-1-1 (a) wa =wa:oal > ”对 任意 基底 有 @, .= 0 
(b) 基底 使 Dm = Mp] 之 Waa 三 他 aa] 


证 明 ”练习 . 口 

定理 5-1-2 设 w@ 为 1 形式 ， 则 

(a) Waa = ra ay ， (5-1-1) 
[其 中 如, 和， 的 含义 见 式 (2-6-14) 后 的 说 明 ，] 例 如 use = -ou = asp = …; 

(b) 对 任意 基底 ， Opp = Or je (5-1-1") 

证 明 (a) 见 定理 2-6-1(b) 的 证 明 ， 

(b) 练习 . 


口 

由 式 (5-1-1") 可 知 ， 在 7 形式 的 分 量 @, .中 ， 凡 有 重复 具体 指标 者 必 为 零 ， 
例如 

W112 = 0133 = W212 =0. 

V 上 全 体形 式 的 集合 记 作 4(1) . 1 形式 其 实 就 是 V 上 的 对 偶 矢量 , 故 40) =V*. 
约定 把 任 一 实数 称 为 VY 上 的 0 形式 ， 则 4(0) = 及 .1 形式 既然 是 (0, D 型 张 量 ， 自 然 
有 40D)S 宛 (00) .不 但 如 此 , 还 容易 证 明 A(1) 是 元 (0,7) 的 线性 子 空 间 , 其 维 数 的 
计算 可 从 定理 2-4-1 关于 宛 (K,D) 维 数 的 计算 得 到 启发 :为 求 天 (k,7) 的 维 数 可 先 
找 一 个 基底 ， 而 为 此 则 要 先 定义 张 量 积 ， 然 而 两 个 微分 形式 (作为 两 个 张 量 ) 的 张 
量 积 并 非 全 反 称 ， 故 不 再 是 微分 形式 .但 可 对 全 体 指标 施行 全 反 称 操 作 使 之 成 为 
微分 形式 ， 于 是 有 如 下 定义 : 

定义 2 设 w 和 J 分 别 为 1 形式 和 m 形式 ， 则 其 棉 形 积 (wedge product， 简 称 
模 积 ) 是 按 下 式 定 义 的 1+ m 形式 : 

_(L+m)! 


(@ 人 [aa :一 7 5 (9-1-2) 
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或 者 说 ， 横 积 是 满足 式 (5-1-2) 的 映射 和 : 4(0) x 4(m) 一 A(I+m). 

棉 积 (@ 信 /0)4..ap.…o, 亦 可 记 作 wi. 人 jo..s ， 也 常 简 记 为 @ 人 J. 

由 定义 可 知 枫 积 满足 结合 律 和 分 配 律 ， 即 (OA 人 AAAY=wA^(AAY) (因而 
OA 人 AAAY 有 明确 意义 ) 和 w^(U+Y)=w 和 ^A+ 四 和 ^AY. 但 模 积 一 般 不 服从 交换 律 ， 
例如 对 1 形式 w 和 A 有 

AH= Wa NHp=(W NH)ap = ZVakp] = Walp — pha 
和 AAA 四 =(UA 人 WO)og = LHadp) = Kap — Hpa ， 
可 见 对 两 个 1 形式 的 攀 积 有 w^A= -AAA 四 .推广 至 一 般 情 况 ， 设 @ 和 A 分 别 是 / 
和 m 形式 ， 则 


OA 人 AAA=(-D22A 入 四. | (5-1-3) 
定理 5-1-3 设 dimV =7 ， 则 dim A(D = pi 若 1<n，; (5-1-4) 
, {71C— 4 


A(1) ={0} (只 有 零 元 ),， 若 1>n. 
证 明 ”以 n=3, 1=2 为 例 . 设 {(e1)*,(e,)*,(e3)*} 是 V 的 基底 ，{(e),,(e”),， 
(e3),} 为 其 对 偶 基 底 , 则 mw (作为 VY 上 的 张 量 ) 可 展开 为 


(ap = Wie )a(e)p + Wale )ale”), + os(e )ale ) 


+ we ), (el), + we ),(e ), + wa(e”)a(e), 


+ a1(e ), (e+aso(e3) (ee ), + 033(e), (ee), . 
注意 到 mwl = wz = 0@33=0，0@21 = 一 O12，0032 = 一 D3， 0913 = 一 031 ， 上 式 成 为 
Op = Oil(e )ale),—(e )o(e)p]+aos[(e )a(e), (eae )5]+asi[(e )a(e), 

-(el),(e ),]= (ee ), A(e”), + we ), A(e ), + os(e ), 和 (er (5-1-5) 
可 见 任 一 wospe A(2) 可 用 {(e )。 入 (Ee )s, (e*)s。 和 (e )s, (e )。 信 (e )} 线 性 表 出 .不 难 
证 明 花 括号 中 的 三 个 2 形式 彼此 线性 独立 (习题 )， 故 它们 构成 4(2) 的 一 组 基 矢 ， 
因而 dim 4(2)=3. 读者 可 把 以 上 讨论 推广 至 1, n 为 任意 正 整 数 且 1<n 的 情况 , 证 
明 任 一 /形式 @ 可 展开 为 


= A a 4 这 
aa Op (e%)。 入 … 入 (e%)。 ， (5-1-6) 


其 中 {(e )。,…,(e”)s} 为 V 的 任 一 基底 ，w, .是 @ 在 由 这 一 基底 构成 的 多 (0,7) 
的 基底 的 分 量 ， 即 
CA = Oa..a, (em ) “(ep ) GO-1-7) 


> 表示 对 nn 个 数 (1,…,n) 中 取 1 个 的 各 种 组 合 求 和 , 即 4(1) 的 基底 中 的 矢量 共 C， 
C 
个 ,， 故 得 式 (5-1-4). 至 于 1>n 的 情况 ， 由 定理 5-1-2(b) 易 见 此 时 任何 we 4(D) 的 全 
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部 分 量 为 零 ， 故 4(/) 中 只 有 一 个 元 素 ， 即 零 元 ;A(1) = {0} . os 

式 (5-1-5) 是 式 (5-1-6) 在 n=3,，1=2 时 的 特例 .为 便于 理解 ， 再 举 一 特 例 : 设 
n=4,，!= 3， 则 式 (5-1-6) 表 现 为 

Oape = O23(e )a ME) ANE), + wira(e!), 和 (e2) 入 (e4)， 
十 sa(€ ), 入 (e3)， 入 (e )。 十 waa (e )， 入 (e3)， 入 (e )。 

其 中 各 分 量 由 式 (5-1-7) 决 定 ， 例 如 ma4 = wupe(e)?(e) (ed)7 
[选读 5-1-1] 

式 (5-1-6) 也 可 表 为 

ta Oh (ea 和 … (ea ( 求 和 号 >》 已 按 惯例 略 去 ) (5-1-6) 


人 
右边 的 非 零 项 数 等 于 n 个 数 中 取 1 个 的 排列 数 Pi=n!/(n-1)! ， 可 分 为 
C =n11!l(n 一 有 )! 组 , 每 组 含 中 项 , 组 内 各 项 相同 , 除 以 I 便 得 Ch =n! 11! (n 一 )! 
项 ,与 式 (5-1-6) 同 . 
[选读 5-1-1 完 ] 
下 面 回 到 流 形 M 上 来 . 在 对 M (或 4c M ) 的 任 一 点 p 指定 V, 上 的 一 个 1 形 
式 , 就 得 到 M (或 4) 上 的 一 个 1 形式 场 (“ 场 ” 字 常 略 去 ). 1 形式 场 和 0 形式 场 分 别 
是 对 偶 天 量 场 和 标量 场 . M 上 光滑 的 /1 形式 场 称 为 ! 次 微分 形式 场 (differential 
1/-form)， 也 简称 作 1 形式 场 或 1 形式 . 
设 (0,w) 为 一 坐标 系 , 则 O 上 的 1 形式 场 可 方便 地 用 对 偶 坐 标 基底 场 {(dx“),】} 
逐 点 线性 表 出 . 令 式 (5-1-6) 中 的 (e*), 为 (dx“)。 ， 有 
aa = 2 Oi (dt) 入 … 入 (dx%)。 ， (5-1-8) 
C 


其 中 Ori = Waa (OOx )™ (0O/ Ox )® (5-1-9) 
是 O 上 的 函数 . 一 个 重要 特例 是 1=n 的 情况 . 因为 C=C” =1, 式 (5-1-8) 右 边 的 
求 和 只 有 一 项 ， 即 
aa, = Dn (dx )s 和 和 (dx"), ， (5-1-10) 

简写 为 四 = 中， dr 入 … 和 dx". (5-1-10") 
上 式 也 可 这 样 理解 M 中 任 一 点 p 的 所 有 n 形式 的 集合 是 1 维 矢量 空间 ， 只 有 一 
个 基 矢 ， 可取 为 dx ^ … 和 dx” 1, ， 式 (5-1-10') 就 是 w1, 用 这 一 基 矢 的 展开 式 ， 注 
意 ， 展 开 系数 @..,, 对 不 同 点 可 以 不 同 ， 因 而 是 坐标 域 上 的 函数 ， 也 可 表 为 坐标 的 
n 元 函数 @.(x ,x ). 

我 们 以 Aw (0 代表 WM 上 全 体 1 形式 场 的 集合 . 

定义 3 流 形 M 上 的 外 微分 算 符 (exterior differentiation operator) 是 一 个 映射 
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d: Ay (1) 一 Awy (1+1) ， 定 义 为 
(do)jse ae := (+DVUews ao]， (5-1-11) 
其 中 Vo 可 为 任 一 导数 算 符 (因由 C's=Cs 可 证 对 任意 Va 和 Va 有 Vip@.， 
= Vip@.])， 可 见 在 定义 外 微分 之 前 无 须 在 M 上 指定 导数 算 符 ( 及 任何 其 他 附加 结 
构 ， 如 度 规 .，). 
例 1 §2.3- 曾 定 义 过 (df)4s， 由 式 (3-1-]) 又 知 (df)s =Vaf ， 可见 (df)a 就 是 
fe Am(0) 的 外 微分 ， 这 正 是 当时 用 符号 df 的 原因 . 
把 1 形式 场 @ 写成 对 偶 坐 标 基 矢 的 展开 式 (S$-1-8) 的 一 个 好 处 是 便于 计算 dmw， 
请 看 如 下 定理 : 
定理 5-1-4 设 w .。=> 0 (dr) 和信 … 入 (dx#)。， 则 
GC 


(dw)pa .ae = 2 (do ) 和 人 (dx) 入 … 人 (dx®), . (5-1-12) 


证 明 习题. 提示 : 选 该 坐标 系 的 普通 导数 算 符 9, 作为 式 (5-1-11) 的 Vo ， 口 
定理 5-1-5 dod=0. 
证 明 选任 一 坐标 系 的 导数 算 符 0, 作为 式 (5-1-11) 的 V。， 便 有 
[ddo)]opa.a = (I+ 2+ DO .a = +2 + .1 =0 ， 
其 中 第 二 步 用 到 定理 2-6-2(b)， 第 四 步 用 到 $3.1 的 0,05T .=0. DD 
定义 4 设 @ 为 M 上 的 1 形式 场 .@O 叫 闭 的 (closed)， 若 do@=0; w 叫 恰当 的 
(exacb ， 知 存在 ! -1 形式 场 w 使 w = dw. 
注 1 定理 5-1-5 亦 可 表述 为 : 若 中 是 恰当 的 ， 则 w 是 闭 的 . 然而 ， 要 使 逆 命 
题 成 立 则 还 须 对 流 形 M 提出 一 定 要 求 ( 略 ). 平凡 流 形 RR" 满足 这 一 要 求 , 而 流 形 一 
定局 域 平凡 , 所 以 对 任意 流 形 M 而 言 , 闭 的 1 形式 场 至 少 是 局 域 恰当 的 . 就 是 说 ， 
设 四 是 流 形 M 上 的 闭 的 1 形式 场 , 则 M 的 任 一 点 p 必 有 邻 域 N, 在 N 上 存在 /1-1 
形式 场 h4 使 w= dy. 
推论 5-1-6 当 M= 有 R 时 ,定理 5-1-5 及 其 逆 定 理 给 出 普通 微 积分 的 下 述 命题 : 
给 定 函 数 X(x, y) 及 了 (x, y)， 存 在 函数 f(x, yy) 使 f=Xdx + Ydy 的 充 要 条 件 是 
OX /dy =0Y/0x. 


证 明 由 定理 5-1-4 可 知 1 形式 场 Xdx + Ydy 的 外 微分 为 


d(Xdx+Ydy)=dX 和 dx+dY 和 dy = 0 入 dx 二 人 人 dy 
Ox Oy Ox Oy 
a .9 dx 入 dy. (S-1-13) 
Oy Ox Ox 0y 


(A) 寿 存 在 函数 使 1 形式 等 式 d= Xdx+ Ydy 成 立 ， 则 由 式 (5-1-13) 得 
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时 -到 dx 和 人 dy=ddf =0 ， 
》 


故 0Xy=687/6x . 

(B) 车 0X/0y=07/0x ， 则 由 式 (5-1-13) 得 d(Xdx+ Ydy)=0， 即 1 形式 场 
Xdx + Ydy 为 团 ， 于 是 Xdx + Ydy 为 恰当 ， 即 存在 函数 /使 Xdx + Ydy = df. 口 
[选读 5-1-2] 

所 谓 某 性 质 在 流 形 M 上 局 域 成 立 ， 是 指 Vpe M 9p 的 邻 域 N 使 该 性 质 在 N 
上 成 立 . 重要 的 是 Vp e M 都 有 这 样 的 N， 可见 “局 域 成 立 ” 不 是 只 在 某 个 局 域 成 
立 而 在 他 处 不 成 立 .“ 局 域 ” 一 词 的 要 害 是 强调 在 全 流 形 M 上 (整体 地 ) 未 必 成 立 . 效 
举 3 例 以 助理 解 . 

1. 常 听 说 “任何 流 形 M 局 域 看 来 都 像 恨 " ”， 其 准确 含义 就 是 : M 的 任 一 点 
P 都 有 坐标 邻 域 O 使 得 存在 同 胚 (后 又 升格 为 微分 同 胚 ) 映射 Ww : O 一 w[O]c R”， 
可 见 O 与 w[O]“ 像 得 不 能 再 像 ” 总 可 选 0 使 w[O] 同 肛 于 了 下" , 故 M 局 域 看 来 像 
取 .但 M 整 体 看 来 未 必 像 尺 " ， 即 未 必 存 在 从 M 到 到" 的 微分 同 胚 映射 . 

2. “ 闭 的 1 形式 场 @ 是 局 域 恰 当 的 ”是 指 Vp eM 9p 的 令 域 N, NN 上 有 [1-1 
形式 场 L 使 @=dJ .但 MM 上 未 必 存 在 一 个 统一 的 1-l 形式 场 K 满 足 四 = dm . 

3.“ 莫 比 乌 斯 带 ( 见 图 5-3) 局 域 像 C”( 柱 面 )” 是 指 Vpe M 3p 的 开 邻 域 N 使 N 
与 C 的 一 个 开 子 集 微分 同 胚 . 但 不 存在 从 整 条 英 比 乌 斯 带 到 C? 的 微分 同 胚 映射 

以 上 3 例 涉及 的 性 质 都 只 局 域 地 成 立 ， 可 见 分 清 局 域 性 质 与 整体 性 质 的 重要 
性 . [选读 5-1-2 完 ] 


$5.2 流 形 上 的 积分 


先 以 3 维 欧 氏 空间 (R2, 6,,) 为 例 . 设 五 为 矢量 场 , 工 为 光滑 曲线 , 5 为 光滑 曲 
面 .在 指定 民 的 方向 (图 5-1 中 箭头 ) 和 3 的 法 向 (图 5-2 中 的 箭头 元 ) 之 前 ， 积 分 
站 ,5-7 和 几 .5.43 都 只 唯一 确定 到 差 一 个 负 号 的 程度 ， 要 完全 确定 这 两 个 积分 


束 要 指定 工 的 方 咎 和 5 的 法 向 ， 推 而 广 之 ,计算 任意 流 形 上 的 积分 之 前 应 指定 该 
流 形 的 “ 定 丫 ”然而 并 非 所 有 流 形 都 是 可 定向 的 . 


> 


图 5-1 欧 氏 空间 的 曲线 .箭头 为 指定 积分 方向 ” 图 5-2 欧 氏 空间 的 曲面 . 元 是 指定 法 向 
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定义 1 n 维 流 形 称 为 可 定向 的 (orientable), 若 其 上 存在 C 且 处 处 非 零 的 n 形 
式 场 &. 

例 1 RR 是 可 定向 流 形 ， 因 为 其 上 存在 C” 的 3 形式 场 a=dx 和 人 dy 人 dz ,其 中 
XxX，y，Z 为 自然 坐标 . 

例 2 莫 比 乌 斯 带 (Mobius strip) 是 不 可 定向 流 形 (图 5-3). 


图 5-3 英 比 马 斯 带 (不 可 定向 流 形 一 例 ) 


定义 2 若 在 n 维 可 定向 流 形 M 上 选 定 一 个 C" 且 处 处 非 零 的 n 形式 场 a, 就 
说 M 是 定向 的 (“ 已 经 定向 ”之 意 )， 设 sl 和 8 是 两 个 C 且 处 处 非 零 的 nn 形式 场 ， 
知 存 在 处 处 为 正 的 函数 疡 使 = ne， 就 说 el 和 22 给 出 1M 的 同一 个 定向 . 

注 1 从 给 出 M 的 定 问 这 个 角度 看 ， 满 足 &1 = he，(h > 0) 的 sl 和 &2 是 等 价 
的 .由 于 维 流 形 M 上 每 点 的 全 体 n 形式 的 集合 是 1 维 矢量 空间 [ 见 式 (5-1-4)]， 
任意 两 个 nn 形式 场 &1 和 &; 必 有 关系 &1 = hes,, 其 中 hh 是 M 上 的 函数 . 若 E1 和 2 处 
处 非 零 ， 则 h 处 处 非 零 ; 车 a1 和 62 为 C "的, 则 hh 为 C? 的 . 对 连通 流 形 " 来 说 (我 
们 只 讨论 连通 流 形 ), 一 个 处 处 非 零 的 连续 函数 只 能 处 处 为 正 或 处 处 为 负 ， 可见 连 
通 流 形 只 能 有 两 种 定向 . 

定义 3 M 上 选 好 以 a 为 代表 的 定向 后 ， 开 域 OcM 上 的 基底 场 {(e,)?} 叫做 
以 = 衡量 为 右手 的 (right handed)， 若 O 上 存在 处 处 为 正 的 函数 h 使 se=h(e')。 ^ 

… 入 (e”)。，, 其 中 {(e*)。} 是 {(e,)*} 的 对 偶 基 ( 否 则 称 为 左手 的 ). 一 个 坐标 系 叫 右 


( 左 ) 手 系 ， 知 其 坐标 基底 是 右 ( 左 ) 手 的 . 
下 面 介绍 n 维 定向 流 形 M 上 的 n 形式 场 @ 的 积分 . @ 可 用 对 偶 坐 标 基 矢 的 枫 
形 积 dx 和 人 … 和 dx" 展开 为 [ 见 式 (5-1-10)] 


=.., (x, x") dx 人 + 入 dx" ， (5-2-1) 


中 ”拓扑 空间 (X,.9 ) 称 为 连通 的 ， 若 它 只 有 两 个 既 开 又 闭 的 子 集 ($1.2 定 义 7); 称 为 弧 连 通 的 (arcwise 
connected)， 若 X 的 任意 两 点 可 被 一 条 在 X 中 的 连续 曲线 连接 ， 流 形 称 为 连通 的 (或 弧 连通 的 )， 若 其 底 拓扑 空间 是 
连通 的 (或 弧 连 通 的 ). 对 拓扑 空间 ， 弧 连通 必定 连通 ,但 连通 不 一 定 弧 连通 (存在 “ 擦 边 性 ”反例 )， 对 流 形 ， 弧 连 
通 与 连通 等 价 [ 见 Abraham and Marsden(1967) 命 题 A7.8]. 
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可 见 每 一 形式 场 @ 在 坐标 域 上 给 出 一 个 n 元 函数 @..,, (x ,…,x") ， 我 们 就 把 这 
个 nn 元 函数 的 普通 n 重 积 分 称 为 n 形式 场 @ 的 积分 ， 准 确定 义 如 下 : 

定义 4 设 (0,w) 是 nn 维 定向 流 形 M 上 的 右手 坐标 系 ， 中 是 开 子 集 CCO 上 
的 连续 n 形式 场 ， 则 四 在 G 上 的 积分 Gintegral) 定 义 为 


| oa = or (dd (5-2-2) 
G w[C] 


上 式 右 边 是 z 元 函数 wm， (xz ,…, x") 在 R" 的 开 子 集 w[G] 上 的 普通 积分 ,” 早已 有 
定义 . 

注 2 

( 为 说 明定 义 4 的 合理 性 ， 还 应 证 明 四 在 G 上 的 积分 与 所 选 右手 坐标 系 无 
关 . 仅 以 n=2 为 例证 明 如 下 ， 对 一 般 情 况 的 推广 由 读者 完成 . 

设 (0,w) 和 (0', y) 为 右手 坐标 系 ， 满 足 GcOmO' ， 两 系 坐 标 分 别 记 作 > ， 
x 和 x' 、 x i 则 

@ = dx! 和 Adx? = wisdx" Adx". 


令 | c | a Coes (| ,0)=| viol 全 eg 


( | @) = | @. (S-2-3) 
1 px Ox” Ox Ox 
由 张 量 变换 律 知 w1, = 2 一 A ~ Op Ta 1 A ~ 21 = oo | 其 中 
an on 
Up/ Ox'! Ox’ 
ao | == 
人 
ax! Bx 


是 这 个 坐标 变换 的 雅 可 比 行 列 式 ， 根 据 多 元 微 积分 学 的 熟知 法 则 ， 


dxidx = ,det(Ox: /Ox ) dx' dx'” = W'sdx' dx , (5-2-4 
vtGl 2 | yIG] 玫 | | ytG] 1 O79 


故 式 (5-2-3) 得 证 . 

然而 ,如 果 {x*} 和 {x“} 分 别 是 右 、 左 手 系 ， 则 det (Gx“/9x”)<0， 由 多 元 微 
积分 可 知 式 (5-2-4) 的 第 一 个 等 号 右边 的 det (Gx“/6x”) 应 改 为 ldet (0xz /8r )| 
= 一 det (Gx“/0x”) ， 故 式 (5-2-4) 变 为 
| oo de? =-| 0 odet (Ox /Ox") dxdx2 =- wdx'dx?. (5-2-5) 


w'[G] 


QD 指 Riemann 或 Lebesgue 积分 . 
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因此 ， 为 了 定义 出 同一 积分 ， 当 {x*} 是 左手 系 时 应 把 | 四 定义 为 


[os=-{ or C0, dd (5-2-6) 
C yw[G] 


(2) 一 个 坐标 系 是 右手 系 还 是 左手 系 取决 于 流 形 所 选 的 定向 ， 故 由 式 (5-2-2) 
和 (5-2-6) 定 义 的 」 四 是 依赖 于 由 = 所 给 出 的 定向 的 ， 定 向 改变 后 积分 变 号 


(G) 定义 4 只 定义 了 四 在 坐标 域内 开 子 集 G 上 的 积分 . 四 在 全 流 形 M 上 的 积分 
 ， @ 可 由 局 部 积分 “缝合 "而 成 ,其 定义 涉及 “单位 分 解 ", 从 略 [可 参见 Wald(1984)]. 
设 5, M 是 流 形 , 维 数 分 别 是 1 和 n(>D), 8 : 8 -> M 是 圣人 ( 见 84.4). 因为 [5] 
是 子 流 形 ， 当 然 可 谈 及 其 上 的 1 形式 场 y 的 积分 (定义 4 适用 )， 然 而 ， “4[3] 庙 
入 在 M 内 ”的 事实 导致 “GLS] 上 的 1 形式 场 ” 具 有 两 种 可 能 含义 ， 正如 “GL[S] 上 
的 矢量 场 ”" 有 切 于 和 不 切 于 YLS] 之 分 那样 “GLS] 上 的 1 形式 场 ” 也 可 分 为 “ 切 于 ” 
和 不 “ 切 于 ”#4[LS] 两 种 准确 地 说 ，G[S] 上 的 1 形式 场 4 称 为 “ 切 于 ”4[S] 的 ， 
如 果 Vq ep[5S] ，pl 是 Ws( 而 非 Vy) 上 的 1 形式 (能 把 Wi 的 任意 ! 个 元 素 变 为 一 个 
实数 的 线性 映射 )“ [5] 上 的 形式 场 ” 既 可 能 是 “ 切 于 ”多 3] 的， 也 可 能 不 是 
“ 切 于 ”4[LS] 的 . 因为 谈 及 1 形式 场 在 GLS] 上 的 积分 时 是 把 G1S] 作为 独立 流 形 看 
待 的 (不 顾及 它 “ 外 面 ”的 情况 )， 所 以 只 有 “ 切 于 ”9[S] 的 1 形式 场 jy 的 积分 才 
有 意义 . 不 过 , 既然 g[S] 上 的 、 不 “ 切 于 ”9[S] 的 1 形式 场 是 能 把 每 点 g eb[S] 
的 Va( 而 不 只 是 Wa) 的 任意 ! 个 元 素 变 为 一 个 实数 的 线性 映射 ， 而 W 无非 是 Vi 的 
子 空间 ， 只 要 把 的 作用 范围 限制 在 W, 便 得 到 一 个 “ 切 于 ”9[S] 的 1 形式 场 ， 
我 们 把 它 记 作 及， 并 称 之 为 4 的 限制 准确 说 来 有 如 下 定义 : 
定义 5 设 ji.. 是 1 维 子 流 形 G[S]cM 上 的 1 形式 场 . pLS]( 看 作 脱离 M 而 
独立 存在 的 流 形 ) 上 的 1 形式 场 &..。 称 为 1 ..。 在 LS] 上 的 限制 (restriction)， 若 
aa lg WT WI = aa lg WI) Ww)®, 
vgeg[S], (WwW),…,(w) eW,. (5-2-7) 
今后 凡 谈 及 1 形式 场 w 在 ! 维 子 流 形 g[LS] 上 的 积分 时 ,一 律 理解 为 的 限制 及 
的 积分 ， 即 总 把 | 理解 为 | 所 


4[S] gs] 


$5.3 ”Stokes 定理 


3 维 欧 氏 空间 的 Stokes 定理 
S L 
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和 Gauss 定理 
中 CC dy = 利 ， 也 .元 d5 

的 共性 是 反映 区 域 上 的 积分 和 它 的 边界 上 的 积分 的 联系 .在 介绍 一 般 的 Stokes 定 
理 前 ， 先 引入 “ 带 边 流 形 ”的 概念 . 半 维 带 边 流 形 的 最 简单 例子 是 

Rn := {(xl,.…,x")eR"lx' < 0}, 
其 中 如,…, 妈 是 自然 坐标 ,由 交 = 0 的 所 有 点 组 成 的 子 集 叫 以 ”的 边界 ， 它 本 身 是 
个 n-1 维 流 形 ( 其 实 就 是 R”')， 推 广 至 一 般 情况 ，n 维 带 边 流 形 (manifold with 
boundary) N 与 n 维 流 形 定义 相仿 ， 只 是 把 该 定义 中 的 民 " 改 为 R”， 即 入 的 开 覆 盖 
{0,} 的 每 一 元 素 O04 都 应 同 胚 于 R” 的 一 个 开 子 集 , N 中 全 体 被 映 到 x = 0 处 的 点 
(例如 图 5-4 的 站 组 成 N 的 边界 ， 记 作 3N .请 注意 0N 是 n -1 维 流 形 ; 
i(N)=N 90N 是 n 维 流 形 . 例如 ，R 中 的 实心 球体 B 是 3 维 带 边 流 形 ， 其 边界 
(2 维 球面 S$) 是 2 维 流 形 ，i(B) 则 是 3 维 流 形 . 


图 5-4” 带 边 流 形 入 示 意 , p 为 边界 点 
定理 5-3-1(Stokes 定理 ) 设 n 维 定向 流 形 M 的 紧 致 子 集 N 是 个 n 维 市 边 流 
形 ，@ 是 M 上 的 n-1 形式 场 (可 微 性 至 少 为 C)， 则 


| jw dm= | 四， (5-3-1) 


证 明 ” 见 微分 几何 教材 . 口 
注 1 把 M 的 定向 e 限 制 在 W 上 便 得 到 N 的 定向 , 仍 记 作 s ， 它 在 六 的 边界 

5N (M 中 的 超 曲面 ) 上 自然 诱导 出 一 个 定向 , 记 作 互 ， 是 束 .。 的 简写 . 仅 以 R” 
为 例 介绍 ,这 时 M = R? ，N = 了 2 ，8N ={(z zx)1z=0. 设 及 (因而 及 一) 的 定 
向 为 E，= (dz A(dr2)) ， 则 {z, z2} 以 sm 衡量 为 右手 系 . 因 x bw=0, 把 x 开除 
后 所 得 的 {x2} 便 是 9N 的 一 个 坐标 系 . 我们 这 样 定义 6N 的 诱导 定向 束 ， 使 坐标 
系 {z2} 以 豆 衡 量 为 右手 系 ， 选 豆 = (dx ), 便 可 满足 这 一 要 求 . 诱导 定向 的 这 个 基 
本 要 求 可 以 推广 到 任意 带 边 流 形 N [ 详 见 Wald(1984)P.431]， 式 (5-3- 了 有 ) 左 边 是 n 形 
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式 场 do 在 nn 维 流 形 i(N) (以 ge 为 定向 ) 上 的 积分 ， 右边 是 n-1 形式 场 g 在 n-l 维 
流 形 9N (以 E 为 定向 ) 上 的 积分 . 

例 1 设 4 是 2 维 欧 氏 空间 的 矢量 场 , 是 R” 中 的 光滑 闭合 曲线 ，5 是 由 工 
包围 的 开 子 集 ( 见 图 5-53)，x ,x 为 笛 卡 儿 坐 标 ， 则 熟知 的 2 维 欧 氏 空间 Stokes 定 
理 (又 称 Green 定理 ) 为 

中 (0A2 /0x! —0A1/0x?)dxidx? = 由 Ad1. (5-3-2) 


图 5-5 2 维 欧 氏 空 间 的 Stokes 定理 
现在 说 明 上 式 是 定理 5-3-1 的 特例 . 令 M= R? ， 则 SUL 可 充当 定理 5-3-1 
的 N,， 其 中 8S 和 工 分 别 充当 i(N) 和 3N .用 欧 氏 度 规 5,, 把 42 变 为 1 形式 场 
A =6454”， 则 hs 可 充当 定理 5-3-1 的 @. 把 4 用 笛 卡 儿 系 对 偶 坐 标 基 矢 展开 ， 
®=A,=A,(dx )。， 则 


54 
do=dhy Ad =—L dr Adxt = de Ad + ob gx dx? 
Ox Ox Ox 


所 以 式 (5-3-2) 左 边 可 表 为 | ， dw , 即 是 式 (5-3-1) 左 边 的 特例 . 另 一 方面 , 式 (5-3-1， 
右边 为 | 四 = | ， . 选 线 长 1 为 工 的 局 部 华 标 ， 按 式 (5-2-1) 把 必用 坐标 基 撩 展 
为 6 = 扩 (1) (d1)。， 两 边 与 (9/91)* 缩 并 得 
6 (1) = 6,(0/01)° = w, (0/01)" = A,(0/01)° =A, ， 
故 避 = 44d1 ， 于 是 式 (5-3-2) 右 边 可 写 为 
,Adl= | 0 (5-3-3) 

可 见 式 (5-3-2) 是 式 (5-3-1) 的 特例 . 
[选读 5-3-1] 

式 (5-3-3) 的 推导 中 有 一 点 要 讲 清楚 . | 只 的 积分 域 是 闭合 曲线 L， 这 是 个 1 


维 非 平凡 流 形 ， 至 少 要 用 两 个 坐标 域 履 盖 ， 因 此 应 先 对 每 个 坐标 域 做 局 部 积分 再 
“缝合 ”， 幸 好 现在 可 做 简单 处 理 : 设 是 工控 去 一 点 所 得 流 形 ， 则 它 可 用 一 个 
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坐标 域 履 盖 ， 但 挖 去 一 点 不 影响 积分 值 ， 故 推导 成 立 . [选读 5-3-1 完 ] 
以 上 介绍 了 微分 形式 在 流 形 上 的 积分 及 有 关 定 理 . 为 了 讲解 函数 在 流 形 上 的 
积分 ，$5.4 先 介 绍 体 元 的 概念 . 


$5.4 体 元 


定义 1 nn 维 可 定向 流 形 M 上 的 任 一 个 Cc" 而且 处 处 非 零 的 4 形式 场 s 称 为 一 
个 体 元 (volume element). 

注 1 体 元 与 定向 的 区 别 在 于 : 若 s1 和 es。; 是 两 个 C 且 处 处 非 零 的 n 形式 场 ， 
而 且 有 处 处 为 正 的 函数 h 使 8 =he, ， 则 el 和 ,代表 同一 定向 ,但 只 要 6 #6 ， 
它们 就 是 两 个 不 同体 元 ， 对 可 定向 连通 流 形 ， 定 向 只 有 两 个 ， 而 体 元 却 有 无 限 多 
个 . 谈 及 和 定 回流 形 上 的 积分 和 体 元 时 不 要 求 流 形 上 选 定 度 规 场 ， 这 时 体 元 的 选择 
十 分 任意 (只 有 一 个 要 求 ， 就 是 体 元 与 定向 相 容 ， 即 代表 体 元 的 e 与 代表 定向 的 
5 之 间 的 乘 子 为 正 ，)， 没 有 一 个 与 众 不 同 的 体 元 ， 然而， 如 果 流 形 上 给 定 了 度 规 
场 g,, ， 便 存在 选择 特定 体 元 的 自然 方法 . 

先 考虑 带 度 规 gw 的 2 维 定向 流 形 . 设 & 为 任 一 体 元 , 则 ae"% = 8 人 
gsb, 有 意义 ， 且 ae"”%& 是 标量 场 ， 可 借 任 一 基底 计算 ， 我 们 用 正 交 归 一 基 
底 . 辱 gw 为 正定 度 规 ， 则 


CI102 — FHV SA2V2 11 «22 22 cii 2 
E "Eaa=0" 0 6 v6 =0 0 EpoEo2+O 6 621621 =2(812) . 


各 8ab 为 洛 伦 兹 度 规 ， 则 
2 ?Emo 二 1 1 5i25i2 +71 021621 =—2 (612). 
推广 至 市 任意 度 规 gas 的 n 维 流 形 有 
a (1):n | 人 
其 中 sm 是 so 在 正 交 归 一 基底 的 分 量 , s 是 gw 在 正 交 归 一 基底 的 分 量 中 -1 的 
个 数 ， 例 如 正定 度 规 有 s = 0， 洛 伦 兹 度 规 有 s = 1. 所 谓 借用 度 规 选择 一 个 特定 的 
体 元 ， 是 指 规定 体 元 e .。 在 正 交 归 一 基 {(e“)。} 的 分 量 满足 如 下 的 简单 性 要 求 ， 


SL.n =+1, (5-4-1) 
即 
54..0, = 二 (e )a 入 … 和 (e")。 (对 正 交 归 一 基 )， (5-4-2) 
这 相当 于 要 求 
0 =(—1)'n!. (5-4-3) 


满足 上 式 的 6. 称 为 与 度 规 gas 相 适 配 ( 相 容 ) 的 体 元 .上 式 只 把 体 元 确定 到 差 一 
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个 负 号 的 程度 , 加 上 “ 体 元 与 定向 相 容 ” 的 要 求 才 确定 唯一 的 体 元 . 于 是 式 (5-4-2) 
右边 的 + 和 一 号 分 别 对 应 于 右手 和 左手 正 交 归 一 基 . 

小 结 涉及 积分 时 ， 我 们 只 关心 可 定向 流 形 M. 首先 选 好 一 个 定向 使 M 成 为 
定向 流 形 ， 任 一 基底 的 右 ( 左 ) 手 性 由 所 选 定向 规定 ， 没 有 度 规 场 ga (或 其 他 可 次 
利用 的 几何 结构 ) 时 ， 体 元 相当 任意 , 但 要 求 与 定向 相 容 . 指定 gw 后 , 体 元 oa 
由 gow 以 及 “ 体 元 与 定向 相 容 ”的 要 求 唯一 确定 , 简称 适 配 体 元 .今后 如 无 特别 声 
明 ， 在 有 度 规 时 提 到 体 元 都 指 这 个 唯一 的 适 配 体 元 

在 3 维 欧 氏 空间 (R， 6,) 中 任 取 一 个 符合 直观 含义 的 右手 笛 卡 儿 系 {x，y,， 2] 
并 指定 3 形式 场 a= dx 人 dy 人 dz 为 定向 , 则 {x, y, z} 按 $5.2 定义 3 就 是 以 = 衡量 的 
右手 系 . 把 =dx 和 人 dy 和 dz 与 式 (5-4-2) 对 比 可 知 s 是 适 配 体 元 . 设 G 是 及 的 开 子 
集 且 普通 积分 | 用 dxdy dz 存在 ， 则 此 积分 自然 代表 G 的 体积 ( 按 普通 微 积分 学 的 
体积 定义 ). 另 一 方面 , 由 85.2 定义 4 可 知 3 形 式 场 s 在 GcR 上 的 积分 | e 正 是 
咱 ,axayaz , 可见 | = 就 是 G 的 体积 . 推广 至 任意 带 正定 度 规 gu 的 定向 流 形 N， 
设 a 为 适 配 体 元 , 若 |s 存在 ,就 称 它 为 N 的 (用 gw 衡量 的 ) 体 积 (对 1, 2 维 流 形 


又 分 别 叫 长 度 和 面积 )、 这 可 看 作 把 & 称 为 体 元 的 由 来 . 

定理 5-4-1 设 为 适 配 体 元 ，{(ey)} 及 {(e*)s} 为 基底 及 其 对 偶 基 底 ，g 为 
8 在 此 基底 的 分 量 组 成 的 行列 式 ，18 1 为 8 的 绝对 值 ， 则 ( 式 中 +、- 号 分 别 适 用 于 
右手 和 左手 基底 ) 


Er .wa =+ gl(e), A A(e”), . (5-4-4) 
证 明 [ 选 读 ] 由 式 (5-4-3) 知 6 及 gab 在 所 给 基底 的 分 量 满足 
(—1)*n | 去 Eee 二 gl i 2 (S-4-5) 


上 式 右 边 应 理解 为 对 J,…, 1 及 VI,…,V 中 的 每 一 个 都 从 1 到 n 求 和 .考虑 到 
Ev..v, 和 6 .i 的 全 反 称 性 ,上 述 求 和 简化 为 对 排列 的 求 和 . 准确 地 说 ,以 >, 
i; TCM ) 
代表 对 ] ， 2 的 本 9 n 的 所 有 排列 求 和 ， 则 
式 (5-4-5) 右 边 = >， .ee 
RM) TO ) 


过 Mlo ta2 0 13... ohnn 
= 2, ge 8 gg 6 ne 


TCM) 

2 J 3 本 
十 > 8 名 gg rb on (5-4-5") 
TAN) 


上 式 右 边 共 有 nl 项 ， 以 2 代表 Levi-Civita 记号 ， 即 
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+1， ( 当 W…J 是 1,2,…,n 的 一 个 偶 排列 )， 
Bp 三 1 一 1， ( 当 1…A 是 1,2,…,n 的 一 个 奇 排列 )， 
0， ( 当 L,…, 4 中 有 两 个 相等 ) ， 
有 Ep = £123.. n EN 再 把 3 简 记 为 2, > 则 


TCM ) 
式 (5-4-5') 右 边 第 一 项 


2 jp3 pna 四 v 
= (6€123..n) Oe Ope eg A nn =(61..n) det(8”′ ) ， 


其 中 det(g“ ) 代 表 矩 阵 (g ) 的 行列 式 ( 最 末 一 步 用 到 行列 式 的 定义 )， 而 
式 ($-4-$/) 右 边 第 二 项 


ce Mg /lg 133 Hnn 
2.8 “8 6123-.nE 1 p044…h, 


a 2 M2 tl Hs3.,.. oHnnA 
=— (6123..n) 8 8 8 8 Eph 
nT 


要 2 L2Hl ,13 Hnn A 
(Gr) 8 8 8 8 Empp 


区 2 ieg /229 /3 Hnn A 
(el mn 2 8 “68 Epop3 “HH 


=(€1.,) det(g”). 
同 理 可 证 式 (5-4-5') 右 边 每 一 项 都 等 于 (&1.,) det(g“). 注意 到 该 式 右边 共有 nl 项 ， 
代 回 式 (5-4-5) 便 得 (-])*n1=(n1) (ei.n) det(g*) ,或 (-07= (Ga) det(g””) . 纸 阵 
(8jwv) 与 (8g8”) 互 逆 导 致 det(g“”)=1/det(g,y)=1/8g . 代入 上 式 得 


(-] 8 (£1.,), 61..n 三 土 |g 
故 有 式 (5-4-4). 口 
注 2 对 正 交 归 一 基底 有 lg1=1 ， 故 式 (5-4-4) 回 到 式 (5-4-2). 
定理 5-4-2 设 Va 和 2 分 别 是 与 度 规 相 适 配 的 导数 算 符 和 体 元 ， 则 


YE 一 和 出 (9-4-0) 
证 明 . 由 Vsgac =0 及 式 (5-4-3) 得 s%%V5ee .。 =0， 于 是 对 任 一 矢量 场 必 有 
BY (5-4-7) 


因 M 中 任 一 点 的 形式 的 集合 是 1 维 矢量 空间 ， pe ed n 形式 只 能 差 
到 一 个 乘 子 h (对 不 同 点 h 可 不 同 )， 因 此 wy5ss ..。= hs.…。 .代入 式 (5-4-7) 便 给 


出 h=0， 所 以 Voss.. =0. 因 为 任意 矢量 场 ， nd =0. 口 
下 面 要 证 明 关于 体 元 的 两 个 十 分 有 用 的 等 式 ， 为 此 先 要 证 明 下 述 引 理 . 
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a 

引 理 5-4-3 Ol 6 6 oo] -Hae 64 (5-4-8) 
J j+l n nl! j+l n 

证 明 [ 选 读 ] 只 给 出 主要 步骤 ， 每 步 的 证 明 由 读者 自 补 ， 先 证 


1 
Se en 


5 6%, 0, 了 pO , 


” nl 
推广 至 一 般 为 
6 j 6 j+l Su] = J Slain 9] 
J+1 b, n—(j—1) bjiil b 
于 是 可 证 
Ol 6 Om, 6 Ee 26m) 
, / J ” nn-ln-2 n-j+l itl 3 
N17 
UL LR 口 
nl! j+1 n 
定理 5-4-4 (a) e" 6 =(-1)n!ol®, 6"), ， (5-4-9) 
(b) g% apr ee =(-1)’(n— D1j! 1Oln by, 4 (5-4-10) 


证 明 a “ls ， .1 表 明 se"%6， 对 全 部 上 标 和 全 部 下 标 都 
为 反 称 .不 难 证 明 这 种 (n, n) 型 张 量 的 集合 是 1 维 矢量 空间 ， 而 6 …56“%] 属于 
这 类 张 量 (因为 不 难 证 明 65% …65"“j。=61l。…6%])， 故 任何 这 类 张 量 与 
OO 只 差 一 个 乘 子 ， 从 而 ae a i £6", . 4" 包 缩 
并 ， 左边 结 果 为 (-D)'n!l(-1)*n! ， 右 边 结果 为 i bh KC n! ， 于 是 
KK=(-1)*n! ， 故 得 式 (5-4-9)， 两 边 分 别 对 前 j 个 上 、 下 指标 缩 并 得 


CI . “Qj j+1° . "01 


< "Ea jj bb, = (一 1)” n! 人 人 ‘6m 
oN Qi > 
=(-D’(n- Dom, 6 . 


(其 中 最 末 一 步 用 到 引 理 5-4-3. ) 可 见 式 (5-4-10) 成 立 . 口 


$5.5 ”函数 在 流 形 上 的 积分 ，Gauss 定理 


定义 1 设 s 为 流 形 M 上 的 任 一 体 元 , f 为 M 上 的 C 函数 , 则 f 在 M 上 的 积 
分 ( 记 作 7) 定义 为 "形式 场记 在 M 上 的 积分 ， 即 


| 这 | fs. (5-5-1) 
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由 定义 1 知 函 数 的 积分 与 体 元 的 选择 有 关 ， 只 要 流 形 上 给 定 度 规 ,我 们 约定 
总 是 用 适 配 体 元 来 定义 函数 的 积分 .这样 ， 在 带 度 规 的 定向 流 形 上 ， 函 数 给 定 后 
其 积分 也 就 确定 .以 3 维 欧 氏 空间 (R ,6 ) 为 例 . 设 {z,yz} 为 右手 笛 卡 儿 系 ， 则 
E =dx 人 dy 人 dz 是 适 配 体 元 ， 于 是 (R’,6,,) 上 的 函数 f : 了 一 及 的 积分 按 定义 为 
8 = 上 ,He ， 而 右边 无 非 是 3 形式 场 w= fs 的 积分 ， 按 定义 ($5.2 定义 分， 应 
把 四 用 右手 系 对 偶 基 表 为 式 (5-2-1) 的 形式 . 设 /与 笛 卡 儿 系 {x,y,z} 结合 而 得 的 3 
元 函数 为 F (x, y,z)， 则 
@= F(x, y,z)dx 和 人 dy 和 人 dz [此 即 式 (5-2-1) 在 现在 特例 下 的 表现 ] ， 
故 [f=[fe=fo=)/[F,y, 0) dx dy dz. 


如 果 愿 意 ， 也 可 用 (右手 ) 球 坐标 系 {7,9, 9} 计算 ， 由 线 元 式 ds =dr +r (dO”+ 
sin20 do2) 可 知 g= 玫 sin20 ， 故 由 式 (5-4-4) 知 8=r sin0 dr 和 Ad0 和 人 dp ， 于 是 式 
(5-2-1) 用 于 现在 的 情况 就 是 w=fe=F(r,0,9)r2sin0 drAd9 和 dg [其 中 
F(r,0,9) 是 由 下 与 {7,0,9} 结合 而 得 的 3 元 函数 ]， 故 
[f=|fe =|o= 川 Per 0,9)r2sing drdg dy. 
下 面 介 绍 一 般 形式 的 Gauss 定理 . 读者 熟悉 的 Gauss 定理 是 
,SDav=#p, Arids. (5-5-2) 
上 式 左右 两 边 可 分 别 形象 地 说 成 是 “函数 VA 与 体 元 dV 的 乘积 的 积分 ”和 “ 函 
数 A. 元 与 面 元 (2 维 体 元 ) ds 的 乘积 的 积分 ”下面 分 两 步 证 明 由 Stokes 定理 [ 式 
(5-3-1)] 可 以 导出 一 个 公式 ， 它 把 式 (5-5-2) 作 为 特例 包括 在 内 .第 一 步 是 导出 定理 
5-5-1， 其 左边 可 看 作 式 (5-5-2) 左 边 的 推广 . 
定理 5-5-1 设 和 MM 是 nn 维 定向 流 形 ,N 是 M 中 的 n 维 紧 致 带 边 租 入 子 流 形 ， 
gw 是 M 上 的 度 规 ，e 和 Va 分 别 是 适 配 体 元 和 适 配 导 数 算 符 ，v 是 M 上 的 C' 矢 
量 场 ， 则 
| jw (Vor)e = | a (5-5-3) 
注 1 上 式 左 边 可 看 作 式 (5-5-2) 左 边 的 推广 . 
证 明 n -1 形式 场 @=v exoo ,的 外 微分 do =nVic(v ga.…o,1]) 是 n 形式 
场 ， 其 中 V。 可 为 任意 导数 算 符 . N 中 任 一 点 的 n 形式 的 集合 是 1 维 矢 量 空间 ， 故 
该 点 的 两 个 nn 形式 dw 与 a 只 差 一 个 因子 ， 
nVrcC elplar-a, a heca... 4 
其 中 是 N 上 的 函数 ， 可 求 之 如 下 : i “il 缩 并 ,右边 得 (-1) hn!， 
左边 得 


人 (5-5-4) 
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gcar Gn Vi ep — nelcaran1] V _ (wt 人 
=7E 1 goa VCO =n(-D)’ (nDI6, Vv =(-D) nlVyv, 
[其 中 第 一 步 用 到 定理 2-6-2(a) ， 从 第 二 步 起 约定 V. 与 go 适 配 ， 从 而 有 
VoEa.…a, =0， 第 三 步 用 到 式 (5-4-10). ] 故 h=Vv? ，dw =& Vw? .于 是 Stokes 定 
理 在 现在 的 情况 下 取 式 (5-5-3) 的 形式 . 口 


现在 进一步 把 式 (5-5-3) 右 边 改写 为 同 式 (5-5-2) 右 边 类 似 的 形式 ， 由 于 后 者 涉 
及 边界 S 上 的 体 元 SS， 我 们 先 从 3N 的 体 元 谈 起 ， 此 处 只 讨论 9N 不 是 类 光 超 曲 
面 的 情况 ， 这 时 可 谈 及 3N 的 归 一 化 法 矢 wr， 满足 n*n, = 二 1 ( 见 $4.4). 上 的 度 规 
gob 在 ON 上 的 诱导 度 规 为 ho = gap 干 nany [ 见 式 (4-4-2)]， 把 9N 看 作 带 度 规 ho 的 
n -1 维 流 形 ， 其 体 元 ( 记 作 吉 ..…。 ) 应 满足 两 个 条 件 : 与 9N 的 诱导 定向 ( 记 作 
50.…4, 41， 见 $5.3 注 D) 相 容 ; 的 ) 与 度 规 has 相 适 配 ， 即 
EB. =(-D) (nn-D)!, (5-5-5) 
其 中 &% “mm 是 用 如 对 , 升 指标 的 结果 ,$ 是 has 的 对 角 元 中 负数 的 个 数 . ON 
上 满足 这 两 个 条 件 的 体 元 ….。 称 为 诱导 体 元 , 设 ww 是 SN 的 外 向 单位 法 矢 [以 
i(N) 作 为 内 部 ，“ 外 向 ”有 明确 意义 ，]， 则 诱导 体 元 如 ,与 N 上 体 元 6..。 有 
如 下 关系 (证 明 见 选读 5-5-1): 
Ba (5-5-6) 
[选读 5-5-1] 
现在 证 明 上 式 的 各.…。 ,的确 满足 诱导 体 元 的 两 条 件 . Vg eON , 设 {(e,)“} 是 4 
点 的 右手 正 交 归 一 基底 ， 满 足 (e1) = 到， 则 
Bde = (el 入 … 入 人 (e 入. A J 
由 $5.3 注 1 的 精神 [ 详 见 Wald (1984)P.431] 知 道 (e* 和信.… 人 人 e )。.a 可 充当 点 qeON 
的 诱导 定向 互 .。， 故 
Eapa = 士 Ma 八 Eq..4,， 也 可 写 为 Bo | = 圭 hp Ba...a ，- 
由 此 易 证 珈 .4 ,=pa.a,，， 故 由 式 (5-5-6) 知 名 .a =+1- 本 a， ， 所 以 入 .a 
与 诱导 定向 可.…o， 相 容 ， 即 满足 条 件 (D.， 作为 习题 ， 请 读者 验证 各 。， 
=n 6pa.…o, 也 满足 条 件 回 ， 即 式 (5-5-5)， 请 注意 ,条 件 回 只 把 &..。 确定 到 差 负 
号 的 程度 [ 即 &..4, ,= 一 六 2om .mi 同样 满足 式 (5-5-5)]， 加 上 条 件 ( 才 把 名 .。 完 
全 确定 为 neepa a. [选读 5-5-1 完 ] 
下 面 就 是 把 式 (5-5-2) 作 为 特例 包括 在 内 的 一 般 Gauss 定理 . 
定理 5-5-2(Gauss 定理 ) 设 M 是 nn 维 定向 流 形 ,N 是 M 中 的 n 维 紧 致 带 边 租 
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入 子 流 形 ，gw 是 M 上 的 度 规 ，s 和 Va 分 别 是 适 配 体 元 和 适 配 导数 算 符 ，s 是 ON 
上 的 诱导 体 元 ，9N 的 外 向 法 和 撩 xr 满 足 nns =+1，v 是 M 上 的 C 矢量 场 ， 则 
| (Vav') se =+ vens& (nna =+1 时 取 +，n*ns =-1 时 取 -) (5-5-7) 
i(N) oN 
证 明 由 定理 5-5-1 知 只 须 证 明 [viewoo，=+| ,vnaé . 令 
oN ln oN 


w=v Epa..o，， 注 意 到 $5.2 未 关于 | o=| 已 的 讨论 ， 可 知 此 处 的 
g[S] gLS] 


. 23 By 
| : Ebaan 是 指 aN 2 故 只 须 证 明 


By. ,=+v NB a, VgeoN, (5-5-8) 
其 中 民 为 9N 的 单位 外 向 法 和 撩 ， 上 式 两 边 都 是 Ws 上 的 n -1 形式 ， 故 必 有 天 使 
6 .0 = Ky np6 .a ， (5-5-9) 


于 是 只 须 证 明 玉 =+1. 设 {(e0) =n*, (el1)*,…, (e } 是 Vy 的 一 个 右手 正 交 归 一 
基底 ， 用 (el)%*…(e,_1)”! 缩 并 上 式 ， 右 边 给 出 
Kybn,éy.0n 1) =+Kv’ (e ), By.0n 1 = 十 RU ， (5-5-10) 
[其 中 第 一 步 用 到 n, = t(e0) , 第 二 步 用 到 如 下 事实 : 由 诱导 定向 去 的 定义 可 以 证 
明 {(e0)* =n”, (el1)*,…,(e,_1)”} 的 右手 性 (用 定向 se 衡量 ) 保 证 {(e1),…, (en1) } 的 
右手 性 (用 5 衡量 )， 因 而 侣 .1 =1.] 另 一 方面 ， 式 (5-5-9) 左 边 缩 并 结 采 为 
局 
=vheya .a (e0)4 (6 1) "=U en =V E012.(n) =0 » (5-5-11) 
[其 中 第 一 步 用 到 式 (5-2-7)， 第 五 步 用 到 {(e0)* =n”, (e1)*,…, (en_1)"} 的 右手 性 . ] 
对 比 式 (5-5-10) 和 (5-5-11) 得 KK=+1. 口 
注 2 式 (5-5-7) 的 条 件 是 mw 为 9N 的 外 向 单位 法 矢 . 把 规定 改 为 “ 当 nna= +1 
时 wr 朝 外 向 ，nsna = -1 时 wr 朝 内 向 ”， 则 式 (5-5-7) 右 边 的 土 号 消失 ，Gauss 定理 
改 取 如 下 形式 


| (Vav')e = vonoé. (5-5-77) 

i(N) oN 

若 9N 为 类 光 超 曲面 , 即 n*n, =0 , 则 式 (5-5-7) 仍 成 立 , 但 2 要 按 下 式 定义 (证 略 ) 
1 


aa 了 7faea2…on] 


85.6 ”对 偶 微 分 形式 
以 A,(D) 代 表 peM 的 全 部 1 形式 的 集合 ， 则 由 式 (5-1-4) 有 
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11 1! 
/1(7 一 站 1! 
右 M 为 带 度 规 ga 的 定向 流 形 ,g 为 适 配 体 元 , 则 可 用 及 gw 在 Ay(D) 和 Awy(n--1) 
之 间 定 义 一 个 同 构 映射 如 下 : 
定义 1 Ve Ax(1)， 定义 @ 的 对 偶 微分 形式 (dual form)'we Ay (2 -1 为 


dim A,(D) = =dim A,(n—)). 


QI1…Q /1 “一 io | ?9 (5-6-1) 
其 中 ph a ga A 


C1'*'Cl . 


注 1 以 上 定义 的 * 称 为 Hodge star . 不 难看 出 :四 * : Ay (1) 一 Ay (2- 站 是 同 
构 映 射 ， 书 fe. 作为 0 形式 场 ， 其 对 偶 形式 场 按 定义 为 


4 1 
aas 


即 f 等 于 与 度 规 适 配 的 体 元 se 的 f 倍 , 因此 可 以 说 函数 f 的 积分 定义 为 其 对 偶 形 式 
场 的 积分 ， 对 上 式 再 取 * 得 


FE) = fe es, = C1). 


[其 中 第 三 步 用 到 式 (5-4-3). ] 这 一 结果 可 推广 为 如 下 定理 : 

定理 5-6-1 "w=(-1D)"" Deg. (5-6-2) 

证 明 习题 . 口 

现在 用 微分 几何 观点 重新 观察 早已 熟悉 的 3 维 欧 氏 空间 (R;, 5,,) 上 的 矢量 代 
数 和 矢量 场 论 ( 其 中 M 就 是 R*). 

(D 为 什么 过 去 从 未 听 说 过 1、2 和 3 形式 场 ? 首先 , 利用 欧 氏 度 规 &o 可 把 对 
偶 矢量 场 @w 变 为 矢量 场 w” =5”w, ， 从 而 消除 了 使 用 1 形式 场 的 必要 性 . 今后 在 
只 涉及 (RR, 6,,) 时 将 不 再 认真 区 分 上 下 标 ， 其 次 ， 由 于 n=3，Ayy (2) 与 hy (1) 维 
数 相同 并 可 用 同 构 映 射 * : /My (2) = A (1) 把 @ e /A (2) 与 @ e Ay (1) 认同 ， 从 而 
消除 了 使 用 2 形式 场 的 必要 性 ， 类 似 地 ，4w (3) 与 Awy (0) 维 数 相 同 并 可 用 同 构 映 
射 *: hy(3) 一 An(0) 把 we Ay(3) 与 we Ay(0) 认 同 ,而 后 者 (0 形式 场 ) 就 是 R3 
上 的 函数 .可见 3 维 欧 氏 空间 的 微分 形式 场 都 可 由 函数 和 矢量 场 代 替 . 

(2) 现在 讨论 矢量 代数 的 点 乘 和 又 乘 运算 . 把 矢量 A 和 分 别 记 作 A" 和 Bs. A 
和 B 的 点 乘积 A.B 自然 就 是 A,8* ,但 对 又 乘积 Ax 如 何 理解 ? 令 

Wap=A 人 B=24B, (其 中 A =6,,A4?, B,=6,,B".)， 


Ea = Bsa. 


则 + = 5 Ogipc =E A B= 8, 42B2 ， (5-6-3) 


其 中 se 是 欧 氏 度 规 的 适 配 体 元 ， 设 xz，y，z} 为 右手 笛 卡 儿 坐标 系 ， 则 其 坐标 基 
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底 正 交 归 一 ， 由 式 ($-4-2) 可 知 ejy 在 此 系 的 非 零 分 量 g ji 为 
5123 = 6312 = E6231 = ~6132 = 一 5321 = 6213 =1， 


可 见 E 头 就 是 熟知 的 Levi-Civita 记号 ， 于 是 w, 在 该 笛 卡 儿 系 的 第 上 分 量 为 
‘w=6nAB’, k=1,2,3. (5-6-4) 

上 式 右边 正 是 4xB 按 叉 乘 定义 的 第 上 分 量 (4xB) , 故 AxB 可 看 作 外 (准确 地 说 
是 对 偶 矢 量 名 对 应 的 矢量 )， 而 w=A 和 人 B,， 可 见 对 A 和 B 求 义 积 就 是 先 求 棉 积 
A 入 B 再 求 其 对 偶 形 式 ， 可 直观 地 表达 为 x=*o 人 人. 

(3) 再 从 微分 几何 看 3 维 欧 氏 空间 的 矢量 场 论 。 如 前 所 述 ， 量 场 论 的 V 就 
是 与 欧 氏 度 规 6 适 配 的 导数 算 符 0, ， 涉 及 V 的 公式 原则 上 都 可 用 0, 表 出 .例如 

(a) Vf =0,f; 

(b) V.4=8 4? ; 

(c) VxA= er0,h, [推导 仿 式 (5-6-3)]; 

(d) V.(AB)=0,(A"B); 

(e) VA=0°4’,; 

(f) Vf =0,0°f ; 

(g) V“ 4=8.824”. (5-6-5) 
借用 8 及 抽象 指标 还 可 使 一 些 常用 公式 的 推 证 简化 而 且 理 由 清晰 ， 仅 举 二 例 . 

例 1 用 0, 证 明 


VvV.(AxB)=B.(Vx A)- A.(VxB). ($5-6-6) 
证 明 V.(AxB)=0.(e A B,)=e "(A.B, + B,0.Ah,), (5-6-7) 
而 B.(VxA)=B,(VxA) =B,e""0.h, = B.A,, 
_A.(VxB)=-A (VxB) =-Ae"t0.B, = Ad.B, , 
代入 式 (5-6-7) 便 得 式 (5-6-6). UD 
例 2 用 6 证明 
VA.B)=(A.5)B+(B.5)A+ Ax(VxB)+Bx(Vx A). (5-6-8) 


证 明 式 (5-6-8) 右 边 第 一 项 = A0"B* ， ”右边 第 二 项 = Bs0"A”， 
右边 第 三 项 = Ax(Eed8,B )= eeooc4 (egye0" B°) 
=26%6%A,0"B* =(6%6° -664)As0"B° = As0B" — As0B”, 
同 理 ， 
右边 第 四 项 = B.8?4? - B,0"A”， 
故 
式 (5-6-8) 右 边 = A,0:B* +B,0’A” =82(4.B?)=V(A.D). 口 


.124 . 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


(4) 3 维 欧 氏 空 间 中 的 梯度 、 旋 度 和 散 度 可 用 外 微分 简单 表述 如 下 ， 
定理 5-6-2 设 f 和 A4 是 3 维 欧 氏 空间 的 函数 和 矢量 场 ， 则 
grad f =dy ， curl A =44 ， divA ="d (A). (5-6-9) 
证 明 习题 . 口 
RR 是 平凡 流 形 保证 RR 上 的 闭 形 式 场 必 恰当 ( 见 85.1 注 1)， 再 同 式 (5-6-9) 结 合 
便 很 容易 证 明 (习题 ) 3 维 欧 氏 空 间 场 论 中 并 不 易 证 的 下 列 熟 知 命题 . 
(1) 无 旋 矢 量 场 必 可 表 为 梯度 ， 即 
curlk =0 二 3 标量 场 g 使 E= grady， 
(2) 无 散 和 天 量 场 必 可 表 为 旋 度 ， 即 
divB =0 二 3 矢量 场 4 使 B=curlh. 


$5.7 用 标 架 计算 曲率 张 量 [选读 ] 

导数 痛 符 Vo 的 曲率 张 量 Rope 的 求法 有 两 大 类 ， 第 一 类 借用 坐标 基底 场 ， 第 
二 类 借用 非 坐标 基底 场 . 3.4.2 小 节 已 讲 过 第 一 类 方法 , 其 中 关键 一 步 是 先 来 出 以 
信 坐 标 基底 场 的 体现 ， 即 克 氏 符 太 "or .本 节 讨 论 用 非 坐标 基底 场 计算 Raped 的 方 
法 ， 首先， 也 要 找 出 Va 借 该 基底 场 的 体现 .对 给 定 的 导数 算 符 Va ， 设 {(e,)?} 是 
任 一 基底 场 ， 定 义 域 为 UCM ,其 第 儿 基 矢 场 (e,)” 沿 第 rf 基 矢 场 (e.)* 的 导数 

(er) Vp(ep)* 也 是 U 上 的 矢量 场 ， 故 可 用 基底 场 {(e_)?} 展开; 
(ez) Vilep)” =y°,, (eso), (5-7-1) 
其 中 展开 系数 y% ,i 称 为 联络 系数 (connection coefficients)， 可 看 作 VV 借 基 底 场 
{(ej) |} 的 体现 ， 坐标 基底 场 的 yi 专 记 作 太 "ur ， 不 难 证 明 ( 习 题 ) 这 组 大” ， 正 是 
$3.1 定义 的 克 氏 符 矿 oo 在 该 坐标 基底 场 的 分 量 . 就 是 说 , 克 氏 符 的 坐标 分 量 可 用 


下 去 作为 等 价 定 义 : 
je 
式 (5-7-1) 与 对 偶 基 矢 (e"), 缩 并 给 出 y” ,的 显 表达 式 : 
y" jr =(e")aler) Voile)®. (5-7-3) 
对 给 定 的 Vv,， J 值 ，f 可 从 1 取 到 n， 所 以 (2 Iv, 人 固定 ,f=1 ,…, n} 是 nn 个 实 
函数 / 1，,… ,Vi, 的 集合 ,以 它们 (加 负 号 ) 为 分 量 定义 的 1 形式 (On )。 称 为 Vo 在 
基底 场 {(e,)?]} 的 联络 1 形式 (connection 1-form)， 简 记 作 多 i 
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Oi 7 ,rle )a , (5-7-4) 
注意 ，@w, a 的 下 标 a 是 抽象 指标 , 说 明 它 是 1 形式; J, Vv 是 编号 指标 ,标明 它 是 
第 几 个 联络 1 形式 .由 上 式 及 式 (5-7-3) 易 得 
Or a=—(e ).Va(e,) =(e,) Vale ),, (5-7-5) 

其 中 第 一 步 用 到 (e),(e.)*=69。 [为 证 此 式 ， 只 须 验 证 两 边 作用 于 (es 得 相同 结 

]， 第 二 步 用 到 菜 布 尼 茨 律 和 对 偶 基 底 的 定义 式 (e")e(ew) =5 .所 有 联络 1 
形式 的 集合 {wslJv =1 ,…, n} 可 视 为 Va 借 基底 场 {(e)?} 的 体现 .对 给 定 的 
Va ， 原 则 上 可 任 选 一 个 基底 场 {(e,) } ， 先 计算 Va 关于 该 基底 场 的 全 部 联络 1 形 
式 Oi 。， 再 计算 其 曲率 张 量 . 基底 又 称 标 架 (frame，4 维 标 架 又 专 称 tetrad. )， 在 
许多 情况 下 标 架 又 专 指 非 坐标 基底 . 下 面 介绍 嘉 当 首创 的 用 标 架 计算 曲率 的 方法 . 

既然 ,a 和 对 偶 基 矢 (e”)。 都 是 1 形式 ,就 可 去 掉 抽象 下 标 a 而 分 别 记 作 @， 
和 e” ， 它 们 有 以 下 关系 : 

定理 5-7-1 [ 嘉 当 (Cartan) 第 一 结构 方程 ] 


de” = 一 eL 人 和, Ee (5-7-6) 
证 明 -(e*)。 Aw ,=—(e’)a Ml(ey) Vele' )o]=-2(e la(ey) Vol(e )o 
=-26 [aVo(e’), =—2Vip(e" )a] = (de )% 口 
现在 讨论 如 何 从 四 以 率 张 量 Roned 令 
Rapy" = Rape’ (ej) Ce)a ， (5-7-7) 


则 Ri = 一 Roaw 表明 Rapp” i “第 4L，Y 个 ”2 形式 场 并 可 简 记 作 玉 .由 式 
(5-7-7) 知 人 本 是 Rapc 的 分 量 指标 ( 标 架 分 量 )， 但 也 可 看 作 2 形式 场 RR 的 编号 
指标 (但 ws 中 的 1，v 却 只 能 看 作 编 号 指标 ). 曲率 2 形式 RR, 与 联络 1 形式 @ 必 
有 以 下 关系 : 
定理 5-7-2”( 嘉 当 第 二 结构 方程 ) R,” =d@ +@, 和 A@x . (5-7-8) 
证 明 ”由 式 (5-7-7) 及 Rape 的 定义 得 Rapy =2(ej)ViaVp(e”)。 .而 
(e): VaVole’)s = Vl(ey) Vo(e’)]-[Va(e,)]V,(e'’), 
=V,@,', [Va(ey) 16°aVo(e’), 
=Va®,'s—[Va(e,)’ le’)a(er) Vo(e'), 
二 a “p+, Bd p? 


故 Rp” =2Via0y pt 2 aaa =(do opt(@, Aa )aps (5-7-8") 
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此 即 式 (5-7-8). 口 
注 1 上 式 只 对 无 挠 联络 成 立 ， 当 V 有 挠 时 应 补 一 挠 率 项 ( 见 下 册 附 录 了 . 
注 2 式 (5-7-8) 等 价 于 式 (3-4-20')， 分 别 是 曲率 定义 (曲率 与 联络 的 关系 ) 在 标 

架 和 坐标 基底 的 分 量 表达 式 . 

由 第 二 结构 方程 可 知 ， 在 @W 已 经 求 得 的 情况 下 ， 只 须 对 @,' 求 外 微分 和 横 

积 即 可 方便 地 求 得 RR，. 若 要 得 到 Rabe 在 所 选 标 架 的 全 部 分 量 Rj ， 只 须 用 如 下 

公式 求 缩 并 : | 

Re a (6 ) (er ) 和 (5-7-9) 

许多 文献 用 02; (或 @,!)，Rini 和 0 分别 代表 本 书 的 RR ，R,oy' 和 e* (注意, 它 

们 的 i,j 或 a, b 都 是 具体 指标 )， 并 写 出 曲率 2 形式 人 2; 与 曲率 张 量 的 标 架 分 量 

Rnni 的 如 下 关系 : 


Qi RO” 和 CO- 9 
此 和 式 用 本 书 符号 则 应 表 为 
Vv 1 Vv C Vv 1 i4 Oo 
有 = 7 Koon er 人 e 9 a Rp, =7 Rpon (e?), 入 (e ) . (3-7-10) 


其 实 这 无 非 是 式 (5-1-6) 在 1=2 的 特例 . 
如 果 流 形 M 上 除 给 定 Va 外 还 给 定 度 规 gab, 而 且 两 者 满足 适 配 关系 Vag =0， 


则 还 可 进行 以 下 讨论 ， 以 gj 和 g4 分别 代 表 gap 和 g” 在 所 选 标 架 的 分 量 ， 即 


guv = gab(en)’ (es) , (5-7-11) 
g*” =g" (er),(e'),,, (5-7-12) 
引进 以 下 两 个 记号 ;: 
(a) (e)a=g8ap(es),  (b) (er)* =g*(e),, (5-7-13) 
则 有 (a) (e*)a=g”"(e@)s,  (b) (e,) = ge’), (5-7-14) 


为 证 明 上 式 的 (a) 式 ， 只 须 验 证 等 式 两 边 作用 于 (e,)* 得 相同 结果 ， 为 证 明 (b) 式 ， 
只 须 验 证 等 式 两 边 作 用 于 (e”)s 得 相同 结果 . 留 给 读者 完成 . 
用 g” 和 gap 对 式 (5-7-14) 的 两 式 分 别 升降 指标 得 
(a) (es)=g”(@), (b) (e,)s = ge ),. (5-7-15) 
式 (5-7-14a) 和 (5-7-15a) 说 明基 矢 的 编号 v 可 用 gL” 上升， 式 (5-7-14b) 和 (5-7-15b) 说 
明基 矢 的 编号 v 可 用 gy, 下降， 类 似 地 也 可 用 gy 对 ,做 降 指 标 处 理 ， 即 定义 
WO := 8voOw a= 8vo(eEn) Val(e” )。 (请 注意 此 前 Wium 并 无 意义 ). (5-7-16) 
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gw 为 常数 ( 即 V,g8jv =0) 的 标 架 称 为 刚性 标 架 (rigid frame)， 正 交 归 一 标 架 是 
最 简单 的 刚性 标 架 . 对 于 洛 伦 兹 度 规 ， 正 交 归 一 标 架 满足 gj, =Tv ， 为 计算 带 来 


很 大 方便 ( 详 见 节 末 例 题 ) 广义 相 对 论 中 还 经 常 使 用 另 一 种 刚性 标 架 一 一 复 类 光 
标 架 ， 详 见 88.7 和 §8.8. 由 式 (5-7-16) 及 Vagjwv =0 易 见 下 式 对 刚性 标 架 成 立 : 


Wra = (es)pValey) . (5-7-17) 
定理 5-7-3 ”对 刚性 标 架 有 


Oa = —yya (5-7-18) 
证 明 ”由 式 (5-7-17) 得 
va =Val(e)p(es) (ey) Va(e)y=— (ey) Va(e)y=— Ora, 
其 中 第 二 步 是 由 于 Vo[(ej)s(ey)]=Valgpc(ey) (es) ]=Vagw =0. 口 


式 (5-7-18) 表 明 ， 对 刚性 标 架 而 言 ， 联 络 1 形式 wv 关于 其 编号 指标 J//，v 为 
反 称 , 这 使 独立 的 联络 1 形式 的 数目 从 nn (n 是 M 的 维 数 ) 减 为 n(n 一 1)/2( 当 n=4 
时 只 有 6 个 独立 ). wma 在 所 选 基底 的 分 量 wurp 三 Wva(ep)》 在 计算 中 的 地 位 类 似 
于 坐标 基底 法 的 克 氏 符 太 "or ,也 有 w 个 数 ,但 只 有 n(n 一 1)/2 个 独立 ( 当 n=4 时 
只 有 24 个 独立 )， 故 独立 的 ww 少 于 独立 的 了 ”i [由 下 标的 对 称 性 可 知 独立 的 
J 到 类 n (n+1)/2 个 ]. @ wp 称 为 里 奇 旋 转 系 数 (Ricci rotation coefficients). 

曲率 张 量 的 标 架 计算 法 可 分 为 如 下 三 步 : (a) 选 定 标 架 ; (b) 计 算 Va 在 所 选 标 
架 的 全 部 联络 1 形式 @,，; (c) 由 @, 必 通过 嘉 当 第 二 结构 方程 (5-7-8) 计 算 全 部 曲率 2 
形式 及 ，. 其 中 第 (b) 步 还 须 再 费 笔墨 . 由 于 刚性 标 架 最 为 常用 , 我 们 只 介绍 用 刚性 
标 架 时 @， 的 求法 .借用 任 一 坐标 系 {x*}， 引 入 符号 

A =[(ey)ar — (ey)ral(ey) (ep)”, (5-7-19) 
其 中 (e,)4 和 (e,) 是 (e,)s。 和 (e,)* 在 坐标 系 {x*} 的 第 和 个 分 量 ， 即 
(ey)4=(ev)a(O/Ox’), (ey) =(e,) (dx’),, 
(e,)ar 是 0(e,)a/0x" 的 简写 . 易 见 A =-4ow , 故 只 有 n(n 一 1)/2 个 独立 的 Aw. 
由 式 (5-7-19) 求 得 全 部 Aw 后 可 由 以 下 定理 直接 计算 全 部 wup 
定理 5-7-4 Ww = (dm + A 一 人) (5-7-20) 


证 明 由 Va 的 无 挠 性 得 克 氏 符 关 于 下 指标 的 对 称 性 六 = 太一 ， 故 
(7 “(ey )r.1 (@, )1:r (es) 9 


于 是 式 (5-7-19) 可 改写 为 
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Aw =[Va (ev), — Vo(e,)a] (0/0x')® & oO) (eof 
=[Va(@)y— Va(ev)sl(e; ) (er "=@, oo Cv 
由 此 不 难 证 明 式 (5-7-20). 口 
式 (5-7-20) 是 Oo 的 显 表达 式 ， 易 于 直接 计算 .缺点 是 算式 较 多 ， 在 度 规 有 
茶 些 对 称 性 时 用 嘉 当 第 一 结构 方程 往往 可 更 快 地 求 得 刚性 标 架 的 @, ( 见 例 1[ 解 
毕 ] 之 后 )， 下面 给 出 求解 实例 . 
例 1 已 知 时 空 度 规 gap 在 坐标 系 {1,r,0,9} 的 线 元 表达 式 为 
ds” = -ed +te’3nNdr + ri(d0 +sin20dop2) ， (5-7-21) 
试用 正 交 归 一 标 架 计算 其 全 部 曲率 2 形式 RR 
解 
(a) 选 正 交 归 一 标 架 。 由 式 (5-7-21) 知 坐标 基 欠 正 交 而 不 归 一 ， 因 此 将 其 归 一 
化 便 得 正 交 归 一 基底 ， 即 可 选 
(e0)* =e 4(8/80? ， (el)” =e (3/87)? ， 
(ez) =r (0/00)", (es3) =(rsing)-1(3/8p)? ， (5-7-22) 
其 相应 对 偶 基 夭 为 
(e)a=e (dt)s, (el), =es(dr),, 
(e2)s=r(d0),, (es),=rsinO(dg),, (5-7-23) 
或 者 ， 用 gs 对 式 (5-7-22) 降 指标 得 
(e0)a=-e (dD),  (e)a=e’ (dr),, 
(e)) =r(d0) ， (es), =7rsing(dp) . (5-7-24) 
(b) 用 式 (5-7-19) 计 算 4. 计算 时 要 借用 一 个 坐标 系 ， 自 然 选 题目 所 给 的 
{t,r,0,9} 系 . 注意 到 反 称 关系 4 = 一 Apw, ， 可 先 求 出 全 部 (6 个) 独立 的 40s( 即 
Mo1 ，A00o2 ，4oog ，02 ，o3 ， Be )， 再 求全 部 独立 的 Lip ，… 式 (5-7-24) 
表明 (eo); 的 非 零 分 量 只 有 (e0)0 =-e  ， 它 只 是 + 的 函数 ， 故 (e0)0 ;的 非 零 元 素 只 
有 (eo)01 = 一 A'e (' 代 表 对 + 的 导数 )， 于 是 
Aop =[(e0)01 —0](e,) (ey) =-A'e’(e,) (e,). 
而 (es) 和 (eo) 为 零 除非 UL=0 和 D=1， 故 40op 的 唯一 非 零 元 素 为 
Aw01 =—A'e (el) (e) =—A'ese he 5s =—A'e®. 
类 似 地 可 知 非 零 的 As 共有 
4o0l=-4oo=-4e ”， A =-A21=-r ee", 
M33=-/M31=-r ee , hy33 = -332 =—r" cotg. 
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代入 式 (5-7-20) 得 非 零 的 winp 为 (注意 反 称 关系 amp = -avp) 


/一 至 -1 -—B 
Woi0 = -Wi00 =-Ae ,， Mo “Or © 
__ a 一 一 已 x 一 | 
Sd 0233 = 一 0323 = -7 cot ， 
因而 6 个 独立 的 联络 1 形式 ww 为 
/1 一 及 0 __ 
001=-A4Ae CC ， 20> =0 ， Wo03 =0,， 
Wi =—r le se’, Wa3=—r le Be”, Wa = 一 六 cotO > 


(c) 用 嘉 当 第 二 结构 方程 求 曲 率 2 形式 . 为 便于 求 外 微分 , 把 非 零 的 Our 改 用 
对 偶 坐 标 基 夭 表 出 : 
ou =-4'e4 sd ， oo =-e db， 
W3=—e singdp， 023 = 一 CO0SOd0 . 
由 0O，x，=8 Qi =71 Our 得 Oo = 0, =@; (i, j=1,，2，3)， 代 入 式 (5-7-8) 
不 难 求 得 


Ry =e 3(A"-AB'+A”)e rel, 有 = 站 he ?se Ae’, 
RY 2 rliA'e™3ed Ae’ ， R” 到 r-1B'e-23el Ae” | 
Rr =r lB'e™ Se! Ae’, 及” 六 (] 一 eB)e” A\e’. 


我 们 只 以 计算 最 长 的 Ri 为 例 写 出 算式 : 
do = 民 (e ?sin0) dr+ PAC SinO) a 和 dm 


=e (B'singdr 和 Adp-cosgd0OA 人 dp) 


3 3 


2 
=r Be Se! Ae cotOe Ae ， 


OO 人 = 0 人 W@W; = 0 3 =r se ?cot0 e Ae”, 
R3=d@ +@ 和 oO =r 1B'e el Ne . [ 解 毕 ] 
上 例 展示 了 用 式 (5-7-20) 计 算 联络 1 形式 wr 的 过 程 ， 下 面 仍 以 上 例 为 例 介绍 
用 嘉 当 第 一 结构 方程 求 @, 的 等 价 方法 .对 式 (5-7-23) 求 外 微分 ,代入 嘉 当 第 一 方 


程 (5-7-6) 得 


A'e Bel Ae =-el A — e” 和 OA) -e” A ， (5-7-25a) 
0=-e AW -Ee 人, -Ee AW ， (5-7-25b) 
rle Be!l Ae”=-e 和 oo” -el' 和 AW —e 和 0 (5-7-25c) 


有 1 3 3 3 


lo-Bol Ae3 +r lcotb e2 和 e 


广 =-e0Aaos -el NW -ee Aw, . (5-7-25d) 


从 原则 上 说 ， 把 1 形式 @， 用 e 展开 (例如 @" = Qe + oe! +Qe +a3e ), 代入 
式 (5-7-25) 便 可 求 得 全 部 @,，. 然而 实际 上 往往 可 用 简单 得 多 的 方法 “ 读 出 ”或 猜 
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出 正确 解 . 例 如， 对 oh ，@p" 和 @p' 的 如 下 猜测 解 自 然 满 足 方程 (5-7-25a). 

Of =-—A'e Be +oe!, @, = =0. (5-7-26) 
把 上 式 代 入 方程 (5-7-25b) 得 

0=—- we" Ae! -e’ AW, —e” 人 3. 

上 式 后 两 项 不 含 e 人 e ， 故 Q1 =0. 由 上 式 似 乎 可 猜 @p!= op1=0, 但 0p1=0 使 式 
(5-7-25c) 无 法 满足 ，Q@s =0 使 式 (5-7-25d) 无 法 满足 ， 由 式 (5-7-25c) 可 猜 
QO = -re se ， 由 式 (5-7-25d) 可 猜 @ = -rleBe 和 on3 = -rcotge3， 且 易 见 这 一 
猜测 也 满足 式 (5-7-25b, c)， 于 是 猜测 解 


满足 嘉 当 方程 ， 因 而 是 正确 答案 [与 例 1 求解 中 的 (b) 的 结果 同 ]. 
至 此 我 们 介绍 了 计算 黎 曼 张 量 Rope 的 两 种 方法 : 坐标 基底 法 和 标 架 法 (特别 
是 正 交 归 一 标 架 法 )， 两 种 方法 各 有 优 缺 点 ， 可 根据 问题 本 身 以 及 计算 者 的 熟练 程 
度 任 择 其 一 .有 人 希望 集 坐标 基底 法 和 正 交 归 一 基底 法 于 一 身 ， 即 寻求 一 个 正 交 
归 一 的 坐标 基底 .然而 这 是 做 不 到 的 ， 除非 ga 为 平 直 度 规 场 ， 原因 很 简单 :坐标 
基底 {(6/0x*)*} 为 正 交 归 一 表明 8og =714v(0/9x*)*(0/Ox” 六 . 设 0。 是 坐标 系 的 普通 
导数 血 符 ， 则 068s =0 ， 故 0 就 是 与 gab 适 配 的 导数 算 符 ， 而 Ol,0p@, =0 Vw ， 
所 以 gob 的 Rape 为 替 ， 即 gasp 平 直 . 
习 题 
了 在 定理 5-1-3 证 明 中 补 证 {(e )。 和 (ep，(e”)a 和 人 (E@)。，(e”)。 和 (e')} 线 性 独立 . 
2. 设 V 为 矢量 空间 ，{(e )。, (Es, (e”)o, (eo) 是 V 的 基底 , 写 出 w e A(1) ，w,,e A(3) 和 
ww <4(4) 在 此 基底 的 展开 式 ， 说明 展 开 系数 (如 co2) 的 定义 . 
3. 用 数学 归纳 法 证 明 (@ )。^ … 和 ^(@)。=11(oDi …(o0D) ,其 中 (o0D),，…，(@o0) ,为 任意 
对 偶 矢量 . | 
“4. 试 证 定理 5-1-4. 
5. 设 @ 是 1 形式 场 ，u, v 是 矢量 场 ， 试 证 d@(w,v)=u(@ (9)) 一 v(@ (wn))-@ ( [u,v]) .等 式 
左边 代表 dw 对 u,v 的 作用 结果 ， 即 (dw) zev? . 
6. 设 w 和 ow 分 别 是 流 形 M 上 的 矢量 场 和 1 形式 场 ， 试 证 
(a) Hs. = ds (oo ) + dw) .a v?. 
注 : 令 .6 =V om ， 则 ds 1. 是 指 (d1),。.。. 
(b) -do =d.%w (这 本 身 就 是 一 个 很 有 用 的 命题 ). 
提示 : (1) 证 (a) 时 可 先 证 1=2 的 特例 ， 找 到 感觉 后 不 难 推广 至 一 般 情况 . 
(2) 利用 (a) 的 结果 将 使 (b) 的 证 明 变 得 十 分 简单 . 
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7. 设 0 是 nn 维 流 形 M 上 坐标 系 {x*} 的 坐标 域 ( 且 O 同 胚 于 了 7，w, 是 O 上 的 工 形式 场 ， 

试 证 
0w,/0x =00%,/0x” (4,v=1,.…,n) 当日 仅 当 存在 f: OO 一 及 使 wwF=w. 

提示 : 仿照 $5.1 推论 5-1-6 的 证 明 . 

8. 设 {x,y,z} 和 {7,0,9} 分 别 为 3 维 欧 氏 空 间 的 笛 卡 儿 坐 标 系 和 球 坐 标 系 ， 写 出 
dr 和 人 dG 入 do 用 dx 人 dy 人 dz 的 表达 式 . 

-9. 连通 流 形 M 配 以 洛 伦 兹 号 差 的 度 规 场 ga 叫 时 空 (spacetime). 设 Faw 是 任意 4 维 时 空 的 2 
形式 场 (第 6 章 将 看 到 电磁 场 张 量 Fo 就 是 一 个 2 形式 场 )， 试 证 

(PR 十 ya F,") 2 -7 gaFaP™ 》 


其 中 R=()。， R= g” (此 式 对 研究 电磁 场 有 帮助 ). 
*10. 斌 证.。 = :ms&。。 是 9N 上 与 诱导 度 规 场 lu 相 适 配 的 体 元 . 
11. 试 证 定理 $-6-1 和 5-6-2. 


“12. 设 x,，y, z 是 3 维 欧 氏 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 ， 试 证 
(a) dx=dy 和 dz ; 


(b) dx 和 dy 和 Adz)=1. 

13. 设 {7,0,9} 是 3 维 欧 氏 空 间 的 球 坐 标 系 ， 试 证 dr=(r? sin6)d6 人 dg . 

”14. 设 A, 为 Ri 上 的 矢量 场 ,V 为 RY 上 与 欧 氏 度 规 相 适 配 的 导数 算 符 ， 试 证 
Vx(AxB)=(B.V)A+(V.BA-(A.V)B-(V.A)B. 

15. 用 微分 形式 证 明 3 维 欧 氏 空 间 场 论 中 并 不 易 证 的 下 列 熟 知 命题 : 

(1) 无 旋 矢 量 场 必 可 表 为 梯度 ; 

(2) 无 散 矢量 场 必 可 表 为 旋 度 ( 见 $5.6 末 )， 

16. 设 V, 是 广义 黎 曼 空间 (M，gwp) 上 的 适 配 导数 算 符 ( 即 V.gw =0), 6 是 适 配 体 元 ( 即 
Vs ，=0)， 风 是 M 上 的 矢量 场 , ww= gwv* 是 v 相应 的 1 形式 场 ,'v 是 v 的 对偶 形 式 场 , 试 
证 (Vv")e =d'v. 注 : 这 个 结论 可 做 如 下 推广 : 设 忆 .是 上 形式 场 (k<n), 简 记 作 F, 把 二 1 
形式 场 V* 已 _。 记 作 divF , 则 “(divF)=d'F . 电磁 场 的 麦 氏 方程 [ 式 (12-6-2)] 就 是 一 例 . 

17. 试 证 由 式 (5-7-2) 定 义 的 T”,, 正 是 83.1 定义 的 克 氏 符 “在 式 (5-7-2) 涉 及 的 坐标 基底 


的 分 量 . 

*18. 用 正 交 归 一 标 架 分 别 求 第 3 章 习 题 14~16 所 给 度 规 的 曲率 张 量 的 全 部 标 架 分 量 ， 并 验 
证 所 得 结果 与 用 坐标 基底 法 求 得 的 曲率 张 量 相同 . 为 与 Rose 的 坐标 分 量 Ruc? 区 别 , 在 求 得 Rac 
的 全 部 标 架 分 量 后 宜 改 用 符号 Rs,” 代表 标 架 分 量 . 
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$0.1 4 维 表述 基础 


假定 读者 已 学 过 狭义 相对 论 ， 本 章 的 任务 是 用 4 维 几何 语言 对 狭义 相对 论 的 
基本 内 容重 新 表述 ， 以 求 得 一 个 更 清晰 、 深 入 和 更 能 抓 住 本 质 的 认识 .此 外 ,学 
会 使 用 4 维 语言 也 可 为 学 习 以 后 各 章 (广义 相对 论 ) 打 下 必要 基础 


6.1.1 预备 知识 


物理 学 研究 物理 客体 (对 象 ) 的 演化 规律 .为 便于 研究 ， 往 往 使 用 模型 ， 模 型 
是 理想 化 了 的 客体 ， 质点、 点 电荷 、 带 电 面 等 都 是 模型 . 

下 面 介 绍 今后 常用 的 若干 最 基础 的 概念 ， 使 用 的 都 是 模型 语言 . 

“事件 "本 是 个 非常 直观 的 概念 . 炸弹 爆炸 、 两 车 相 撞 和 一 声 咳嗽 都 是 事件 . 任 
何事 件 总 要 占据 一 定 的 空间 范围 并 持续 一 段 时 间 间 隔 . 物理 学 中 的 事件 概念 则 是 
实际 事件 的 模型 化 ， 即 认为 每 一 事件 发 生 在 空间 的 一 点 和 时 间 的 一 瞬 ， 不 论 是 否 
发 生 了 什么 ， 空 间 的 一 点 和 时 间 的 一 瞬 的 结合 就 叫 一 个 事件 (evenb。， 全 部 事件 的 
集合 叫 时 空 (spacetime)， 故 每 个 事件 也 叫 一 个 时 空 点 ， 根 据 物理 直觉 ， 时 空 应 是 
个 “4 维 连续 体 ”， 但 这 一 提 法 的 准确 含义 起 初 并 不 明朗 、， 后 来 发 现 ， 能 把 这 一 
提 法 准确 化 的 数学 概念 是 4 维 流 形 . 把 时 空 看 成 4 维 流 形 ( 并 配 以 适当 的 附加 结构 ， 
例如 一 个 洛 伦 效 度 规 ) 是 物理 学 默认 的 一 个 基本 出 发 点 (基本 假设 )， 非 相对 论 物理 
学 和 狭义 相对 论 物 理学 假定 时 空 流 形 是 了 (两 者 的 区 别 在 于 了 4 上 的 附加 结构 ， 见 
稍 后 ); 广义 相对 论 物理 学 则 允许 时 空 流 形 为 任意 4 维 连通 流 形 . 

牛顿 力学 中 的 质点 是 一 个 模型 化 概念 ， 是 指 空间 中 带 有 质量 的 点 ， 由 于 要 讨 
论 相 对 论 ， 我 们 把 质点 概念 推广 为 粒子 (particle) 概 念 ， 这 里 的 粒子 是 模型 语言 以 
粒子 ， 与 粒子 物理 学 的 具体 粒子 如 质子 、 中 子 等 虽 有 联系 但 不 相同 ， 是 完全 没有 
大 小 的 点 ， 我 们 把 粒子 分 为 两 类 [ 见 Synge(1956)]: 第 一 类 是 有 ( 静 ) 质 量 的 粒子 ， 
与 质点 同 义 ; 第 二 类 是 无 ( 静 ) 质 量 的 粒子 ， 为 方便 也 常 称 为 光子 (photom)，_ 一 个 粒 
于 的 全 部 历史 由 一 系列 事件 组 成 ， 因 此 对 应 于 时 空中 的 一 条 曲线 ， 称 为 该 粒子 的 
世界 线 (world line)， 设 某 人 (看 作 质点 ) 静 止 于 地 面 ， 苍 蝇 绕 他 做 匀速 圆周 运动 [ 见 
图 6-1(a), 则 两 者 的 世界 线 示 于 图 6-1(b) [ 称 为 时 空 图 (spacetime diagram)]. 在 时 空 
图 中 ， 竖 直 向 上 代表 时 间 的 流逝 ， 水 平方 向 代表 空间 ， 每 个 水 平面 代表 某 一 时 刻 
的 全 空间 ， 从 时 空 图 底部 开始 向 上 看 ， 就 能 看 到 运动 (演化 ) 的 全 过 程 . 
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() 
图 6-1 人 静止 于 地 面 ， 蝇 绕 人 做 匀速 圆周 运动 
(a) 空间 图 ; (b) 时 空 图 

进行 物理 观测 的 人 叫 观 察 者 . 通常 把 观察 者 模型 化 ， 即 看 成 质点 ， 简 称 观 者 
(observer). 为 了 观测 , 观 者 手中 应 有 一 个 走时 准确 的 钟 , 叫 标准 钟 (standard clock)， 
该 钟 的 读数 称 为 该 观 者 的 固有 时 (proper time)( 详 见 6.1.4 小 节 ). 推 而 广 之 , 可 认为 
任 一 质点 都 携带 一 个 标准 钟 ， 每 个 质点 有 自己 的 固有 时 .从 数学 上 看 ， 固 有 时 = 
无 非 是 质点 世界 线 的 一 个 特殊 参数 .一 个 观 者 只 能 对 发 生 在 自己 世界 线 上 的 事件 
做 直接 观测 . 为 了 对 全 时 空 (或 其 中 一 个 开 子 集 ) 的 任何 事件 进行 观测 ， 需 要 处 处 
设置 观 者 (“流动 哨 ”)， 这 种 无 处 不 在 的 观 者 们 就 构成 一 个 参考 系 . 准确 地 说 ， 
无 数 观 者 的 集合 .多 叫 一 个 参考 系 (reference frame), 若 它 满足 如 下 条 件 : 时 空 (或 其 
中 一 个 开 子 集 ) 中 的 任 一 点 有 且 仅 有 有 内 的 一 个 观 者 的 世界 线 经 过 . 这 一 抽象 定义 
其 实 是 读者 常用 的 参考 系 概念 的 准确 化 和 广义 化 . 以 大 家 熟悉 的 “火车 系 ” 为 例 . 想 
像 车 内 充满 乘客 ( 观 者 )， 每 人 携带 一 个 标准 钟 并 有 旦 身上 标 有 3 个 实数 (他 的 空间 坐 
标 )， 发生 在 车 内 的 任 一 事件 必定 发 生 在 某 个 观 者 身上 ,他 便 可 记录 下 该 事件 的 时 
空 坐标 t, x, y, z(t 就 是 他 的 标准 钟 的 读数 , x, y, z 就 是 他 自己 的 空间 坐标 .). 虽 
然 火车 只 有 有 限 大 小 (长 宽 高 )， 但 作为 模型 语言 中 的 概念 ，“ 火 车 系 ” 一 词 已 假 
定 它 的 观 者 们 充斥 于 全 空间 ( 任 一 空间 点 都 有 一 个 火车 系 观 者 ,他 们 随 车 而 动 ， 即 
与 车 内 观 者 相对 静止 .).、 另 一 方面 “地 面 系 ” 的 观 者 们 当然 也 充斥 于 全 空间 , 但 
他 们 与 火车 系 的 观 者 们 有 相对 速度 .以 许多 竖 直线 代表 地 面 系 观 者 们 的 世界 线 ， 
则 火车 系 观 者 们 的 世界 线 便 是 许多 互相 平行 的 斜 直线 (请 读者 自己 画图 )， 把 这 一 
认识 准确 化 和 广义 化 (允许 系 内 的 世界 线 不 互相 平行 , 即 允许 系 内 两 个 观 者 的 距离 
随时 间 而 变 ，)， 便 得 到 前 面 关 于 参考 系 的 一 般 定 义 . 
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6.1.2 狭义 相对 论 的 背景 时 空 


所 谓 狭义 相对 论 的 几何 表述 ， 其 实 就 是 建立 一 个 4 维 模 型 ， 使 由 它 得 出 的 
各 种 结论 与 狭义 相对 论 的 原 有 表述 (简称 3 维 或 3+ 1 

维 表述 ) 一 致 . 第 一 个 问题 就 是 用 什么 流 形 、 配 以 什么 
L 附加 结构 作为 背景 时 空 。 从 物理 上 看 ， 狭 义 相 对 论 的 

每 个 事件 都 可 用 某 惯性 系 的 坐标 刻画 ， 任 一 惯性 系 的 

9 坐标 4 x，y，z 的 取 值 范围 都 从 -到 o. 设 p, g 

， 是 R“ 中 一 条 曲线 上 的 两 邻 点 (如 图 6-2), 它们 在 物理 上 

就 代表 两 个 相 邻 事件 .根据 狭义 相对 论 ， 描 述 P，4 


四 62 和 于 世界 线 及 其 元 眉 ji 联 系 的 重要 物理 量 是 元 间隔 ， 可 借用 任 一 惯性 坐标 
. 系 {i， Xx， y， z} 定 义 为 


ds” =—df? + dx? +dy + dz?. (6-1-1) 
[本 书 用 几何 单位 制 , 其 中 光速 c = 1( 详 见 附录 A).] 元 间隔 的 一 个 重要 性 质 是 它 在 
从 一 个 惯性 系 变 到 另 一 惯性 系 时 形式 不 变 ， 即 
-dt* +dx +dy* +dz* =-dt ”+dx” +dy” +dz”. 
(此 即 “ 间 隅 不 变性 ”， 可 由 洛 伦 兹 变换 验证 . ) 这 使 我 们 想到 了 数学 上 的 4 维 闵 
氏 空 间 : 闵 氏 空间 (R”, 7m,) 中 的 线 元 可 用 洛 伦 兹 坐标 系 {x ,x ,x”, x} 表示 为 
ds =— (dx ) +(dx') +(dx’) + (dx ), (6-1-1") 
上 式 与 式 (6-1-1) 形 式 相同 ， 而 且 在 从 一 个 洛 伦 兹 系 变 到 另 一 洛 伦 兹 系 时 形式 不 
变 ， 于 是 可 认为 物理 上 的 元 间隔 对 应 于 数学 上 的 闵 氏 线 元 ， 物 理 上 的 惯性 坐标 系 
对 应 于 数学 上 的 党 伦 兹 坐标 系 ， 狭 义 相 对 论 的 背景 时 空 对 应 于 闵 氏 空间 
(RR, 7 ) [所 以 闵 氏 空间 又 称 闵 氏 时 空 . 不妨 认为 闵 氏 空间 是 侧重 数学 的 提 法 ， 而 
闵 氏 时 空 是 侧重 物理 的 提 法 .]， 进 一 步 把 “对 应 于 ” 改 为 “就 是 ”( 即 认同 ), 便 可 
以 说 狭义 相对 论 的 背景 时 空 是 闵 氏 时 空 。 就 是 说 ， 狭 义 相 对 论 物理 学 是 研究 物理 
客体 在 闵 氏 时 空中 的 演化 规律 的 学 问 ， 发 生 在 闵 氏 时 空 的 任何 物理 现象 都 属于 狭 
义 相对 论 物 理学 范畴 . 
用 惯性 坐标 系 可 定义 任何 粒子 的 速率 . 设 工 为 粒子 的 世界 线 , p, 9 为 L 上 两 
邻 点 ( 见 图 6-2)， (£1， 加 ，Jy1， Z1) 和 (1», Xs, y,, Z2) 分 别 为 p 和 gq 在 某 惯性 系 .多 中 的 坐 
标 . 令 
dtf=t, -tt, dxr=% -XH dQYy=y-H,， =z -2 
则 粒子 在 p 时 相对 于 多 系 的 速率 定义 为 


[4.2 2 2 
yi No td + (6-1-2) 


dt 
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于 是 由 式 (6-1-1) 可 知 世 界线 工 介 于 p，g 之 间 的 线 元 为 
ds” =— (1—u’)dr’. (6-1-3) 
上 式 表明 u= 1 同 dy = 0 ( 线 元 为 类 光 ) 等 价 ; u< 1 同 ds < 0 ( 线 元 为 类 时 ) 等 价 . 因 
此 ， 狭 义 相对 论 的 两 个 重要 基本 信条 一 一 心 光 子 相 对 于 任何 惯性 系 的 速率 wx = 1; 
Gg 质 点 相对 于 任何 惯性 系 的 速率 u< 1 一 一 便 可 改 用 4 维 语言 表述 如 下 : 
(1) 光子 世界 线 是 ( 闵 氏 时 空 的 ) 类 光 曲 线 ; 
(2) 质点 世界 线 是 ( 闵 氏 时 空 的 ) 类 时 曲线 . | 
3 维 ( 亦 称 3 + 1 维 ) 表 述 总 要 借用 参考 系 ， 上 述 基本 信条 的 3 维 表述 还 涉及 速 
率 u 的 定义 (这 些 都 是 人 为 因素 )， 不 但 不 如 4 维 表述 简练 自足 ， 而 且 有 时 还 会 被 
误解 . 例如 , 如 果 给 速率 下 不 同 定义 (其 中 有 些 也 颇 合 理 , 颇 有 资格 被 称 为 速率 . )， 
“ 超 光 速 ” 就 可 以 与 上 面 用 黑体 字 表 述 的 基本 信条 不 相 矛 盾 (“ 超 光速 ”质点 的 世 
界线 可 以 仍 是 类 时 曲线 )， 然 而 ， 如 果 只 知道 “相对 论 不 许 超 光速 ”而 不 知道 按 什 
么 定义 的 速率 才 不 许 超 光 速 , 就 会 误 以 为 连 这 种 “ 超 光 速 ” 也 与 相对 论 相 悖 (10.2.1 
小 节 将 给 出 一 个 既 “ 超 光速 ”又 不 违背 相对 论 的 重要 例子 ). 反 之， 如 果 竟 然 发 现 
世界 线 为 类 空 曲线 的 质点 , 就 会 构成 对 相对 论 的 重大 挑战 ( 曾 有 报道 称 天 文 观测 已 
在 这 一 方面 发 现 某 些 迹象 ， 尚 待 探 讨 .). 


6.1.3 ”惯性 观 者 和 惯性 系 


狭义 相对 论 的 基本 假设 是 光速 不 变 原理 和 狭义 相对 性 原理 ， 后 者 又 包含 两 个 
层次 的 内 容 : 由 在 所 有 观 者 (质点 ) 中 存在 一 类 特殊 观 者 ， 称 为 惯性 观 者 (inertial 
observer), 他 们 与 其 他 观 者 ( 非 惯 性 观 者 ) 有 绝对 的 区 别 , 就 是 说 , 在 所 有 观 者 组 成 
的 集合 中 可 以 选 出 一 个 特殊 的 子 集 ， 其 中 每 个 元 素 都 是 惯性 观 者 ; @O 各 惯性 观 者 
平权 ， 不 存在 特殊 的 惯性 观 者 ， 就 是 说 ， 在 由 惯性 观 者 组 成 的 子 集中 不 能 选 出 一 
个 (或 几 个 ) 与 众 不 同 的 元 素 ， 例 如 不 能 说 哪个 惯性 观 者 处 于 绝对 静止 状态 .现在 
讨论 惯性 观 者 在 数学 上 的 对 应 对 象 . 根据 3 维 语言 的 狭义 相对 论 ， 惯 性 观 者 相对 
于 所 在 惯性 坐标 系 {t，x，y，z} 的 速率 n=0， 因 而 其 世界 线 重合 于 该 系 的 一 条 : 
坐标 线 . 设 % 是 该 系 的 普通 导数 算 符 ， 则 (60/31)? =0， 故 

(80/01)° 0, (0/01) =0. (6-1-4) 
注意 到 惯性 坐标 系 就 是 洛 伦 效 坐标 系 ， 可 知 & 是 与 闵 氏 度 规 wj, 相 适 配 的 导数 算 
符 ( 满 足 90.7 =0), 所 以 式 (6-1-4) 是 闵 氏 时 空 的 测 地 线 方程 , 可 见 任 一 惯性 观 者 的 
世界 线 都 是 类 时 测 地 线 . 反之 也 可 证 明 ， 给 定 任 一 类 时 测 地 线 G， 总 可 找到 一 个 
洛 伦 效 坐标 系 使 G 是 该 系 的 一 条 上 坐标 线 ， 因 而 代表 一 个 惯性 观 者 . 于 是 物理 上 
的 惯性 观 者 对 应 于 数学 上 的 类 时 测 地 线 ， 或 说 惯性 观 者 的 世界 线 就 是 类 时 测 地 
线 . 从 数学 角度 看 ， 类 时 测 地 线 是 最 特殊 而 又 最 简单 的 一 类 类 时 线 ; 从 物理 角度 
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看 ， 惯 性 观 者 是 最 特殊 而 又 最 简单 的 一 类 观 者 ， 把 惯性 观 者 与 类 时 测 地 线 相对 应 
是 很 自然 的 . 
既然 洛 伦 效 坐标 系 的 每 一 上 坐标 线 都 对 应 于 一 个 惯性 观 者 ,该 系 的 全 体 上 坐标 
线 组 成 的 参考 系 便 称 为 惯性 参考 系 ， 而 该 坐标 系 则 称 为 该 惯性 参考 系 内 的 一 个 惯 
性 坐标 系 ， 在 不 必 认 真 区 分 参考 系 和 坐标 系 时 ， 惯 性 参考 系 和 惯性 坐标 系 又 统称 
惯性 系 ， 惯 性 系 的 定义 域 是 全 时 空 (整个 耿 )， 惯性 系 .， 属于 同一 惯 
性 参考 系 的 所 有 惯性 观 者 的 世界 线 是 平行 测 地 线 ; 反之 ， 若 二 惯性 观 者 分 属 不 同 
惯性 参考 系 (例如 前 面谈 到 的 火车 系 和 地 面 系 )， i 平行 测 地 
线 ， 一 个 质点 叫做 “自由 的 ”或 “做 惯性 运动 的 ”， 若 其 世界 线 为 测 地 线 . 
根据 定理 4-3-6，4 维 闵 氏 时 空 (R“,7,,) 中 洛 伦 兹 系 之 间 的 坐标 变换 对 应 
(了 R72,) 中 的 等 度 规 映射 . 任 一 等 度 规 映射 可 由 若干 基本 的 等 度 规 映 射 复合 而 成 ， 
者 又 分 为 “连续 ”和 “分 立 ” 两 大 类 ，“ 分 立 ” 是 指 反射 和 反 演 ，“ 连 续 ” 则 又 有 
三 种 类 型 [ 见 $4.3 例 1(4)]: (a) 平移 ， 由 4 个 独立 Killing 矢量 场 (8/80)” ，(6/60x)*， 
(9/0y)”， (6/0z)” 表征 ; (空间 转动 由 3 个 独立 Killing 矢量 场 
—y (0/0x)” +x (0/0y)” ，-z (0/0y)” + y (0/0z)” ，-x (9/0z)* +z(93/9x)* 表征 ; (c) 人 擅 
转动 ， 由 3 个 独立 Killing 矢量 场 1(8/6x)* +x(0/8t)* ，1 (3/0y)* + y (3/01)* ， 
1 (90/0z)” +z(6/0t1)” 表 征 . 今 各 举 一 例 说 明 物 理 意义 .，(a) 以 时 间 平 移 为 例 ， 由 
Killing 场 (9/91)” 对 应 的 单 参 等 度 规 群 诱导 而 得 的 坐标 变换 为 ! =1+a ，x =Xx， 
y =y ，z =z( 常 数 a 充当 单 参 群 的 参数 )， 物理 上 对 应 于 把 惯性 系 多 内 所 有 观 
者 的 标准 钟 的 初始 设 定 值 增加 数值 a, 例如 夏 时 制 与 普通 制 的 关系 就 是 如 此 , 其 
中 a=1( 小 时 )，(b) 以 x~y 面 内 的 转动 为 例 . 由 Killing 场 -y (60/6x)” +x (0/0y)* 对 
应 的 单 参 等 度 规 群 诱导 而 得 的 坐标 变换 为 
多 X= XCOsSQ— ysina, y'=xsinQ+ ycosa, pa 
(a 为 常数 ， 充 当 参 数 . ) 
物理 上 对 应 于 惯性 参考 系 内 部 的 一 个 空间 坐标 转动 ，(c) 以 1~x 面 内 的 伪 转 动 为 
例 . 由 Killing 场 1(6/6x)” +x (0/91)” 对 应 的 单 参 等 度 规 群 诱导 而 得 的 坐标 变换 为 
( 见 定理 4-3-5) 
f'= y(t — UX), x =7y(x— vt), yy 这 区 (6-1-5) 
其 中 vv 为 常数 (充当 参数 )，y = (1-v*)”“. 这 在 物理 上 对 应 于 两 个 惯性 系 多 和 
之 间 的 坐标 变换 ( 洛 伦 兹 变换 )， 该 两 系 空间 坐标 轴 对 应 同 向 , 多 ' 系 相对 于 .多 系 以 
速率 |v| 沿 x 轴 正 (或 负 ) 向 匀速 平 动 ， 两 系 空 间 坐 标 原点 在 1=t =0 时 重合 . 
平移 和 空间 转动 对 应 的 都 是 同一 惯性 参考 系 内 的 坐标 变换 . 例如， 时 间 平 移 
变换 只 是 同一 惯性 参考 系 内 所 有 观 者 把 自己 的 标准 钟 的 零点 重新 设 定 一 下 ， 观 者 
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及 参考 系 没有 改变 。 又 如 ， 从 {1，x，y，z} 出 发 作 一 空间 旋转 后 所 得 新 坐标 系 
{t=1t, xX，y"，z'} 仍 是 该 参考 系 内 的 一 个 惯性 坐标 系 . 可 见 同一 惯性 参考 系 内 存在 
许多 不 同 惯性 坐标 系 ， 然 而 由 一 个 伪 转 动 相 联系 的 两 个 惯性 坐标 系 却 必然 分 属 两 
个 不 同 惯性 参考 系 ， 因 为 它们 的 t 坐标 线 不 同 . 


6.1.4 固有 时 与 坐标 时 


观 者 (质点 ) 的 固有 时 就 是 他 的 标准 钟 的 读数 .但 若 问 什么 叫 标准 钟 ， 则 还 须 
追加 如 下 定义 : 

定义 1 一 个 钟 称 为 标准 钟 或 理想 钟 (ideal clock) , 若 它 在 自己 所 界线 上 任 二 点 
P1，P2 的 读数 ，7 之 差 等 于 该 线 在 p!，p2 之 间 的 线 长 ， 即 


Pp2 
ty 一刀 | (6-1-6) 


注 1 寿光 速 c 不 取 为 1， 则 上 式 右边 应 乘 以 l/c. 

注 2 应 注意 分 清 与 钟 有 关 的 两 个 概念 一 一 走时 率 (rate) 和 初始 设 定 (setting). 标 
准 钟 只 对 走时 率 提出 要 求 (世界 线 上 任意 两 点 的 读数 差 等 于 线 长 )， 而 参考 系 内 的 
钟 同步 问题 则 只 涉及 初始 (零点 ) 设 定 ， 我 国 曾 一 度 推行 夏 时 制 ， 规 定 从 某 月 某 日 
开始 “把 钟 拨 快 一 小 时 ”. 这 “ 快 ” 字 有 可 能 使 人 误 以 为 要 把 走时 率 提高 ， 其 实 
只 是 改变 初始 设 定 . 

注 3 根据 定义 1, 观 者 的 固有 时 间 等 于 它 的 世界 线 长 . 至 于 线 上 哪 一 点 选 作 
5 的 零点 ， 则 只 涉及 初始 设 定 ,， 在 只 有 一 个 (或 某 些 ) 观 者 的 情况 下 是 任意 的 .但 若 
考虑 一 个 参考 系 ， 则 其 中 各 观 者 固有 时 的 零点 选择 就 要 满足 一 定 要 求 .例如 ， 设 
多 为 惯性 参考 系 , G 是 其 中 的 一 个 观 者 , 任 选 ppe G 作 为 G 的 固有 时 的 零点 之 后 ， 
以 3 代表 过 po 并 与 所 有 观 者 世界 线 正 交 的 超 曲 面 ， 则 多 系 内 任 一 观 者 G' 必 须 选 
0 与 目 己 世界 线 的 交点 作为 固有 时 的 零点 ， 这 种 要 求 叫 做 惯性 系 内 的 钟 同步 
(clock synchronization)， 千 看 起 来 可 用 下 法 实现 同步 : 观 者 G 在 把 自己 的 钟 调 到 
指 零 (事件 po) 的 同时 告知 G'“ 你 现在 就 把 钟 调 到 指 零 ”. 但 是 ， 

由 于 信号 传播 需要 时 间 ， 若 以 q 代表 G' 接 到 通知 的 事件 ， 则 4 6 8 

必定 不 在 超 曲 面 柬 上. 如果 G' 执 行 指令 ， 即 在 事件 g 把 自己 
的 钟 调 零 ， 必 然 达 不 到 钟 同步 的 要 求 . 可 见 钟 同步 在 相对 论 中 

是 个 非 平 凡 过 程 . 下 面 介 绍 一 种 同步 方法 . 观 者 G 事 先 告知 G': 
“你 在 身上 装 一 面 反 射 镜 ， 当 镜子 接收 到 我 发 的 光 时 把 你 的 钟 

再 等 . ”然后 G 在 某 时 刻 向 G' 发 光 ( 事 件 p!)， 它 到 达 G' 时 被 反 

射 ( 事 件 p)， 以 ps 代表 G 收 到 反射 光 的 事件 ( 见 图 6-3)， 设 mm 

是 G 世界 线 上 pi p; 段 的 中 点 (以 线 长 衡量 )， 则 G 只 须 在 该 点 图 6-3 钟 同步 方法 


Pp2 


po p' 
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把 自己 的 钟 调 零 便 可 使 G' 钟 与 自己 的 钟 同步 . 请 注意 这 一 做 法 用 到 光速 与 方向 无 
关 ( 光 子 走 类 光 测 地 线 ) 的 性 质 . 
注 4 标准 钟 也 是 一 种 模型 .什么 样 的 实际 钟 可 看 成 标准 钟 ? 实验 表明 ， 原 
子 钟 在 多 数 情况 下 可 相当 精确 地 看 作 标 准 钟 ， 生 活 中 的 钟 通常 也 可 近似 看 作 标 准 
钟 . 然而 , 任何 实际 钟 都 会 在 某 些 特殊 情况 下 与 标准 钟 有 明显 偏离 [参见 Misner et 
al.(1973)P.393, 395; Rindler(1982)P.31.]. 例如 ， 密切 依赖 于 地 球 重 力 加 速度 的 摆 钟 
一 旦 被 带 到 远离 地 球 的 飞船 中 便 将 一 无 是 处 .不 过 这 只 涉及 实验 中 如 何 选 钟 而 不 
妨碍 理论 上 的 讨论 .在 理论 上 需要 的 只 是 标准 钟 的 概念 . 
注 5 今后 谈 到 世界 线 时 默认 以 固有 时 z 为 参数 ， 而 固有 时 间 等 于 线 长 ， 因 此 
其 切 矢 (3/3z)? 的 长 度 为 1( 见 82.5 定义 7 前 一 段 )， 于 是 应 把 观 者 理解 为 一 条 有 单位 
切 矢 的 类 时 曲线 . 
注 6 光子 没有 固有 时 概念 (类 光 曲 线 线 长 恒 为 零 )， 因 此 不 能 充当 观 者 . 
设 台 是 坐标 系 的 类 时 坐标 [ 即 7 (B/3ax0)*(B/Bxo)?< 0] ,x , x, x 是 类 空 坐标 
[ 即 7 (3/3x)*(3/3xz) > 0，i=1, 2, 3], 则 坐标 域 中 任 一 点 p 的 x 值 称 为 事件 p 
在 该 系 的 坐标 时 (coordinate time)， 惯 性 系 的 坐标 时 叫 惯性 坐标 时 ， 其 定义 域 为 全 
R4， 要 特别 注意 坐标 时 与 固有 时 的 以 下 两 点 区 别 : Q@@ 固 有 时 只 对 世界 线 上 的 点 而 
言 ， 脱 离世 界线 就 没有 固有 时 概念 ， 若 两 条 世界 线 L1 和 蕊 交 于 p 点 ， 则 pp 点 作 
为 Li 的 一 点 的 固有 时 可 以 不 同 于 它 作为 的 一 点 的 固有 时 . 反之， 坐标 时 与 世 
界线 无 关 ， 只 要 p 是 坐标 域 中 的 一 点 ， 就 可 谈 及 它 在 该 系 的 坐标 时 ，@ 同 一 时 空 
点 p 在 不 同 坐 标 系 中 可 有 不 同 坐 标 时 ， 而 固有 时 则 与 坐标 系 无 关 ， 下 面 的 命题 给 
出 类 时 曲线 上 的 固有 时 与 惯性 坐标 时 的 联系 . 
命题 6-1-1 设 L(D 是 某 质 点 的 世界 线 , 7 为 固有 时 , 1 为 惯性 系 多 的 坐标 时 ， 
则 
dt/dt =7y,. (6-1-7) 
其 中 yx,=(- 忆 )Y? ,uu 是 质点 相对 于 多 的 速率 . 
证 明 仍 用 图 6-2. 由 dr = \/-ds? 和 式 (6-1-3) 得 dr? = (1 一 uw?)dt? , 故 有 式 (6-1-7). 
口 
若 CD 就 是 惯性 系 .多 中 的 一 条 坐标 线 , 则 由 式 (6-1-2) 知 =0, 故 由 式 (6-1-7) 
知 dt=drt. 可 见 惯性 观 者 在 本 惯性 系 内 的 坐标 时 等 于 自己 的 固有 时 . 


6.1.5 时空 图 


研究 运动 常 要 画图 .通常 的 图 是 空间 图 ， 例 如 平 抛物 体 的 空间 轨迹 是 抛物 
线 ， 这 种 图 不 含 时 间 因素 ， 不 能 反映 物体 在 哪 一 时 刻 位 于 轨迹 的 哪 一 点 。 时 空 图 
可 以 克服 这 一 缺点 ， 它 用 纸 面 上 的 点 代表 事件 ， 纸 面 上 的 线 代 表 粒 子 在 时 空中 的 
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运动 (过 程 )， 等 等 ， 如 果 只 涉及 1 维 运动 ， 可 以 只 画 2 维 时空 图 ， 画 图 时 ， 先 任 
选 一 惯性 系 多 作 基 准 ， 并 用 坚 直 向 上 的 轴 为 其 t 轴 ( 代 表 时 间 的 流逝 )， 水 平 轴 为 
其 x 轴 ( 见 图 6-4). 各 种 沿 x 轴 运动 的 粒子 的 世界 线 都 可 用 图 中 的 曲线 表示 . 例如 ， 
1 轴 代表 多 系 中 x=0 的 那个 惯性 观 者 Go 的 世界 线 ， 图 中 的 男 一 坚 直 线 代表 多 系 
中 x=x 的 那个 惯性 观 者 G1 的 世界 线 ( 竖 直 表明 相对 于 多 系 静 止 )， 而 图 中 的 点 画 
线 则 代表 光子 的 世界 线 . 给 定 任 一 时 刻 +: ， 线 上 便 
得 一 点 (1,%)， 其 空间 坐标 就 反映 光子 在 i 时刻 的 
位 置 . 图 6-4 中 的 斜 直线 Go 代表 什么 ? 由 于 是 斜 直 
线 ， 其 x 坐标 随 上 坐标 线性 变化 ， 由 式 (6-1-2) 知 它 
相对 于 多 系 的 速率 为 小 于 1 的 常数 , 可 见 它 是 做 惯 
性 运动 的 质点 ， 其实， 从 它 是 类 时 直线 ( 测 地 线 ) 这 
一 事实 便 知 它 也 是 惯性 观 者 ， 从 它 过 原点 的 事实 可 
知 它 是 式 (6-1-5) 涉 及 的 惯性 系 "中 的 x=0 的 那个 
惯性 观 者 , 亦 即 多 ' 系 的 t 轴 . 从 男 一 侧面 也 可 验证 : 


把 x =0 代 入 洛 伦 兹 变换 式 (6-1-5) 得 t=x/v ,可 见 t 图 6-4 ”以 惯性 系 多 为 
轴 是 过 原点 、 和 斜率 为 1/2 的 直线 . 多 ' 系 的 x 轴 该 怎 基准 的 2 维 时 空 图 


么 画 ? x 轴 满 足 : =0 ,代入 式 (6-1-5) 得 :=vx ， 可 
见 x 轴 是 过 原点 、 斜 率 为 v 的 直线 ， 和 + 轴 分 居 点 画 线 的 两 侧 且 与 该 线 夹 角 相等 
( 见 图 6-5)， 这 岂非 表明 x 轴 与 轴 互 不 正 交 ， 从 而 导致 8' 与 多 系 不 平权 ? 其 实 
这 是 “时 空 图 的 欺骗 ”， 是 人 们 习惯 于 用 欧 氏 度 规 想 问题 的 结果 ， 事 实 上 ， 注 意 
到 {t,x 区 对 也 是 洛 伦 效 系 ， 自 然 有 ws(a/8t)*(B/8x) =0 ， 即 (3/8r)* 与 
(8/3x)* 用 闵 氏 度 规 稀 量 是 正 交 的 . F' 与 多 系 的 平权 性 没有 被 破坏 ， 当 然 ， 画 图 
时 一 般 要 先 选 一 个 惯性 系 作 基 准 并 把 它们 的 + 轴 和 x 轴 分 别 画 成 竖 直 和 水 平 ， 但 
选 哪 个 系 作 基 准则 完全 任意 ， 例 如， 假定 选 .2' 系 为 基准 ， 所 得 时 空 图 就 如 图 6-6， 
它 虽 与 图 6-5 貌似 不 同 ， 但 实质 一 样 

时 空 图 的 “欺骗 性 ”不 但 体现 在 正 交 性 上 ， 还 体现 在 曲线 长 度 的 判断 中 . 设 
p=(t, 鸭 为 任 一 时 空 点 ，op 是 联结 o 与 p 的 直线 段 ( 见 图 6-7)， 其 线 长 按 闵 氏 度 规 
为 于 = 由- 妇 + 好 | ， 可 见 双 曲 线 -天 + 六 = 天 ( 常 数 ) 上 各 点 与 " 所 联 直线 段 等 长 ， 


例如 op 与 09 等 长 , 尽管 直观 看 来 ( 即 按 欧 氏 度 规 ) 不 等 . 图 6-7 中 的 双 曲 线 称 为 校 
准 曲 线 . 
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x 


图 6-5 x 与 + 轴 对 称 地 分 居 图 6-6 以 多 ' 为 基准 的 时 空 ”图 6-7 双 曲 线 的 点 与 o 所 


45” 直 线 两 侧 


图 ,与 图 6-5 等 价 联 直 线 长 度 为 常数 


如 采 物 理 现象 还 涉及 空间 的 第 2、3 维 ， 以 上 的 2 维 时 空 图 就 不 够 用 ， 但 是 ， 
即使 采用 立体 画 法 ， 纸 面 上 最 多 也 只 能 表现 3 维 ， 既 然 必须 用 一 维 代表 时 间 ， 就 


地 球 
世界 面 


卫星 
世界 线 


人 
图 6-8 地球 世界 面 (压缩 掉 
一 维 ) 和 卫星 世界 线 


诱导 出 的 线 元 为 =dx*+dy*+dz* ， 即 欧 氏 线 


只 剩 两 维 代表 空间 ， 因 此 3 维 空间 势必 有 一 维 反映 不 出 
来 (在 图 上 被 “压缩 掉 ”). 幸好 许多 问题 中 有 一 维 (甚至 
两 维 ) 不 重要 , 或 者 问题 有 一 定 的 对 称 性 , 压缩 掉 一 维 后 
仍 不 丢失 实质 内 容 ， 以 人 造 卫 星 绕 地 球 转动 为 例 ( 见 图 
6-8)， 地 球 表面 本 是 个 2 维 球面 ， 但 画图 时 有 一 维 被 压 
缩 挥 ， 所 以 每 个 时 刻 的 地 球 表面 由 一 个 圆周 (图 中 的 O) 
代表 .近似 认为 地 球 做 惯性 运动 并 以 它 为 画图 基准 ， 地 
面 上 每 点 的 世界 线 便 都 是 竖 直 线 ， 它 们 构成 一 个 圆柱 
面 ， 叫 做 地 球 表面 的 世界 面 . 图 中 的 螺旋 线 则 代表 卫星 
的 世界 线 ， 其 倾斜 程度 反映 卫星 转动 的 快慢 . 

设 多 是 头 氏 时 空 的 惯性 参考 系 ， 则 与 罗 中 所 有 观 者 
世界 线 正 交 的 3 维 平面 ( 超 平 面 ) 马 上 各 点 有 相同 t 坐标， 
所 以 称 为 多 系 的 一 个 同时 面 ( 见 图 6-9),， 代表 多 系 在 1 时 
刻 的 “全 空间 ”. 设 C 是 马上 的 曲线 ， 则 其 上 任 一 元 段 
的 df 为 零 ， 故 因 氏 线 元 


ds*” =—dt* +dx* dy 上 +dz 
多 系 观 者 世界 线 


元 ,可见 惯性 系 多 在 任 一 时 刻 的 空间 是 3 维 欧 氏 空 
间 , 这 正 是 狭义 相对 论 3 维 表述 所 默认 的 . 如 果 讨 论 
男 一 惯性 系 .多 '， 由 于 它 的 观 者 世界 线 与 多 系 的 观 者 基 
世界 线 互 不 平行 , %' 系 的 同时 面 与 多 系 的 同时 面 自 


然 不 同 . 这 可 以 看 作 同时 性 的 相对 性 的 缘由 . 


图 6-9 惯性 系 的 同时 面 
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6.1.6 ”狭义 相对 论 与 非 相对 论 时 空 结构 的 对 比 


在 非 相对 论 物 理学 中 时 间 和 空间 是 第 一 手 概念 ， 人 人 都 知道 什么 是 时 间 和 空 
间 . 从 历史 的 角度 看 ， 人 们 先 有 时 间 和 空间 概念 ， 直 至 相对 论 创立 后 才 逐 渐 建 立 
时 空 概念 ， 许 多 人 觉得 时 空 不 难 理解 ， 因 为 它 “ 无 非 是 时 间 加 空间 ”. 然而 ,在 
相对 论 中 时 空 是 第 一 手 概念 ， 时 间 和 空间 则 反而 是 派生 的 相对 概念 ， “派生 ”是 
指 只 有 借助 于 参考 系 把 时 空 作 “3 + 1” 分 解 才 得 到 时 间 和 空间 概念 ，“ 相 对 ”是 
指 同一 时 空 存在 着 许多 不 同 的 3+ 1 分 解 方案 (图 6-5 就 代表 用 参考 系 多 和." 对 闵 
氏 时 空 所 做 的 两 种 分 解 )， 从 4 维 几何 的 观点 看 来 ,相对 论 与 非 相对 论 物理 学 在 时 
间 、 空 间 概 念 上 的 差别 源 于 两 者 时 空 结构 的 不 同 ， 非 相对 论 物 理学 默认 时 空 流 形 
为 及 ,并 具有 某 些 内 豪 的 附加 结构 . 其 一 就 是 存在 一 个 称 为 绝对 时 间 (absolute time) 
的 光滑 函数 二 下 “一 了 及， 使 有 被 分 成 无 限 多 层 ， 每 层 是 一 个 等 上面 马 ( 民 中 的 一 张 
超 曲 面 ， 见 图 6-10.)， 称 为 绝对 同时 面 (absolute simultaneity surface)， 它 有 3 维 欧 
氏 度 规 ， 代 表 时刻 的 “整个 3 维 室 间 ”( 详 见 选读 6-1-1D).， 同 一 马上 的 所 有 点 代 
表 同 时 发 生 于 不 同 地 点 的 事件 , 不 同室 上 的 点 代表 不 同时 的 事件 . 所 谓 绝 对 同时 ， 
是 指 不 论 哪 个 参考 系 看 来 都 同时 ， 这 与 相对 论 显 然 不 同 ， 在 狭义 相对 论 中 ， 某 参 
考 系 认为 同时 的 两 事件 ， 另 一 参考 系 就 可 能 认为 不 同时 狭义 相对 论 只 有 相对 同 
时 面 . 如 果 把 同时 面 比喻 为 扑克 牌 ， 就 可 以 说 非 相 对 论 只 有 一 副 扑 克 牌 (与 参考 系 
无 关 ， 所 以 说 是 绝对 的 ) 而 狭义 相对 论 有 无 数 副 扑克 牌 (取决 于 参考 系 ， 所 以 说 是 
相对 的 )， 这 是 两 种 理论 的 时 空 结构 的 重要 区 别 . 
下 面 再 从 事件 因果 联系 的 角度 讨论 两 种 时 空 结构 的 区 别 . 给 定 事件 peR“ 后 ， 
总 可 把 民 -{p} 写 成 3 个 互相 无 交 的 子 集 M1, Ms，, M3 之 并 , 即 R*-{p}= 
M1iUM,UM;， 其 中 
Mi={ge 习 -{p}l 存在 先 经 历 事件 9 后 经 历 事件 p 的 观 者 }， 
M, ={9e 民 -{p}l 存在 先 经 历 事件 p 后 经 历 事件 g 的 观 者 }， 
M3s={qe 区--{p}l 不 存在 既 经 历 事件 49 又 经 历 事件 p 的 观 者 }. 
非 相对 论 物 理学 默认 子 集 Ms 就 是 过 p 点 的 绝对 同时 面 互 (去 掉 点 了 ), 而 M2 和 Mi 
则 分 别 是 马 两 侧 的 “上 半 个 了 ”和 “下 半 个 了 ”( 见 图 6-11)， 其 物理 意义 是 : 若 
deM, ， 则 说 事件 gq 发 生 于 的 未 来 ; 若 gsMi ， 则 说 9 发 生 于 p 的 过 去 . 然而 
在 狭义 相对 论 中 ， 由 于 观 者 世界 线 为 类 时 线 ，M2 和 Mi 分 别 是 p 点 的 未 来 光 锥 面 
(类 光 超 曲面 ) 和 过 去 光 锥 面 所 围 的 子 集 ( 但 不 含 光 锥 面 上 的 点 )，M3 则 比 图 6-11 的 
3 维 子 流 形 马 “大 ”得 多 ， 它 包括 Mi 和 M2 之 外 的 所 有 点 ( 含 光 锥 面 上 的 点 )， 见 
图 6-12. 
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M,=2, —{p} M, 
> 7 
Mi 2 


图 6-10 ” 非 相 对 论 物理 学 的 图 6-11 非 相 对 论 物 理学 的 时 空 结构 ， 过 p 点 的 绝 
绝对 同时 面 对 同时 面 是 3 维 面 ， 其 上 、 下 代表 p 的 未 来 和 过 去 


设 geM,, 则 从 p 到 4g 的 测 地 线 在 p 点 的 切 和 撩 T° 必 为 类 时 . 同 理 ,车 geMi， 
则 从 p 到 gq 的 测 地 线 在 p 点 的 切 撩 7 也 类 时 . 但 7” 和 7" 在 物理 上 毕竟 很 不 相 
同 : 7* 指向 未 来 而 T” 指向 过 去 ( 见 图 6-13)， 在 相对 论 中 就 把 T* 和 7” 分 别称 为 
指向 未 来 (future directed) 类 时 矢量 和 指向 过 去 (past directed) 类 时 矢量 . p 点 的 类 时 
矢量 要 么 是 指向 未 来 的 ， 要 么 是 指向 过 去 的 .类 似 地 可 定义 指向 未 来 和 指向 过 去 
的 ( 非 零 ) 类 光 矢 量 . 


图 6-12 ”狭义 相对 论 的 时 空 结构 ， 没 有 绝对 ”图 6-13 类 时 矢量 7 指向 未 来 而 7"e 指向 过 
同时 面 . p 的 未 来 和 过 去 比 图 6-11 的 对 应 子 二 
集 小 得 多 , 与 p 无 因果 联系 的 子 集 M; 则 比 图 
6-11 的 Ms 大 得 多 
[选读 6-1-H] 

把 狭义 相对 论 和 广义 相对 论 物理 学 与 非 相 对 论 物 理学 的 时 空 结构 做 一 对 比 是 
很 有 教 益 的 . 根据 广义 相对 论 ， 引 力 的 实质 是 4 维 时 空 的 弯曲 ( 详 见 87.1)， 狭义 相 
对 论 研究 引力 不 存在 (可 忽略 ) 时 的 物理 学 ， 因 此 背景 时 空 是 (了 极 ', wy),,)， 广义 相对 
论 研究 有 引力 时 的 物理 学 ， 其 背景 时 空 是 任意 (连通 ) 4 维 流 形 M 配 以 弯曲 的 度 规 
场 gap, 即 (M, gap). 非 相对 论 物理 学 背景 时 空 可 通过 用 4 维 语言 对 牛顿 引力 论 重新 
表述 而 得 以 认识 . 按照 牛顿 引力 论 ， 空 间 的 引力 场 由 引力 势 办 描述 ， 它 同 质 量 密 
度 久 的 关系 满足 泊 松 方程 

Vf = 4ny. (6-1-8) 
除 引 力 外 不 受 力 的 质点 叫 自 由 质点 . 单位 质量 的 自由 质点 遵从 如 下 的 运动 方程 : 
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dc 0 人 
i =1, 2,3,， 国医 
了 i (6-1-9) 
其 中 1 是 牛顿 绝对 时 间 , 万 是 质点 的 空间 伽利略 坐标 ( 即 数学 上 的 箭 卡 儿 坐 标 )， 给 
定 初始 条 件 后 ， 式 (6-1-9) 的 解 X(D 可 看 作 空 间 中 以 上 为 参数 的 曲线 的 参数 表达 式 ， 
该 曲线 代表 该 质点 的 空间 运动 轨迹 . 例如 , 地 面 附 近 斜 抛 质 点 的 轨迹 为 抛物 线 . 嘉 
当 (Cartan) 等 人 把 以 上 事实 用 几何 语言 重新 表述 ,要 点 如 下 [参见 Misner et al.(1973) 
第 12 章 ]. 
牛顿 引力 论 的 背景 时 空 叫 牛顿 时 空 ， 由 流 形 阴 "及 其 上 的 如 下 附加 内 豪 结 构 组 
成 : (a) 存 在 一 个 称 为 绝对 时 间 的 、 满 足 适 当 条 件 的 光滑 函数 天 了 一 月; (b) 在 RR 
上 存在 导数 算 符 Vi ， 它 在 某 特定 坐标 系 {x*} (其 中 马 = 的 克 氏 符 满足 
三 =Of/0xi.， i=1, 2, 3(1 为 玉 上 某 函 数 )， 其 他 大 4 =0. 
(6-1-10) 
由 这 两 点 出 发 可 做 下 面 的 讨论 : 
(1) 绝 对 时 间 的 存在 使 时 空 流 形 了 "具有 一 种 绝对 的 “分 层 (stratificatiom) 结 构 ”: 
Vp eR1， 存 在 一 个 等 1 面 卫 (RR 中 的 超 曲面 ) 使 pe 驴 ( 见 图 6-10)， 代 表 t 时 刻 的 
“整个 3 维 空间 ”， 称 为 一 个 绝对 同时 面 . 事件 pp，g 称 为 同时 的 ， 若 1(p) = i(q). 
(2) 设 y(4) 是 牛顿 时 空中 的 任 一 测 地 线 (4 为 仿 射 参数 )， 则 其 在 满足 式 (6-1-10) 
的 坐标 系 的 参数 表达 式 x*(4) 服 从 方程 组 
dx ww dx dxc 
十 一 一 一 = 
dA a 
令 L=0， 由 ,=0 (v,o =0,1,2,3) 便 得 0=d2x /dX4? =dt/dX4”， 因 而 
1=QX4+B， Q,B 为 常数 . (6-1-12) 
上 式 表 明 绝 对 时 间 t 可 充当 任 一 Q#0 的 测 地 线 的 仿 射 参数 . 再 令 式 (6-1-11) 的 
LL=i， 由 式 (6-1-12) 及 T'00=6f/0x 、 太 大 =0 (i, j,k=1,2, 3) 得 


2 .1 
0 (6-1-9) 


1=0,1,2,3 (6-1-11) 


与 式 (6-1-9) 对 比 可 知 ， 只 要 把 小 解 释 为 引力 势力 ,把 世 解释 为 伽利略 坐标 ， 则 牛顿 
时 空中 以 绝对 时 间 1 为 仿 射 参数 的 测 地 线 对 应 于 自由 质点 的 世界 线 . 

(3) 用 式 (6-1-10) 代 入 (3-4-20") 和 (3-4-21) 不 难 求 得 VY 的 黎 曼 张 量 和 里 奇 张 量 的 
坐标 分 量 如 下 (已 改 为 办 ): 
j ) 0 
koio =—Rioo = 


Ox'Ox’ 


其 他 Ry” =0， (6-1-13) 
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Ru = ; A 其 他 Rj, =0. (6-1-14) 
i OX OX 
式 (6-1-13) 表 明 牛 顿时 空 并 不 平 直 (对 比 : 根据 爱 因 斯 坦 理 论 ， 有 引力 的 时 空 也 不 
平 直 .)， 然 而 ，V， 在 每 一 绝对 同时 面 忆 上 诱导 出 的 导数 算 符 V, 却 是 平 直 的 [ 式 
(6-1-10) 表 明 Tj =0，i, j,k=1,2, 3 ， 其 相应 的 3 维 黎 曼 张 量 为 零 .]， 这 也 可 从 
另 一 角度 印证 : 当 式 (6-1-12) 的 w 为 零 时 , 测 地 线 7(1) 躺 在 1= 有 1 的 绝对 同时 面 叫 6 
上 ， 由 六 天 =0 、 式 (6-1-11) 及 t= 得 dzxi/d4? =0， 从 而 
xX(4)=Q'14+B'， Qi', PB' 为 常数 . (6-1-15) 
这 是 线性 方程 组 ,只 要 把 x 解释 为 了 的 黎 卡 儿 誉 标 , 则 式 (6-1-15) 表 明 了 上 的 测 
地 线 为 直线 ， 实 际 上 ， 只 要 用 依 下 式 定义 区 上 的 欧 氏 度 规 
6,, = 6 (dx ), (dx’), ， 
则 {x} 系 的 普通 导数 算 符 B 自然 满足 & 6j。 =0， 其 在 {z]} 系 的 克 氏 符 当 然 为 零 ， 即 
7 3 
所 以 2& 正 是 前 面 提 到 的 由 V, 在 26 上 诱导 的 W ， 可 见 每 一 绝对 同时 面 马 是 一 个 
3 维 欧 氏 空间 ， 物 理 上 常用 的 伽利略 坐标 万 就 是 该 空间 的 箭 卡 儿 坐 标 ， 仁 好 亦 称 
4 维 伽利略 坐标 系 . 
一 个 自然 的 问题 是 ， 可 否 给 民 “ 定义 一 个 与 V, 适 配 的 度 规 ? 答案 是 否定 的 : 
只 要 存在 引力 ,能 够 找到 的 “ 度 规 ”必定 退化 [上 指标 “ 度 规 ” 的 号 差 为 (0,+, +, +)]. 本 
选读 为 没有 度 规 却 有 导数 算 符 (因而 有 曲率 概念 ) 的 流 形 的 物理 应 用 提供 了 一 个 实 
例 . 
[选读 6-1-1 完 ] 


$6.2 ”典型 效应 分 析 
6.2.1 “ 尺 缩 ” 效 应 


一 个 质点 在 3 维 语言 中 是 空间 的 一 点 , 在 4 维 语言 中 是 时 空 的 一 条 类 时 线 ( 世 
界线 )， 同 理 ， 一 把 尺子 在 3 维 语言 中 是 空间 的 一 段 直 线 , 在 4 维 语言 中 是 一 个 由 
尺 上 各 点 世界 线 组 成 的 2 维 面 (世界 面 ， 见 图 6-14)， 于 是 ,在 3 维 语言 中 非常 明 
确 的 尺 长 概念 在 4 维 语言 中 变 得 含糊 : 哪 条 线 的 线 长 才 是 尺 长 ? 对 熟悉 4 维 语言 
的 人 来 说 ， 尺 子 本 来 就 不 是 1 维 的 ， 它 是 个 2 维 对 象 . 这 是 一 个 绝对 的 对 象 ， 与 
参考 系 、 坐 标 系 以 及 观 者 无 关 . 为 什么 尺子 在 普通 语言 (3 维 语言 ) 中 是 1 维 对 象 ? 
因为 人 们 站 在 自己 所 在 参考 系 的 立场 上 看 问题 ， 这 种 看 法 一 开头 就 是 相对 的 ， 惯 
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性 系 .多 的 每 一 同时 面 厂 既然 代表 1 时 刻 的 全 空间 , 它 与 尺子 世界 面 的 交 线 自然 代 
表 “ 多 系 测 得 (认为 ) 的 、t 时 刻 的 尺子 ”， 
例如 t=0 的 同时 面 与 尺子 世界 面 的 交 线 + 
段 o4a 便 是 多 系 在 1=0 时 测 得 的 尺子 . 设 
0，4 点 之 间 的 空间 坐标 差 为 Ax，Ay， 

4Az, 则 多 系 测 得 的 尺 长 为 (Ax + Ay”+ 
Az*)"*， 即 直线 段 oa 的 线 长 ，[ 既 可 说 
是 欧 氏 线 长 ， 这 时 是 把 oa 看 作 3 维 欧 氏 


家 系 != 0 时 测 得 的 太 


1'=0 的 同时 面 
空间 (同时 面 ) 上 的 直线 ; 也 可 说 是 闵 氏 线 
长 , 这 时 是 把 oa 看 作 4 维 闵 氏 时 空中 的 
直线 . 同时 面 上 1 为 常数 保证 了 两 种 看 法 。 0 
的 一 致 性 .]， 然 而 同时 是 相对 的 , 多 ' 系 的 
同时 面 *=0 与 同一 尺子 世界 面 的 交 线 以 准 曲 线 


(直线 段 o) 代 表 “名 ' 系 测 得 的 、t =0 时 ”gg 采 1-0 时 测 得 的 

刻 的 尺子 ”， 故 尺 长 应 为 直线 段 ob 的 线 。 图 6-14 尺子 世界 面 是 绝对 的 ， 直 线段 
长 ， 既 然 oa 与 ob 是 时 空中 两 个 不 同 的 ”oa 和 ob 分 别 是 惯性 系 多 和风 在 1=0 和 
直线 段 ， 它 们 不 等 长 就 毫 不 奇怪 ， 因 此 ， 人 

“ 尺 缩 ” 效 应 显然 不 是 什么 “弹性 ”之 

类 的 物理 机 制 在 起 作用 (根本 没有 任何 “收缩 ”发 生 )， 其 本 质 原因 无 非 是 : 虽然 
尺子 只 有 一 把 (尺子 世界 面 只 有 一 个 )， 但 不 同 惯性 系 有 不 同 的 同时 面 导 致 不 同 惯 
性 系 测 到 不 同 的 1 维 尺子 (1 维 尺 是 相对 的 ), 而 不 同 的 1 维 尺 有 不 同 尺 长 当然 不 足 
为 怪 . “ 尺 缩 ” 效 应 不 过 类 似 于 “盲人 摸 象 ”而 已 . 

因 多 系 认为 尺子 静止 而 多 ' 系 认为 尺子 运动 ， 直 线段 oa 和 ob 的 线 长 lon 和 lo 
分 别 是 静 、 动 尺 长 . 所 余 问 题 无 非 是 比较 la 和 or. 直观 看 来 有 ju > loa, 似乎 动 尺 
较 长 ! 然而 这 也 是 时 空 图 的 “欺骗 ”. 过 a 作 校 准 曲线 便 知 ip < loa， 可 见 动 尺 较 
短 . 欲求 两 者 之 间 的 定量 关系 ， 只 须 计算 两 段 线 长 . 线 长 是 绝对 量 ， 计 算 结 采 同 
所 选 坐 标 系 无 关 ， 为 便于 比较 ， 我们 用 同一 坐标 系 (与 多 相应 的 惯性 系 {t，x，y》， 
z) 计 算 . 注意 到 o 点 在 该 系 的 坐标 为 0，0，0，0)， 由 闵 氏 线 元 在 该 系 的 表达 式 
得 1 = -0=xs，ls =zp 一 . 由 式 (6-1-5) 又 知 x 轴 的 方程 为 :=vx ， 故 
tj, =Vx, ,由 图 6-14 可 以 看 出 如 = 和, 代 人 上 式 便 得 1 =y 为 = X=Y ls. 这 
正 是 “ 尺 缩 ” 效 应 中 熟知 的 定量 关系 . 


6.2.2 “ 钟 慢 ” 效 应 
考虑 惯性 系 多 的 两 个 标准 钟 Cl，C2 和 惯性 系 .多 ' 的 一 个 标准 钟 C， 三 钟 的 世 
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界线 示 于 图 6-15. 从 多 系 看 来 ， C1，Cs 钟 静止 而 C' 钟 运动 开始 时 C' 钟 与 Ci 钟 
重合 (事件 o)， 两 钟 调 成 指 零 .一段 时 间 后 ，C' 钟 与 C; 钟 重合 (事件 bp)， 由 “固有 
时 间 等 于 线 长 ”可 知 C' 钟 在 b 点 的 读数 等 于 ju Cs 钟 与 C1 钟 同属 多 系 , x 轴 是 史 
系 的 同时 线 ， 既 然 Cl 钟 在 o 时 读数 为 零 ，C; 钟 在 c 时 读数 也 应 为 零 ， 故 C; 钟 在 
b 时 的 读数 等 于 1 = 1 . 过 a 作 校 准 曲 线 可 知 1, <1, =1, ， 故 多 系 认为 C' 钟 ( 动 
钟 ) 较 慢 ， 但 多 ' 系 认为 与 事件 o 同时 的 是 事件 d ( 见 图 6-16) 而 非 c. 既然 Cs 钟 在 c 
指 零 , 在 d 就 必 有 读数 5 >0. 待 Cs 钟 运动 到 与 C' 钟 重合 时 (事件 bp), 虽然 C' 的 读 
数 lo 小 于 Cz 的 读数 lu (两 系 都 承认 这 一 事实 ), 但 不 说 明 C' 钟 较 慢 ， 因 在 C' 读 数 
为 零 的 同时 ( 按 . 多 ' 的 同时 线 判 断 ) Cs 读数 已 是 5(Cs 做 了 “ 偷 跑 ”)， 故 应 先 从 C? 在 
b 的 读数 心 减 去 5 再 与 lo 比较 ， 即 .多 ' 认 为 应 比较 lg 与 由 由 过 上 4。 的 校准 曲线 知 
lp > boe =1zp， 故 多 ' 系 认为 Cz 钟 较 慢 ， 仍 是 动 钟 较 慢 . 图 6-17 是 以 上 讨论 的 3 维 


3 c t=0 的 同时 面 六 
图 6-15 多 系 的 钟 根据 同时 面 1= 图 6-16 Bo' 系 的 钟 根据 同时 面 
和 t=0 认 为 C' 钟 较 慢 二 =V 和 t=0 认 为 Cs 钟 较 慢 


(a) 多 系 看 法 (b) ' 系 看 法 
图 6-17 惯性 系 多 和 .多 %' 的 3 维 看 法 
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图 示 ， 其 中 (a) 和 (b) 分 别 为 多 和 .多 ' 系 的 3 维 看 法 . 由 此 可 再 次 看 出 3 维 看 法 依赖 
于 参考 系 ， 只 有 时 空 4 维 语 言 的 表述 才 与 参考 系 无 关 . 
仿照 动 、 静 尺 长 定 ee 注意 到 加 =vt， 不 难 由 图 6-15 求 得 
多 系 测 得 的 动 、 i 关系 为 1 = 1 
以 上 讨论 清楚 地 表明 ， 同 a 效应 中 没有 任何 东西 真正 收缩 一 样 ， “ 钟 
慢 ” 效应 中 也 没有 任何 钟 的 走时 率真 正 变 小 (都 坚持 标准 钟 的 走时 率 ， 即 读数 差 等 
于 线 长 .，)， 应 该 强调 的 是 ， 不同 惯 性 系 的 标准 钟 读数 的 比较 (简称 “ 比 钟 ”) 方 式 
是 多 种 多 样 的 ， 不 同方 式 导 致 不 同 结果 ， 因 此 在 讨论 比 钟 问题 时 必须 事先 明确 约 
定 比 钟 方式 的 每 一 细节 . 上 述 “ 钟 慢 ” 效 应 的 比 钟 方式 虽 为 人 们 所 熟知 ， 却 只 是 
众多 比 钟 方式 的 一 种 ,其 特点 在 于 涉及 三 个 钟 C1, Cs 和 C', 其 中 两 个 是 同一 惯性 
系 内 事先 经 过 同步 的 钟 ， 如 果 没 有 Cs， 虽 然 同样 可 从 图 6-15 知道 局 < 1,。， 却 无 
从 得 出 “Ci 钟 觉得 C' 钟 慢 ” 的 结论 ， 关键 在 于 “觉得 ”两 字 无 从 谈 起 .事件 5 不 
在 Cl 钟 的 世界 线 上 ，Ci 钟 不 能 对 它 有 任何 直接 感觉 .Cl 钟 对 2 进行 测量 的 唯一 
办 法 是 接收 从 2 发 来 的 光 信 号 (或 其 他 信号 )， 而 这 就 涉及 光 的 传播 时 间 所 带 来 的 
问题 (不 是 不 能 这 样 做 ,而 是 这 样 做 时 必须 考虑 这 一 问题 .)， 其 实 , 借用 C2 钟 得 出 
“C' 钟 变 慢 ”的 结论 时 就 已 巧妙 地 发 挥 了 光 信号 的 “使 者 ”作用 ， 因 为 在 把 Cs 钟 
与 Cl 钟 调整 同步 时 已 经 用 到 了 光 信 和 号 ( 见 6.1.4 小 节 )， 总 之 ， 如 果 不 用 Cz 钟 ，Ci 
和 C "就 无 法 用 上 述 方式 比 钟 ， 或 说 上 述 比 钟 方式 没有 物理 意义 .在 只 有 两 钟 C 和 
C' 时 倒是 存在 很 有 物理 意义 的 比 钟 方式 ， 例如， 图 6-18 表示 携带 C 钟 的 观 者 G 
采取 如 下 办 法 比 钟 : 他 在 时 刻 a 用 左右 两 眼 分 别 看 钟 C 和 C'， 所谓 在 时 刻 a“ 用 
右 眼 看 C” 是 指 右 眼 在 时 刻 a 收 到 C' 钟 在 某 时 刻 e 发 来 的 光 ( 光 子 从 @ 经 指向 未 来 
类 光 测 地 线 到 a)， 设 两 钟 在 o 时 都 指 零 ， 则 C 钟 在 a 点 的 读数 等 于 1。，C' 钟 在 e 
点 的 读数 等 于 由 于 i。 < 14。， 观 者 G 将 同样 得 出 “ 动 钟 较 慢 ”的 结果 ， 区 别 在 
于 慢 的 程度 比 用 图 6-15 的 方式 更 其 . 为 定量 计算 慢 的 程度 ， 可 过 e 作 水 平 线 交 C 
钟 世界 线 于 f( 见 图 6-19). 令 z=/ ,T= ,p= lor ,9 三 1 , 则 Le = 4. 由 p=yr ( 普 
通 钟 慢 效 应 的 定量 关系 ) 以 及 两 钟 相对 速率 的 几何 表达 式 4= g/p (C 钟 认为 C' 钟 
在 时 间 p 内 的 运动 距离 为 9) 易 得 
7 =-u /+u) Tt. (6-2-1) 
甚至 可 以 举 出 这 样 的 比 钟 方式 ( 见 图 6-20)， 它 导致 “ 动 钟 较 快 ”! 设 C 和 C' 钟 在 
0 所 部 指 零 ， 则 观 者 G 在 时 刻 a 用 两 眼 分 别 看 C 和 C' 钟 都 得 负 的 读数 . 由 图 易 见 
ls <le， 故 C 钟 的 读数 比 C 钟 的 读数 负 得 更 甚 . 于 是 G 将 认为 “ 动 钟 较 快 ”. 这 
er iat 结论 其 实 无 可 非议 , 它 不 过 是 图 6-20 的 特定 比 钟 方式 的 结果 . 因 
此 , 讨论 比 钟 问题 时 必须 事先 说 明 比 钟 方式 的 每 一 细节 ， 而 为 此 最 好 先 画 时 空 图 . 
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C 钟 ( 观 者 O) 


C 钟 ( 观 者 O) 


图 6-18 G 在 a 时 左 眼 看 自己 ”图 6-19 求 7 与 关系 的 简 图 6-20 G 在 a 时 左 眼看 自 
的 钟 C, 右 眼 看 动 钟 C', 发 现 捷 几 何方 法 已 的 钟 ， 右 眼看 C' 钟 ， 发 现 
动 钟 更 慢 动 钟 较 快 


以 上 各 例 只 涉及 1 维 空间 .下 面 是 涉及 2 维 空间 的 一 例 [ 郭 硕 鸿 (1995)P.290 


例 1 光源 S 与 接收 颖 G 静止 于 惯性 系 .有 中, 两 者 静 
止 距离 为 Al. S-G 装置 浸 在 均匀 无 限 的 液体 介质 (静止 折射 
率 为 n) 中 . 设 液体 沿 垂直 于 S-G 连 线 的 方向 相对 于 多 以 常 
速率 流动, 求 光 讯号 从 S 到 达 G 所 经 历 的 时 间 Ar (8 系 
测 得 ). 

解 ” 把 与 液体 相对 静止 的 惯性 系 记 作 多 '.， 以 多 ' 为 基 
准 画 3 维 时 空 图 ( 见 图 6-21)， 其 中 p, 和 p, 代表 光 子 从 S 
发 出 和 到 达 G 的 事件 ， 直 线段 pi p; 便 代表 光子 的 运动 过 
程 ,多 和光 ' 系 认为 此 过 程 所 经 历 的 时 间 At 和 Ar' 分 别 等 于 
直线 段 p3p; 和 pup 的 囚 氏 线 长 (世界 线 S 可 被 选 作 . 胞 系 的 

6-21 例 1 用 时 空 图 1 轴 )， 直 线段 pi ps 的 线 长 显然 就 是 AL 再 以 go 和 a 分 别 代 
表 直 线段 pi1p4 和 psps 的 线 长 ， 则 易 见 

At=y-At' ,其 中 y=(1-w )"”“(“ 钟 慢 ” 效 应 )， 

Wu=Q/At (多 ' 认 为 G 以 速率 u 在 Ar' 内 走 了 距离 2)， 

o =(A1)? +@? (3 维 欧 氏 空间 中 的 勾 股 定理 )， 

1/n=o/Ar' (静止 介质 中 光速 各 向 同性 ， 其 值 为 1/n). 

联 立 解 得 


At=,|—— Al. [ 解 毕 ] 
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6.2.3 挛 子 效应 ( 挛 子 伴 廖 ) 


图 6-22(a) 是 李子 效应 的 时 空 图 ， 两 曲线 分 别 是 挛 生 子 甲 、 乙 的 世界 线 ， 甲 线 
为 竖 直 线 表 明 甲 守 在 家 中 (惯性 观 者 )， 乙 线 为 非 测 地 线 表 明 乙 外 出 做 太空 邀 游 并 
返回 . p，g 两 点 分 别 代 表 分 手 和 重 才 事件 . 已 知 分 手 时 两 人 年 龄 相等 ， 重 逢 时 年 
龄 是 否 还 等 ?如果 不 等 ， 熟 大 熟 小 ? 这 无 非 是 
甲乙 两 人 介 于 p，g 之 间 的 固有 时 间 的 比较 问 4 
题 , 也 就 是 甲乙 两 线 介 于 p, 4 之 间 的 线 长 全 和 
忆 的 比较 问题 . 因为 闵 氏 时 空中 两 点 间 的 类 时 
测 地 线 是 该 两 点 间 类 时 线 的 最 长 者 ( 见 选 读 四 | \z, 
3-3-1 前 的 一 段 )， 所 以 厨 > 二 ， 可 见 重逢 时 乙 
比 甲 年 轻 . 图 6-22(b) 是 挛 子 效应 的 最 简单 的 例 
子 ( 乙 的 世界 线 是 两 条 类 时 测 地 线 组 成 的 折 
线 )， 借 助 “ 钟 慢 ” 效 应 的 定量 计算 易 见 Pp 
Se ey | 1 (a) 时 空 图 。 @) 最 简单 的 一 人 

以 上 就 是 挛 子 效应 的 实质 性 内 容 .， 问题 本 图 6.22 挛 子 效应 
来 就 是 如 此 简单 . 然而 ， 人 们 在 相对 论 发 展 的 
早期 对 有 关 问 题 尚 欠 深 刻 认识 , 挛 子 效应 在 一 段 时 间 内 曾 被 视 为 悖 论 (paradox). 对 
此 的 争论 竟然 迟 至 1957~1958 年 还 曾 再 掀 高 潮 (虽然 若干 有 识 之 士 早已 有 清晰 理 
解 )， 而且 文章 竟 发 表 在 《 Nature》、《 Discovery》 和 和 Science》 等 重要 刊物 上 . 争 
论 双方 以 物理 学 家 McCrea 和 物理 学 家 兼 哲学 家 Dingle 为 代表 人 物 . Dingle 认为 ， 
根据 相对 论 , 一 切 都 是 相对 的 ， 因此 李子 重 首 时 应 有 相同 年 龄 McCrea 则 针 锋 相 
对 地 指出 ， 相 对 论 并 不 认为 一 切 都 是 相对 的 ， 杰 子 忆 有 加 速 而 甲 没 有 ， 正 是 这 一 
区 别 导 致 重逢 时 年 龄 不 同 ， 随 着 研究 的 深入 ， 特 别 是 几何 语言 的 引进 ， 国 际 相对 
论 界 对 李子 问题 的 实质 早已 取得 如 本 小 节 开 始 时 所 述 的 共识 [例如 ， 可 参阅 Sachs 
and Wu(1977)P.42,43; Wald(1977)P.25,26; Misner et al.(1973)P.167.]， 应 该 特别 强 
调 的 是 ， 许 多 人 顾名思义 地 以 为 “在 相对 论 中 一 切 都 是 相对 的 ”， 这 是 一 种 极其 
有 害 的 误解 . 

李子 效应 已 于 1971 年 害 实验 所 证 实 ， 当 然 不 是 对 人 而 是 对 钢 原 子 钟 ， 有 兴趣 
的 读者 可 参阅 Hafele and Keating(1972)， 并 完成 本 章 习 题 10. 

下 面 再 回答 几 个 与 挛 子 伴 雇 有 关 的 常见 问题 . 

问 “ 钟 慢 ”效应 的 结论 是 对 双方 平等 的 : 甲 钟 认 为 乙 钟 慢 ， 乙 钟 认为 甲 钟 
慢 .为 什么 挛 子 效应 的 结论 对 双方 不 平等 ( 谁 都 认为 乙 比 甲 年 轻 )? 

答 ”因为 两 种 效应 的 前 提 不 同 . 在 “ 钟 慢 ”效应 中 ， 两 个 观 者 都 做 惯性 运动 ， 
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由 于 惯性 系 平权 ,结论 自然 对 双方 平等 . 但 在 挛 子 效应 中 有 一 方 不 做 惯性 运动 ( 世 
界线 不 是 测 地 线 )， 否 则 分 手 后 不 会 重 僚 . 这 个 前 提 本 身 就 确立 了 双方 的 不 平等 地 
位 ， 因 而 结论 是 一 边 倒 的 . 

问 ”李子 效应 的 结论 是 做 加 速 运动 的 兄弟 较 年 轻 但 加 速度 是 相对 的 ， 甲 认 
为 乙 有 加 速度 ， 乙 也 认为 甲 有 加 速度 .， 据 此 ， 岂 非 乙 会 觉得 甲 较 年 轻 ? 

答 ”加 速度 有 3 维 (3 加 速 ) 与 4 维 (4 加 速 ) 之 分 ( 详 见 $6.3)， 前 者 是 相对 的 , 后 
者 却 是 绝对 的 (与 观 者 、 参 考 系 及 坐标 系 等 人 为 因素 的 选择 无 关 )， 而 惯性 运动 和 
非 惯 性 运动 的 概念 都 是 绝对 的 : 质点 做 惯性 运动 当 且 仅 当 其 世界 线 为 测 地 线 (与 参 
考 系 无 关 ! )， 当 把 “加 速 运动 ”作为 “ 非 惯 性 运动 ”的 同 义 语 时 ，“ 加 速 ”应 理 
解 为 4 加 速 . 故 行 要 用 “加 速 ”一 词 表 述 挛 子 效 应 ， 则 应 说 “有 4 加 速 的 兄弟 较 
年 轻 ”. 无 论 谁 看 都 不 会 说 甲 有 4 加 速 ， 因 此 不 再 出 现 问题 . 物理 学 家 已 形成 习 
惯 在 3 维 语言 中 ， 凡 提 到 加 速度 而 又 不 说 明 所 相对 的 参考 系 时 ， 都 默认 相对 于 
惯性 系 . 在 这 种 默契 下 ，“ 做 加 速 运动 的 兄弟 较 年 轻 ” 及 “电荷 只 当做 加 速 运动 
时 才 有 辐射 ”就 都 是 正确 的 . 

问 和 常 听 说 李子 效应 属于 广义 相对 论 范畴 ,只 用 狭义 相对 论 讲 不 清楚 . 对 吗 ? 

答 不 对 .本 小 节 第 一 段 不 是 只 用 狭义 相对 论 就 讲 清楚 了 吗 ? 认为 挛 子 现象 
涉及 广义 相对 论 的 一 个 原因 是 : 他 们 为 计算 乙 所 经 历 的 时 间 而 选 了 与 乙 相 应 的 坐 
标 系 . 这 是 个 非 惯性 系 , 而 他 们 以 为 只 要 涉及 非 惯 性 系 就 属于 广义 相对 论 范畴 . 我 
们 对 此 的 回答 是 : 山 乙 所 经 历 的 时 间 就 是 其 世界 线 长 ， 线 长 是 与 坐标 系 无 关 的 几 
何 量 ， 根 本 没有 必要 自 找 有 麻烦 地 用 非 惯 性 系 计 算 . 凶 退 一 万 步 说 ， 就 算 你 愿意 用 
非 惯 性 系 计 算 ， 这 也 与 广义 相对 论 无 关 .， 应 该 明确 广义 相对 论 与 犹 义 相对 论 的 划 
界 标 准 . 起 初 人 们 爱 用 坐标 系 划 界 ， 只 要 涉及 非 惯 性 系 就 算 涉 及 广义 相对 论 . 后 
来 认识 到 用 绝对 的 (与 人 为 选择 无 关 的 ) 时 空 几何 划 界 会 自然 (而 且 优雅 ) 得 多 . 现在 
国际 相对 论 界 的 统一 标准 是 : 凡 以 闵 氏 时 空 为 背景 的 物理 学 都 属于 狭义 相对 论 物 
理学 ， 而 广义 相对 论 则 必 涉 及 弯曲 时 空 ( 见 第 7 章 )， 讨 论 任 何 问题 时 ， 一 个 非常 
重要 而 又 常 遭 忽视 的 步骤 是 事先 明确 时 空 背景 ， 即 约定 所 讨论 的 物理 现象 在 什么 
时 空中 发 生 . 李子 现象 的 前 提 约 定 是 : 整个 现象 发 生 在 闵 氏 时 空中 ， 因 此 属于 狭 
义 相对 论 范畴 (除非 事先 约定 背景 时 空 不 是 闵 氏 时 空 ， 这 意味 着 引力 场 不 可 忽略 ， 
见 第 7 章 .)， 不 幸 的 是 有 人 甚至 走 得 更 远 ， 误 以 为 加 速 运动 会 造成 时 空 变 曲 (根据 
非 惯 性 坐标 系 的 克 氏 符 六 不 全 为 零 就 错误 地 断言 时 空 弯 曲 , 其 实 闵 氏 度 规 在 非 
惯性 系 的 ,不 全 为 零 很 正常 .)， 于 是 非 用 广义 相对 论 不 可 . 另 一 个 类 似 的 热门 
话题 是 爱 因 斯 坦 转盘 问题 ， 也 常 被 误 以 为 涉及 广义 相对 论 ， 其 实 讨论 的 前 提 约 定 
也 是 整个 现象 (转盘 及 其 上 观 者 的 运动 ) 发 生 在 闵 氏 时 空 ， 因 此 也 属于 狭义 相对 论 
范畴 ， 分 析 这 问题 的 最 清楚 的 语言 也 是 几何 语言 ， 只 是 它 比 挛 子 问题 复杂 ， 详 见 
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下 册 . 
6.2.4 ”车 库 伴 雇 


设 汽车 与 车 库 静 长 相等 . 汽车 匀速 进 库 时 , 司机 想 :“ 动 库 变 短 , 车 放 不 下 . ” 
司库 想 : “动车 收缩 ， 放 下 有 余 .” 司 机 的 想法 对 吗 ? 司库 的 想法 对 吗 ? 使 用 4 维 
几何 语言 便 可 获得 清晰 的 认识 .为 明确 并 简化 问题 ， 设 车 库 并 无 后 墙 (其 “后 墙 ” 
只 是 一 条 画 在 地 上 的 直线 )， 图 6-23 是 汽 
车 匀速 进 库 的 时 空 图 (画图 时 可 借用 校准 
曲线 以 保证 车 和 库 有 相等 静 长 )， 由 图 易 
见 ， 以 司库 所 在 惯性 系 的 同时 面 衡 量 ， 车 
短 于 库 ， 放 下 有 余 ; 以 司机 所 在 惯性 系 的 
同时 面 衡 量 ， 和 车 长 于 库 ， 不 能 放下 .两 人 
看 法 都 对 ， 关 键 是 同时 性 的 相对 性 导致 结 
论 的 相对 性 .不许 提出 这 样 的 问题 : “到 
底 放 下 还 是 放 不 下 ? ”结论 的 相对 性 使 这 
种 绝对 式 的 问题 没有 意义 ， 正 如 在 斥 缩 问 
题 中 不 许 问 “到 底 哪 一 把 太子 较 长 ”一 


样 ， 车库 有 坚硬 后 墙 的 情况 则 要 复杂 些 ， 图 6-23 车库 伴 雇 时空 图 
基本 原则 是 : 车 头 撞墙 (因而 停止 前 进 ) 的 (无 真 后 墙 的 情况 ) 


言 息 传 到 车 尾 需要 时 间 , 只 当 车 尾 “ 获 悉 ” 
后 车 尾 才 停止 前 进 ,因而 汽车 将 被 压缩 到 的 确 在 库 中 装 下 有 余 的 程度 ( 谁 看 都 装 得 
下 )， 有 兴趣 的 读者 不 妨 粗略 画 出 整个 过 程 的 时 空 图 ， 并 完成 习题 11. 


$6.3 质点 运动 学 和 动力 学 


鉴于 狭义 相对 论 中 动量 、 能 量 和 质量 概念 的 重要 性 和 微妙 性 ， 有 必要 先 对 有 
关 问 题 做 一 复习 . 

相对 性 原理 要 求 物 理 定律 在 所 有 惯性 系 中 有 相同 形式 ， 惯 性 系 之 间 的 坐标 变 
换 在 牛顿 力学 中 是 伽利略 变换 ， 在 狭义 相对 论 中 是 洛 伦 效 变 换 ， 因此， 相对 性 原 
理 在 牛顿 力学 中 要 求 物理 定律 的 数学 表达 式 在 伽利略 变换 下 不 变 ( 称 为 伽利略 协 
变性 )， 在 狭义 相对 论 中 则 要 求 物 理 定律 的 数学 表达 式 在 洛 伦 效 变 换 下 不 变 ( 称 为 
洛 伦 效 协 变性 )， 这 是 一 个 很 强 的 “ 管 定律 的 定律 ”， 凡 不 具备 洛 伦 兹 协 变性 的 定 
律 在 被 纳入 狭义 相对 论 之 前 都 必须 修改 ， 动 量 守恒 律 就 是 突出 的 一 例 . 在 牛顿 力 
学 中 ， 质 点 的 动量 巨 定义 为 质量 m 与 速度 云 的 乘积 ， 即 互 := mi ， 所 受 的 力 则 定 
义 为 质点 的 动量 的 时 间 变 化 率 ， 即 f := dB/dt ,两 者 结合 得 f =mdii/di =ma . 可 
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见 ，f =ma 虽然 被 称 为 牛顿 第 二 定律 ， 其 实 只 是 力 的 定义 ， 只 有 同 每 一 具体 物理 
场合 下 的 力 的 表达 式 相 结合 才 给 出 真正 的 物理 定律 (例如 ， 在 弹簧 的 情况 下 同 
f= 一 Kz 结合 得 dP/dt = -KF ， 这 才 是 本 质 上 的 胡 克 定律 .)， 现 在 从 相对 性 原理 的 
角度 考察 两 个 小 球 的 碰撞 . 以 声 及 所 分 别 代表 球 1 的 动量 及 所 受 的 力 (来 自 球 2)， 
则 有 =dzB/dt ， 类 似 地 有 户 =d 声 /df . 牛顿 第 三 定律 保证 及 =- 户 ， 于 是 
d(P + P)/dt =0， 即 碰撞 时 动量 守恒 .可见 动量 守恒 是 力 的 定义 同 牛 顿 第 三 定律 
相 结合 的 产物 ， 如 果 从 另 一 惯性 系 观测 同一 磁 撞 过 程 ， 则 根据 由 伽利略 变换 导出 
的 速度 变换 公式 不 难看 出 动量 仍然 守恒 ， 所 以 动量 守恒 有 伽利略 协 变性 ， 满 足 相 
对 性 原理 . 然而 , 在 狭义 相对 论 中 如 果 仍 然 采用 动量 的 牛顿 定义 , 即 互 := mii (m = 
常数 ), 则 下 面 的 简单 例子 足以 说 明 动 量 守恒 不 具 
备 洛 伦 效 协 变性 . 考虑 两 个 全 同 小 球 的 完全 非 弹 
性 碰撞 ， 设 在 .多 ' 系 中 两 球 碰 前 速度 等 值 反 向 ( 因 
而 总 动量 为 零 ), 则 由 对 称 性 可 知 碰 后 速度 皆 为 堆 
( 见 图 6-24) ,表明 碰 撞 过 程 在 .2' 系 中 动量 守恒 . 再 
图 6.24 全 同 小 球 的 完全 ”从 多 系 考察 这 一 过 程 . 设 球 2 相对 于 多 系 静止 ， 
非 弹性 碰撞 则 多 ' 系 相对 于 多 系 的 速度 等 于 球 1 碰 前 相对 于 
%' 系 的 速度 5 ,由 相对 论 速度 变换 公式 ( 见 狭 义 相 

对 论 教 材 ) 可 知 球 1 在 .多 系 的 速率 为 (暂时 保留 光速 c， 即 不 取 c = 1) 

27 十 了 271 
1+v*/c” | 1+z2/c2 
设 两 球 的 牛顿 质量 丝 为 m， 则 .多 系 测 得 的 两 球 总 动量 在 碰撞 前 后 各 为 
碰 前 总 动量 (大 小 )= mx +0= 一 2 到 


(6-3-1) 


1+V2/c2 
碰 后 总 动量 (大 小 ) = 2mv (用 到 牛顿 质量 守恒 律 ). 

碰撞 前 后 总 动量 不 等 ， 可 见 动量 守恒 对 .多 系 不 成 立 . 这 说 明 动 量 守 恒 不 具备 洛 伦 
兹 协 变性 ， 因 而 不 是 定律 . 这 时 有 两 种 选择 ， 或 者 放弃 动量 守恒 ， 或 者 通过 修改 
质量 和 动量 定义 给 动量 守恒 以 洛 伦 效 协 变性 .鉴于 守恒 律 对 物理 学 的 重要 性 ， 当 
然 选择 后 者 .为 了 找到 修改 思路 ， 先 做 如 下 考虑 : 设 质点 被 恒 力 加 速 . 按照 牛顿 
第 二 定律 ， 只 要 时 间 足 够 长 ， 其 速率 必 将 超过 光速 ， 与 狭义 相对 论 相悖 ， 为 摆脱 
矛盾 ,不妨 猜测 质点 的 质量 在 相对 论 中 随 速 率 增 大 而 增 大 (因为 如 果 这 样 ， 质点 在 
恒 力 下 的 加 速度 将 越 来 越 小 , 速率 就 有 望 永远 达 不 到 光速 .). 于 是 想到 这 样 的 修改 
方案 : 动量 仍 定义 为 质量 乘 速度 , 但 质量 不 再 是 常数 而 与 速率 & 有关, 记 作 mw( 称 
为 运动 质量 )， 现 在 沿 这 一 思路 重新 审查 图 6-24 中 .多 系 的 动量 守恒 问题 . 既然 磁 
前 球 2 静止 而 球 1 以 速率 4 运动 ,两 者 的 运动 质量 应 分 别 为 mo( 称 为 静 质 量 ) 和 mv， 
故 
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碰 前 总 动量 (大 小 )= mu+0= 一 wo2 ， (6-3-2) 
l+v’/c 
全 后 总 动量 (大 小 )= Mv. (6-3-3) 


其 中 M, 代表 碰 后 两 球 复合 体 的 质量 . 默认 碰撞 前 后 总 质量 不 变 ， 即 
m, + mo = M, (这 是 很 自然 的 默认 ， 其 含义 将 在 稍 后 阑 明 .)， 则 式 (6-3-3) 成 为 


页 后 总 动量 (大 小 )= (m, + mo)v. (6-3-4) 
对 比 式 (6-3-2) 和 (6-3-4) 可 知 ， 为 使 动量 守恒 对 多 系 成 立 ， 必 须 且 只 须 
m, = myo 于 , (6-3-5) 
而 由 式 (6-3-1) 出 发 的 简单 计算 表明 
人 (6-3-6) 
1+D21ec” 
与 式 (6-3-5) 对 比 便 得 
m=—— (6-3-7) 


可 见 只 有 承认 m 随 速率 u 按 上 式 变化 才能 保证 图 6-24 的 碰撞 过 程 对 .多 系 有 动量 
守恒 .所 以 狭义 相对 论 中 质点 的 动量 应 定义 为 


五 := mi [其 中 mm 由 式 (6-3-7) 定 义 ]. (6-3-8) 
通常 记 y, =(1-u /c*)"”， 故 动量 亦 可 表 为 
P=y,moii, 简 记 为 B=ymoii = mi. (6-3-9) 


有 了 动量 定义 就 可 对 力 下 定义 ， 在 狭义 相对 论 中 仍 把 质点 所 受 的 力 f 定义 为 
质点 动量 的 时 间 变 化 率 : 
f := dp/dt. (6-3-10) 
相对 性 原理 要 求 上 式 有 洛 伦 效 协 变性 , 这 就 决定 了 力 在 惯性 系 之 间 的 变换 关系 ( 详 
见 狭 义 相对 论 教材 ) 
现在 介绍 质点 的 能 量 定 义 ， 先 仿照 牛顿 力学 用 以 下 两 个 要 求 定义 质点 的 动能 
到: @ 质 点 静止 w = 0) 时 及 = 0，@) 动 能 的 时 间 变 率 等 于 力 的 功率 广元 ， 由 此 得 


Ue =m, dx 2 dm 
dt 1 dt dt dt dt dt 
(6-3-11) 
其 中 dm /dt 可 借 式 (6-3-1) 表 示 为 
A Rn EA (6-3-12) 
dt dr vc2 72 c+*—u’ dt 


代入 式 (6-3-11) 得 
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dE 一 (c” 过 12) dm 十 1 dm, = c? dm, 。 (0-3-13) 
dt dt dt di 
注意 到 4=0 时 m= mo 及 及 =0， 对 上 式 积分 便 得 到 速率 为 u 时 的 动能 
E(u)= | 和 dm=m,c” —moc”. (6-3-14) 
mo 


爱 因 斯 坦 大 胆 地 把 上 式 右边 的 muc 解释 为 质点 在 速率 为 u 时 的 (总 ) 能 量 ( 记 作 EE = 
mc”， 其 中 m 是 mi 的 简写 . )， 于 是 moc* 就 是 质点 静止 时 的 能 量 ( 记 作 Eo = moc”， 
称 为 质点 的 静 能 . ), 而 动能 则 是 总 能 与 静 能 之 差 . E = mc 表明 能 量 与 质量 m( 指 
运动 质量 mi) 成 正比 ( 称 为 质 能 相当 性 )， 在 几何 单位 制 中 c=1, 故 E=m， 即 能 量 
等 于 质量 , 而 Bo = mo 则 表明 物体 即使 在 静止 时 也 有 等 于 静 质 量 的 能 量 . 这 是 一 份 
不 可 思议 的 巨大 能 量 ， 一 个 mo = 1g 的 物体 ( 约 只 有 一 袋 方便 面 质量 的 1%) 的 静 能 
竟 达 
moc” =103 x (3x10s) =9x1053 丁 ， 
大 约 相 当 于 一 个 广岛 原子 弹 所 释放 的 能 量 ! 
牛顿 力学 既 有 质量 守恒 律 ， 又 有 能 量 守恒 律 . 狭义 相对 论 的 情况 如 何 ? 首 先 ， 
按 E=mc” (注意 ,，m 是 mi 的 简写 ) 定 义 的 能 量 满足 能 量 守 恒 律 。 这 应 看 作 理 论 假 
设 ， 已 取得 迄今 所 有 实验 的 文 持 ， 至 于 质量 是 否 守恒 ， 则 要 看 你 谈 的 是 运动 质量 
m 还 是 静 质 量 mo. 因为 已 = mc ， 所 以 能 量 已 守恒 也 就 是 运动 质量 m 守恒 ， 两 者 
互 不 独立 .至 于 静 质 量 wo， 则 应 强调 它 不 服从 守恒 律 . 例如 , 设 静止 原子 核 裂变 
为 两 块 (都 在 运动 )， 以 M,， mi 和 mm 分 别 代表 原子 核 以 及 两 个 分 块 的 运动 质量 ,， 则 
由 能 量 守 恒 得 
1Mc = mc” 十 mc” : (6-3-15) 
核 在 裂变 前 静止 ， 其 运动 质量 M 等 于 静 质 量 Mo. Lmo, mor, Wi 和 uw; 分 别 代 表 
两 个 分 块 的 静 质 量 和 速率 , 令 X=(-w/c)，y=(-w /ce)””， 则 
mm =imo1， 1 = jo11102 ， 故 式 (6-3-15) 导 致 
Mo = mo + ymo2 > mo + mo, ， (6-3-16) 
可 见 静 质量 并 不 守恒 ! 差额 Am = Mo 一 (moi + moo) 称 为 质量 亏损 (mass defecb. 小 
结 : 在 狭义 相对 论 中 ， 关 于 动量 、 能 量 、 静 质量 和 运动 质量 总 共 只 有 两 个 独立 的 
守恒 律 ， 此 即 动 量 守 恒 和 能 量 守 恒 . 前 面 在 把 式 (6-3-3) 改 写 为 式 (6-3-4) 时 曾 默 认 
m, +mo = M, ， 现 在 看 到 此 式 代表 能 量 守 恒 . 可 见 在 证 明 动 量 互 = ymoii 的 洛 伦 兹 
协 变 性 时 需要 默认 能 量 守 恒 . 


QD 但 切 莫 以 为 这 一 “质量 守恒 律 ”类 似 于 牛顿 力学 的 质量 守恒 律 ， 前 者 是 关于 一 个 物理 量 (运动 质量 ) 的 守恒 
律 , 后 者 则 反映 牛顿 的 如 下 信念 : 物质 (matter) 是 永恒 (不 灭 ) 的 . 今天 看 来 这 一 信念 并 不 正确 ,物质 (实物 ) 可 被 “ 毁 
灭 ” 一 一 可 被 转化 为 辐射 虽然 能 量 不 变 . 可 见 能 量 守恒 而 物质 (实物 ) 并 不 守恒 . 
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狭义 相对 论 的 原始 表述 存在 静 质 量 mwo、 静 能 E6、 运 动 质量 m( 即 mm 和 总 能 E 
四 个 概念 ， 然 而， 关系 式 E=mc 和 EB0= moc” 表明 这 4 个 概念 中 只 有 两 个 独立 . 事 
实 上 ， 近 代 文 献 (科普 文献 除外 ) 中 通常 只 保留 质量 和 能 量 两 个 概念 ，“ 质 量 ”m 是 
指 静 质量 ( 因 只 保留 一 个 质量 , 故 无 须 再 冠 以 “ 静 ” 字 , 也 不 必 对 m 再 加 下 标 “0”. )， 
而 能 量 则 是 指 总 能 EE， 与 m 的 关系 现在 是 E=ymc” [其 中 y=(1-wu /ec ) ”“]， 在 这 
种 处 理 中 只 有 能 量 守 恒 律 而 没有 质量 守恒 律 (注意 质量 亏损 )， 本 书 从 现在 起 谈 到 
质量 而 无 特别 声明 时 一 律 指 静 质量 ， 并 以 _m 代表 (虽然 前 面 曾 用 m 代表 运动 质 
量 )， 因 为 我 们 用 几何 制 , 所 以 有 E=ym. 经 历 了 狭义 相对 论 发 展 初期 的 一 些 曲折 
后 ， 爱 因 斯 坦 在 1948 年 的 一 次 私人 通信 中 写 道 : “为 运动 物体 引入 质量 
M =m(-v /c ) ”的 概念 并 无 益处 ，…… 除了 “ 静 质 量 ”m 外 最 好 不 引入 其 他 

以 上 是 复习 . 从 现在 起 再 次 回 到 几何 单位 制 ， 其 中 c = 1. 在 介绍 质点 运动 学 
和 动力 学 的 4 维 表述 之 前 , 有 必要 把 3 维 表述 中 的 主要 定义 和 规律 罗列 于 下 ( 式 中 
各 量 除 质量 m 与 观 者 无 关外 ， 都 是 相对 于 某 惯 性 系 {t，x，y，zj} 而 言 的 .): 
质点 的 3 速 (3 维 速度 的 简称 ) := dF/df ， 其 中 位 和 撩 7 =s?x+ jyt+kz. (6-3-17) 


质点 的 3 加 速 ”a := dii/dt. (6-3-18) 
质点 的 3 动量 5:= mii, y=(-u) ,wu=|il. (6-3-19) 
质点 的 能 量 E:= ym . (6-3-20) 
质点 所 受 的 3 力 三 := dp/dt. (6-3-21) 
3 力 太 的 功率 与 受 力 质点 能 量 的 关系 三 .元 = dE/dt， (6-3-22) 
带电 质点 在 电磁 场 中 所 受 3 力 ( 洛 伦 兹 力 ) f=q(E+iixB)， (6-3-23) 


其 中 9 为 质点 电量 ， 喜 为 质点 3 速 ，E 和 B 分 别 为 电场 和 磁场 . 

注 1 此 处 的 y 是 X,=(1-w) “的 简写 , 而 洛 伦 兹 变换 式 (6-1-5) 中 的 y 则 
代表 (1-vw) ”“, 其 中 vv 是 两 个 惯性 系 之 间 的 相对 速率 , u 则 是 所 论 粒 子 相对 于 所 
选 惯性 系 的 速率 ，@ 相 对 论 中 经 常 涉 及 坐标 系 的 变换 ， 因 此 经 常用 到 “不 变量 ” 
一 词 . “不 变量 ”与 “守恒 量 ” 是 不 同 概念 .守恒 量 (conserved quantity) 是 在 物理 
过 程 中 保持 常 值 (不 随时 间 而 变 ) 的 量 ， 强 调 物理 过 程 ; 不 变量 (invarianb 是 指 不随 
坐标 系 、 参 考 系 和 观 者 等 人 为 因素 而 变 的 量 ， 强 调 坐 标 系 等 的 变换 . 能量 是 守恒 
量 而 非 不 变量 ，( 静 ) 质 量 是 不 变量 而 非 守 恒 量 ,带电 粒子 的 电量 则 既是 不 变量 又 
是 守恒 量 . 

以 上 是 建筑 在 某 一 惯性 系 基 础 上 的 3 维 表述 .下面 介绍 4 维 表述 ， 同 时 介绍 
4 维 语言 与 3 维 语言 的 联系 . 

定义 1 质点 的 4 维 速 度 (4 速 ,4-velocity)U “是 质点 世界 线 (以 固有 时 z 为 参数 ) 
的 切 和 拓 ， 即 
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U?” := (38/8r)? . (6-3-24) 

命题 6-3-1 令 U,=7wU0”, 则 U?U,=-l. 

证 明 固有 时 是 类 时 曲线 的 线 长 参数 ， 而 以 线 长 为 参数 的 切 和 拓 有 单位 长 ( 见 
§2.5). 口 

注 2 4 速 UV" 在 世界 线 外 无 定义 . 

为 观测 质点 的 运动 , 可 选择 任 一 参考 系 多 . 设 L( 引 是 质点 的 世界 线 , 则 对 LCD 
上 任 一 点 p， 总 有 史 中 的 一 个 观 者 G 的 世界 线 经 过 ( 见 图 6-25)，G 便 可 对 事件 p 
进行 测量 . 以 Z 和 矿 分 别 代表 G 和 LD 在 p 的 4 速 ， 从 物理 上 不 难 理解 ， 如 果 
Z =U", 观 者 G 会 认为 质点 工 在 p 时 刻 静 止 . 反之 ，G 会 认为 质点 在 p 时 刻 有 某 
速度 (3 维 速度 )、 为 给 质点 在 时 刻 p 相对 于 观 者 G 的 3 速 下 定义 ， 先 做 如 下 铺垫 . 

设想 你 自己 就 是 观 者 G. 中 你 能 直接 观测 发 生 在 你 身上 的 事件 . 如果 事 件 发 
生 在 你 身 外 ， 你 当然 也 可 能 听见 或 看 见 (间接 观测 )， 但 这 涉及 从 该 事件 到 你 的 信 
号 传递 (如 用 声 或 光 )， 要 花费 一 定时 间 ， 讨论 起 来 较 复 杂 . (在 理论 方面 ， 狭 义 相 
对 论 中 高 速 物体 形象 问题 就 属 这 一 范畴 ; 在 实用 方面 ， 天 文 观测 都 属 间接 观测 .) 
理论 上 最 简单 、 明 确 、 基 本 的 观测 是 直接 观测 ， 即 对 发 生 在 观 者 身上 (世界 线 上 ) 
的 事件 的 观测 ， 亦 称 当 时 当地 观测 (local measurement)， 好 在 参考 系 由 无 处 不 在 的 
观 者 组 成 , 发 生 在 别处 的 事件 由 别处 的 观 者 观测 便 是 . @ 你 在 观测 发 生 在 你 世界 线 
上 p 点 的 事件 时 ， 在 某 些 情况 下 重要 的 不 是 你 的 整 条 世界 线 而 只 是 你 在 p 点 的 4 
速 . 这 时 没有 必要 强调 观 者 的 世界 线 如 何如 何 ， 只 须 给 定 该 世界 线 在 p 点 的 切 矢 
Z. 于 是 可 提炼 一 个 更 为 抽象 的 概念 ， 称 为 瞬时 观 者 [instantaneous observer， 见 
Sachs and Wu(1977).], 它 由 两 个 要 素 一 一 p 点 及 p 点 的 一 个 ( 指 癌 未 来 的 ) 类 时 单位 
矢 乙 构成 , 记 作 人 @, Z). @ 你 , 作为 观 者 , 除 有 时 间 感 (用 你 的 标准 钟 ) 外 还 有 空间 
方 回 感 . 假定 你 手 拿 一 支 短 第 , 它 的 任 一 指向 就 代表 你 能 感到 的 一 个 空间 方向 . 你 
在 时 刻 p (你 的 世界 线 G 的 一 点 ) 能 感到 的 所 有 空间 矢量 的 集合 W 当然 是 3 维 的 ， 
而 p 作为 R' 的 一 点 ， 其 切 空间 V, 是 4 维 的 . W, 与 凤 有 什么 关系 ? 先 考虑 最 简单 
的 情况 . 设 你 是 惯性 系 多 内 的 惯性 观 者 .多 的 同时 面 就 是 多 在 某 时 刻 的 3 维 空间 ， 
而 同时 面 与 该 系 的 所 有 惯性 观 者 世界 线 正 交 ， 所 以 你 在 交点 p 的 全 部 空间 矢量 都 
与 你 在 p 点 的 4 速 己 正 交 ， 故 W, 对 应 于 VWV 中 与 ZZ 正 交 的 3 维 子 空间 ， 即 

W, ={w' eV, lnpw’2" =0)}. 

这 一 对 应 也 可 用 于 非 惯 性 观 者 ,因为 我 们 关心 的 只 是 观 者 世界 线 上 一 点 p 的 情况 . 
图 6-26 用 一 个 小 平面 代表 W,， 其 实 这 是 “无 限 小 ”平面 .对 W 最 准确 的 理解 还 
是 p 扣 切 空间 的 子 空间 , 但 在 图 上 只 能 画 成 小 平面 . 设 w eV, ， 当 weW, 时 ， 


就 说 w 对 观 者 G 而 言 是 空间 矢量 (spatial vector). ( 非 零 ) 空 间 矢 量 一 定 是 类 空 矢量 ， 
反之 不 然 .， 由 定义 知 类 空 矢 量 是 绝对 的 (不 依赖 于 观 者 、 参 考 系 或 坐标 系 等 人 为 因 


第 6 章 狭义 相对 论 . 157 . 


素 )， 空 间 矢 量 则 是 相对 的 (取决 于 观 者 4 速 Z)， 由 式 (4-4-2) 可 知己 点 的 To 在 
上 的 诱导 度 规 是 hh = +2Zs2Z, ， 册 由 式 (4-4-4) 后 的 小 段 可 知 加 ; =6”, +2"Zi 是 
从 WW 到 W 的 投影 映射 ， 即 hrbv”eW, 是 vw eV 在 W, 上 的 投影 . 


G L(7) 


图 6-25 观 者 G 与 质点 L 交 于 p， ”图 6-26 WW, 是 V 与 Z 正 交 的 3 维 子 空间 , 任 一 
便 可 对 事件 p 作 测量 we eW 可 看 作 G 在 p 时 刻 的 一 个 空间 矢量 


设 质点 世界 线 到 要 与 某 观 者 世界 线 G 交 于 p， 我 们 来 讨论 工 在 p 时 刻 相 对 于 
G 的 3 速 ， 先 讨论 LD 和 G 都 是 测 地 线 的 情况 . 令 和 己 分 别 为 LD 和 G 在 p 
点 的 4 速 ( 见 图 6-27)，{z, x } 为 惯性 观 者 G 所 


在 惯性 系 的 坐标 ， 则 和 
"= 二 -2| 守 +[ 襄 | dr 

OT Gt) dr \Ox'/ dr 7 

(6-3-25) i 

也 可 表 为 (0/100) dt 

a a a p l 

vrar-[ ai| 训 | -zort[ 襄 | dz Ee 
ot Ox Ox: (O/Oxi) dx 


(6-3-26) ”图 6-27 观 者 G 测 得 质点 工 在 时 间 di 
设 p=L(D. 令 g=ZLz +dr) ， 则 测 地 线段 pg ”内 有 空间 位 移 (0/0x ) dx ， 故 3 速 应 
代表 质点 从 固有 时 刻 五 到 五 +dr 的 (“无 限 由 式 (6-3-27) 定 义 
小 ”) 过 程 . 对 观 者 G 而 言 ， 这 一 过 程 经 历 的 
时 间 为 式 (6-3-26) 的 dt:， 空 间 位 移 则 为 (0/0x')*dx! ， 故 质点 世相 对 于 G 的 3 速 ( 亦 
称 G 测 得 的 工 的 3 速 ) 应 定义 为 


Du 0 dx _ 0 dx /dr (6-3-27) 
Ox ) dt Ox 上 dt/dr 
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由 式 (6-3-25) 知 EE 下 是 [三 的 空 s 间 投影 ， 即 h?,U” 》 再 令 y=di/drt 9 则 式 


(6-3-27) 可 改 与 为 
u” := ji17 2 17 (6-3-28) 
上 面 引 入 的 7( 即 xy= dt/dz) 也 可 表 为 
y=-U"Z,. (6-3-29) 
因为 -0°2Z, = -npU 2 =-njyU (9/01 = -oo (01/01) =U" =dt/dr=y. 


注 3 ( 易 见 3 速 x 是 观 者 G 在 p 点 的 空间 矢量 (因而 也 可 记 作 站 )， 这 是 
wu 应 满足 的 起 码 要 求 : 3 速 既 然 是 3 维 语言 的 矢量 (简称 3 矢 )， 当 然 应 为 空间 矢 
量 .@ 虽 然 讨论 中 借用 过 坐标 系 ， 但 w 的 定义 式 (6-3-28) 同 坐标 系 无 关 ，@@ 设 多 
是 惯性 观 者 G 所 在 惯性 参考 系 ， 则 式 (6-3-28) 的 过 亦 称 质点 工 在 六 时 相对 于 多 系 
的 3 速 . 设 {t, x} 是 多 中 任 一 惯性 坐标 系 ， 则 由 式 (6-3-27) 知 3 速 在 该 系 的 分 量 为 
u =dx /dt ， 注 意 到 式 (6-3-17) 定 义 的 均 的 分 量 亦 为 ui =dxi/dt ， 可 见 它 同 式 
(6-3-28) 定 义 的 妈 一 致 . 则 4 维 时 空中 任 一 点 p 的 3 矢 (例如 wu) 也 是 WV, 的 元 素 ， 
因而 也 是 4 矢 ， 只 不 过 它 的 时 间 分 量 ee 为 零 . 

由 于 式 (6-3-28) 只 涉及 p 点 的 切 空间 (只 涉及 p 点 的 “无 限 小 ” 邻 域 )， 当 L(D 
和 G 不 是 测 地 线 时 也 适用 ， 于 是 有 如 下 定义 : 

定义 2 设 LO 为 任意 质点 ，p eL， 则 质点 相对 于 任 一 瞬时 观 者 (p, Z) 的 3 
速 由 式 (6-3-28) 定 义 ， 其 中 有 ,=7 +Z DZ ，7y=- UZ,. 

定义 3 质点 对 明 时 观 者 的 3 速度 和 最 ww 的 长 度 u=Vurus 叫 质 点 对 该 瞬时 观 
者 的 3 速率 ， 其 中 已 放大 =h,, 

注 4 设 peL, G 为 由 (p， 2 则 质点 工 相 对 于 瞬时 观 者 (p, Z) 
的 3 速率 与 蕊 相对 于 G 所 在 惯性 系 多 的 3 速率 [ 按 式 (6-1-2) 定 义 ] 一 致 .暂时 把 (7D 
放宽 为 类 时 、 类 光 和 类 空 曲 线 ， 对 类 时 和 类 空 情 况 ，z 代 表 线 长 ， 对 类 光 情 况 ，fz 
代表 任 一 参数 ， 令 UV” = (8/6z7)” ， 仍 用 式 (6-3-28) 定 义 w， 则 

u” =hpuu =h, he U) RU /=h UU /yy 
=(maUU +Z ZU UD) = UU tp) yy, 

上 式 表明 u <1 人 OngUU ”<0, wu=1OOnUU =0, wu>1SOnU Ue >0. 可 
见 ， 只 要 用 式 (6-3-28) 定 义 3 速 ， 则 相对 论 基 本 信条 “质点 世界 线 为 类 时 线 ” 可 用 
3 维 语言 表述 为 “质点 的 3 速率 为 亚 光速 ”. 

如 果 瞬 时 观 者 (p, Z ) 恰 好 与 被 观测 粒子 的 世界 线 工 相 切 ， 则 (, Z) 称 为 该 粒子 
的 瞬时 静止 观 者 (在 他 看 来 粒子 工 在 p 时 刻 静 止 ), 这 时 由 p 和 乙 决 定 的 测 地 线 G 
称 为 粒子 工 在 p 时 刻 的 瞬时 静止 惯性 观 者 , G 所 属 的 惯性 参考 系 (由 图 6-28 中 所 
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有 和 斜 直线 代表 ) 称 为 工 在 疡 时 刻 的 瞬时 静止 惯性 参考 系 , 该 参考 系 内 的 任 一 惯性 坐 
标 系 称 为 工 在 尸 时 刻 的 瞬时 静止 惯性 坐标 系 . 瞬时 衣 止 惯 


L 


性 系 是 很 有 用 的 概念 . 
命题 6-3-2 质点 的 4 速 可 借 瞬 时 观 者 (p, ZZ) 做 3+1 分 
解 : y 
U”=y (Z° +u’), (6-3-30) 


其 中 w 为 质点 相对 于 瞬时 观 者 的 3 速 ，7 = 2“U,. 
证 明 由 式 (6-3-28) 得 
Me =j2i11=(562 +2Z°Z,)U" =U" -2° 
故 有 式 (6-3-30).. 

注 5 由 式 (6-3-30) 可 知 pm 是 UV” 的 空间 分 量 . 取 惯 性 系 {t x，y,，z} 使 
(8/01)”* =Z2” ， 由 式 (6-3-30) 可 知 2 是 UV* 的 时 间 分 量 . 故 式 (6-3-30) 又 可 表 为 

U*=y (1,u )， 与 狭义 相对 论 书 上 的 U”=y(c, 四 一 致 . 

注 6 UV 是 绝对 的 (不 依赖 于 观 者 或 坐标 系 )， 但 VU* 的 3+1 分 解 却 与 观 者 (或 
坐标 系 ) 有 关 ( 分 解 是 相对 的 )， 对 男 一 瞬时 观 者 (p, Z“) ， 同 一 UV" 可 表 为 
U"=y2"”+yu*， 妈 U0" 的 时 间 分 量 XYZ” 和 空间 分 量 y wu” 都 不 同 于 xyZ 和 Yu. 

定义 4 设 质点 的 ( 静 ) 质 量 为 m，4 速 为 U"， 则 其 4 动量 (4-momentum)P 和 定 
义 为 


图 6-28 质点 在 p 时 刻 
的 瞬时 静止 惯性 参考 系 
D 


Pm (6-3-31) 
命题 6-3-3 质点 的 4 动量 可 借 瞬 时 观 者 (p, 2 ) 做 3+1 分 解 : 
Pa = EZ°+p", (6-3-32) 


其 中 能 量 E 和 3 动量 p“ 由 式 (6-3-20) 和 (6-3-19) 定 义 . 
证 明 由 定义 4 及 式 (6-3-19)、(6-3-20) 得 
P*=mU"=m(y2" +m’)= LEZ" +P DD 
注 7 式 (6-3-32) 说 明 3 动量 p* 和 能 量 分 别 是 4 动量 P* 的 空间 分 量 和 时 间 
分 量 ， 后 者 亦 可 表 为 [用 ZZ pe 3-32) 易 得 ] 
E=-P"Z,. (6-3-33) 
质点 的 4 动量 P* 把 两 个 不 同 概 念 一 一 质点 的 能 量 和 动量 一 一 有 机 地 统一 为 一 个 物 
理 量 ， 它 与 观 者 无 关 (P” 是 绝对 的 )， 但 如 何 分 解 为 时 间 分 量 和 空间 分 量 却 与 观 者 
有 关 (P? 的 分 解 是 相对 的 )， 如 果 没 有 观 者 在 实地 观测 ， 则 4 动量 仍 客观 存在 ， 但 
能 量 和 3 动量 就 没有 意义 .现在 可 进一步 理解 近代 文献 只 I m 和 能 量 


荷 9 ) 是 不 变量 ， 从 一 个 侧面 反映 质点 的 内 豪 性 质 . 质点 的 能 量 E 则 还 依赖 于 观 者 
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(不 是 不 变量 )， 瞬 时 静止 观 者 测 得 的 能 量 就 是 静 能 ， 虽 与 质量 等 值 ， 但 不 是 同类 
型 量 [质量 为 不 变量 而 静 能 是 观 者 依赖 量 (能 量 ) 的 特殊 情形 ]. 
注 8 由 式 (6-3-32) 很 易 推出 质量 、 能 量 与 3 动量 的 关系 式 
/ P°P,=(EZ” +p")(EZ, +pa)=-E +p’, 
其 中 p 代表 3 动量 的 大 小 ， 另 一 方面 ，P*P, =mU“mU, =--m* ， 于 是 
E’*=m’+ 万 , (6-3-34) 
这 正 是 熟知 公式 E? =m?c4 + p?c? 在 c=1 时 的 表现 . 
[选读 6-3-1] 
碰撞 过 程 的 能 量 和 3 动量 守恒 律 是 经 过 无 数 实验 验证 的 理论 假设 ， 可 用 4 维 
语言 简洁 地 表述 为 : 碰撞 前 后 总 4 动量 不 变 (4 动 量 守恒 律 )， 这 里 的 “碰撞 ”是 广 
义 的 ， 包 括 所 有 发 生 在 同一 时 空 点 的 相互 作用 ， 参 与 碰撞 的 粒子 既 可 以 是 质点 也 
可 以 是 光子 (光子 的 能 量 和 3 动量 的 定义 见 选 读 6-6-3 前 )， 而 且 允 许 碰 撞 前 后 的 粒 
子 教 不 同 ( 见 图 6-29)， 以 P?， 书 "分 别 代 表 碰 撞 前 后 所 有 粒子 的 4 动量 矢量 和 (对 
图 6-29 就 是 P=P"*+P"，P”"=PB +P +P". )， 则 4 动量 守恒 律 就 可 表 为 
P" = P". 请 注意 这 种 矢量 等 式 本 身 就 有 洛 从 
效 协 变性 ,不必 再 顾忌 能 量 和 3 动量 在 一 个 系 
守恒 而 在 另 一 系 不 守恒 的 问题 . 能 量 和 3 动量 
分 别 是 4 动量 的 “时 间 分 量 ” 和 “空间 分 量 ” 
的 事实 有 多 方面 的 重要 性 . 作为 一 个 例子 , 我 
们 来 证 明 单 从 3 动量 守恒 律 就 能 推出 4 动量 守 
恒 律 , 从 而 推出 能 量 守恒 律 . 先 取 瞬时 观 者 (P， 
Z9) 使 Z“ 与 P" 平行, 则 P* 相 对 于 芯 无 空间 分 
量 ， 即 3 动量 p"=0. 由 3 动量 守恒 律 知 
Pp” =0，, 即 P* 相 对 于 2 也 无 空间 分 量 , 故 PP? 
图 6-29 ”两 个 粒子 碰撞 后 变 成 三 个 粒子 与 PP 至 多 只 差 一 个 习 子 ( 记 作 o ): 
P"=oP*. 取 另 一 瞬时 观 者 (p,Z”) (2Z" 不 
再 与 P 平行 )， 以 hh 代表 2Z” 决定 的 投影 映射 ， 则 P" 相 对 于 2Z” 的 3 动量 
p”=h"%P" =oh%P" =op”， 而 3 动量 在 任意 惯性 系 中 守恒 (这 是 关键 ) 保 证 
PP” =p“*“， 故 0=1， 从 而 P*=P”， 即 4 动量 守恒 . 


[选读 6-3-1 完 ] 
定义 $ 质点 的 4 加速 (4-acceleration) 定 义 为 
A’ := U0,U", (6-3-35) 
其 中 为 质点 的 4 速 ，9, 是 与 7w 适 配 的 导数 算 符 (87oe =0). 
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注 9 由 定义 可 知 @ 4 加 速 是 绝对 的 ; @ A”=0 等 价 于 7 ”307” = 0( 志 界线 
为 测 地 线 )， 即 质点 做 惯性 运动 . 可 见 质点 做 惯性 运动 (自由 质点 ) 的 充 要 条 件 是 其 
4 加 速 为 零 . 

命题 6-3-4 ”质点 世界 线 上 各 点 的 4 加 速 4 与 4 速达 正 交 , 即 47。= 
1pAU®” =0. 

证 明 习题 ， 提 示 : 利用 U*9, (UU,)=2 UU 0,U”. 口 

与 3 速 妈 不 同 ， 只 用 一 个 观 者 G 不 足以 决定 质点 世 的 3 加速， 因为 要 决定 世 
在 p 点 (G 与 工 线 交点 ) 的 3 加 速 就 要 比较 工 在 p 点 以 及 LL 线 上 与 p 紧邻 的 一 后 pp 
的 3 速 ,而 后 者 一 般 并 非 G 与 工 的 交点 .这 一 困难 可 借 坐 标 系 克服 : 可 定义 工 在 
其 任 一 点 p 相对 于 任 一 坐标 系 的 3 加 速 (“坐标 3 加 速 ”). 最 常用 的 当 推 L 相对 
于 惯性 坐标 系 的 3 加 速 . 

定义 6 设 质点 世界 线 Z(D 在 惯性 坐标 系 {t,x} 的 参数 表达 式 为 1= t(D， 
x =x( 罗 ， 则 它 相 对 于 该 系 的 3 加 速 定 义 为 


2 1i 4 
We | 刻 | (6-3-36) 
dd 大 (Ox 


其 中 xD 是 区 = 交 人 同 != 攻 9 结合 而 得 的 函数 zx = X( 3 ( 即 工 以 ! 为 参数 的 参数 式 )， 
注 10 易 见 本 定义 同 式 (6-3-16) 一 致 
下 面 讨论 质点 的 4 加 速 4? 同 它 相 对 于 惯性 系 胞 的 3 加 速 & 的 关系 . 
命题 6-3-5 ”质点 的 4 加 速 4” 在 惯性 系 多 的 分 量 为 
A = ya, A'=y*a' +y (RA) u’, (6-3-37) 
其 中 志和 a 分 别 为 质点 相对 于 多 系 的 3 速 和 3 加 速 ,Y=s(-w) ,wu=(ii). 
证 明 设 {(dx9} 为 多 系 的 对 偶 坐 标 基 ， 则 由 人 的 定义 得 
A* = A(dx*), =(dx*),.U?0,U° =U"0,[(dx*),.U"] 
=U?O,U*=dU’*/dr =y dU’*/dt. 
(其 中 第 三 步 是 因为 满足 aflbe = =0 的 3, 就 是 洛 伦 兹 系 的 普通 导数 算 符 .) 由 式 
(6-3-30) 可 知 U =y，U' =ywu ， 因 而 
40 =ydU" /dt= ydy/ dt, 
A'=ydUi/dt=y d(yu')/dt=y?du'i/dt + uiy dy/dt = ya +u'y dy/dt. 
再 由 y= 4-z2) 得 dy/dt=yiudu/dt=yii.d， 代 入 上 两 式 便 得 式 (6-3-37)， 口 
注 11 自由 质点 的 A"=0， 由 式 (6-3-37) 可 知 它 相 对 于 任 一 惯性 系 的 3 加 速 
a” =0. 
命题 6-3-6 ”质点 的 4 加 速 等 于 它 相 对 于 瞬时 静止 惯性 坐标 系 的 3 加 速 . 
证 明 以 二 =0 代 入 式 (6-3-37) 得 证 . 口 
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定义 7 质点 所 受 的 4 力 (4-force) 定 义 为 
FF” := U720, Pa ， (6-3-38) 
其 中 性 和 产 分 别 是 质点 的 4 速 和 4 动量 . 
式 (6-3-38) 也 叫 质 点 的 相对 论 运动 方程 (的 4 维 形式 ), 其 实 它 只 是 4 力 的 定义 ， 
真正 的 物理 定律 还 须 把 式 (6-3-38) 与 4 力 在 每 一 具体 情况 的 表示 式 结合 而 得 . 
注 12 我 们 在 本 节 中 只 关心 质点 的 ( 静 ) 质 量 m 在 运动 中 保持 常数 (dm/dt= 0) 
的 情况 ， 这 时 把 P* =mU 代入 式 (6-3-38) 得 "=mA”. 然而 ， 如 果 m 在 运动 时 变 
化 (dm/dt 0)， 这 一 结论 就 不 成 立 ， 见 选读 6-3-2. 
命题 6-3-7 质点 所 受 4 力 在 惯性 坐标 系 {x*} 的 空间 分 量 F'(i=1,2,3) 等 于 
它 所 受 3 力 对 应 分 量 了 7 的 y 倍 ,4 力 的 时 间 分 量 " 等 于 3 力 的 功率 了 .将 的 y 售 . 即 
F'=yf', FI=yf.i, (6-3-39) 
其 中 y=(1-w)”“，w 是 质点 对 该 系 的 3 速 去 的 大 小 . 
证 明 FF”=F*(dx*), =(dx*),U"0,P" =U?O,[(dx*), P*]=U?0,P*. 
取 J4 为 六 注意 到 式 (6-3-32) 和 (6-3-19)， 得 
dz dt dz 
再 取 / 为 0， 注意 到 式 (6-3-32) 和 (6-3-20)， 得 
_dE dEdt dE 


PD Oo AN A Dn 口 
b Sm ddr Vor 


rf'. 


[选读 6-3-2] 

我 们 至 今 只 限于 讨论 ( 静 ) 质 量 为 常数 (dm/dt=0) 的 情况 , 更 一 般 地 说 ，m 在 运 
动 中 也 可 能 改变 ， 即 dm/dr 0. 例如 ， 考 虑 静止 于 惯性 系 多 的 一 个 直流 电路 中 
的 电阻 元 件 . 电流 的 焦耳 热 (也 是 能 量 的 一 种 形式 ) 使 电阻 的 静 能 mc 不断 增 大 , 故 
dm/dr>0. 在 dm/dr 关 0 的 情况 下 ， 前 面 的 某 些 结论 需要 修改 .例如 ， 

(1) 虽然 仍 可 把 f- 下 称 为 3 力 的 功率 (也 有 作者 认为 不 应 这 样 称呼 ), 但 它 不 再 
等 于 总 能 的 变化 率 ， 两 者 关系 现在 为 
f -i=(dE/d)-y lc:(dm/d). | (6-3-40) 

(2) 动能 应 直接 定义 为 总 能 ymc” 与 静 能 mc 之 差 ， 即 巨 =( -TD mc*， 它 不 
再 满足 三 .元 = dB /dt. 事实 上 ，dm/dr 0 时 了 :者 既 不 等 于 dE/dt 也 不 等 于 dEwdt. 

(3) 4 力 严 仍 定义 为 U0,P*, 但 F* mA”. 

(4) 命题 6-3-7 现在 应 陈述 为 

F'=yf', FI=ydE/di(zyf:i). (6-3-41) 


[选读 6-3-2 完 ] 
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为 了 观测 ， 每 个 观 者 除 需要 标准 钟 外 ， 往 往 还 要 配备 一 个 3 维 标 架 ， 直 观 地 
说 ,3 标 架 是 由 三 根 单位 长 的 短 直 杆 焊 成 的 、 两 两 互相 正 交 的 架子 ( 见 图 6-30), 每 
根 直 杆 代表 一 个 观测 方向 ,它们 在 每 一 时 刻 的 指向 由 该 观 者 选 定 . 3 标 架 在 数学 上 
被 抽象 为 观 者 世界 线 上 的 三 个 正 交 归 一 空间 矢量 场 { (6)*，i=1,2,3 }， “空间 ” 
是 指 它们 都 与 观 者 的 4 速 Z 正 交 ， 于 是 ， 连 同 (eo)” =Z 

在 内 ， 观 者 世界 线 上 就 有 四 个 正 交 归 一 矢量 场 ， 称 为 观 

者 的 4 维 标 架 (tetrad) 场 ， 见 图 6-31. 今后 谈 及 观 者 的 4 

标 架 场 时 如 无 声明 都 指 右手 标 架 场 ， 因 为 参考 系 由 充斥 

于 时 空 (或 其 中 一 个 开 子 集 ) 的 无 数 观 者 组 成 ,过 每 一 时 空 

点 有 且 仅 有 一 条 观 者 世界 线 ， 所 以 , 给 定 一 个 参考 系 后 ， 2 


图 6-31 世界 线 上 的 4 
标 染 场 


图 6-30” 观 者 的 3 标 架 


全 时 空 (或 其 开 子 集 ) 就 有 一 个 4 

标 染 场 ， 任 何 时空 点 的 任何 张 量 

都 可 用 该 点 的 4 标 架 作为 基底 表 出 .前 面谈 到 观 者 时 指 的 
是 一 条 类 时 线 ， 但 在 某 些 情况 下 这 还 不 够 ， 还 要 补充 关于 
4 标 架 的 要 求 ， 即 一 个 观 者 是 一 条 定义 了 4 标 架 场 的 类 时 
线 . 对 惯性 观 者 的 准确 定义 则 是 : 惯性 观 者 是 做 惯性 运动 
的 无 目 转 观 者 .“ 做 惯性 运动 ” 即 世界 线 为 测 地 线 (前 面 对 
惯性 观 者 只 提 过 这 一 要 求 )， 而 “无 自转 ” 则 是 对 线 上 的 4 
标 染 场 的 要 求 . 直观 地 说 ， 设 甲 、 乙 两 人 坐 在 地 面 的 两 把 
椅子 上 ， 甲 坐 普 通 椅子 ， 乙 坐 转 椅 ( 底 座 固定 于 地 面 ) 且 不 
停 转动 ， 则 甲 可 视 为 惯性 观 者 而 乙 不 能 (他 有 自转 )， 请 注 
意 , 虽然 观 者 概念 本 身 已 要 求 把 此 二 人 看 成 没有 大 小 (于 是 
每 人 由 一 世界 线 代 表 ， 而 且 都 是 测 地 线 . )， 但 转 与 不 转 涉 
及 的 仅 是 线 上 各 点 每 一 空间 基 矢 的 方向 沿线 是 否 改变 ， 故 


仍 有 明确 意义 ($7.3 还 有 更 详细 的 讨论 )， 例 如 ， 设 有 为 惯性 坐标 系 ， 把 其 中 每 一 
1 坐标 线 看 作 一 个 观 者 的 世界 线 , 并 选 惯性 坐标 基 矢 为 线 上 的 4 标 架 场 , 则 直观 看 
来 (或 按 87.3 的 严格 定义 ) 他 就 是 无 自转 的 . 平常 谈 及 惯性 系 中 的 惯性 观 者 时 ， 一 
般 默 认 他 们 都 以 惯性 坐标 基 矢 为 4 标 架 .相应 地 ， 决 定 一 个 瞬时 观 者 的 要 素 除 p 
和 2Z 外 ， 有 时 还 要 辅 以 3 标 架 ， 它们 与 本 组 成 p 点 的 正 交 归 一 4 标 架 {(e,)?}， 
在 此 情况 下 一 个 瞬时 观 者 应 表 为 (p, (e,)) ， 其 中 (eo)” =2”. 在 不 必 强 调 标 架 时 ， 
瞬时 观 痢 仍 可 表 为 ,2 ). 
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$6.4 连续 介质 的 能 动 张 量 


在 讨论 连续 分 布 的 介质 (气体 、 液 体 、 固 体 、 等 离子 体 等 ) 时 ， 我 们 注意 的 不 
是 个 别 粒 子 的 行为 而 是 宏观 的 统计 平均 效应 ， 关 心 的 不 是 个 别 粒 子 的 质量 和 动量 
而 是 空间 每 点 的 能 量 密度 、 动 量 密度 、 能 流 密度 、 动 量 流 密 度 等 ， 可 见 连 续 介 质 
在 许多 方面 类 似 于 电磁 场 ， 可 与 电磁 场 统称 为 物质 场 ， 设 宏观 小 体积 V 内 的 更 质 
量 为 m, 它 相 对 于 某 惯性 系 的 3 速 为 Xx ， 则 其 3 动量 为 万 =ym 元 = (E/c ) 元 ， 其 中 
y 的 意义 自明 , E 是 它 的 能 量 .， 以 V 除 全 式 便 得 


3 动量 密度 -二 能 量 密度 x = 五 能 能 流 密 度 . (6-4-1) 


(其 中 第 二 Pe 在 电磁 学 中 ， 设 p 为 电 葵 密度 ，zi 为 载 流 子 
速度 ， 则 电流 密度 j = pii.) 当 取 c= 1 时 3 动量 密度 便 等 于 能 流 密度 . 

电磁 场 的 能 量 密度 、 动 量 密度 、 能 流 密 度 ( 坡 印 廷 矢量 )、 动 量 流 密度 的 表达 
式 可 在 电动 力学 教科 书 中 找到 ， 其 中 能 流 密 度 等 于 动量 密度 的 c 倍 ， 正 如 质点 
的 能 量 和 3 动量 统一 组 成 4 动量 矢量 那样 , 电磁 场 的 这 些 密度 量 统一 组 成 一 个 
(0, 2) 型 张 量 Ts,， 称 为 能 动 张 量 (energy-momentum tensor)， 是 4 维 闵 氏 时 空 的 张 
量 场 ， 各 种 3 维 密度 无 非 是 To 的 不 同 分 量 . 事实 上 ， 所 有 物质 场 都 有 上 自己 的 能 
动 张 量 76,， 它 们 有 以 下 重要 性 质 和 物理 意义 : 

ey 

2. 任何 封闭 (与 外 界 无 相互 作用 ) 物 质 场 有 37T,, =0. 下面 将 看 到 这 正 是 能 量 、 
3 动量 和 角 动 量 守恒 律 的 体现 ( 角 动 量 守恒 律 还 要 求 To = Two). 

3. 对 任意 瞬时 观 者 (P,(e,)*) ，(eo)* =Z“* 有 

(a) 4=TZ“Z? =7Tw 是 该 观 者 测 得 的 能 量 密度 ; 

(b) w= 一 T,Z"(e;)》 = 一 7 是 该 观 者 测 得 的 3 动 
量 密 上 度 (能 流 密度 ) 的 i 分 量 ; 

(c) To(e)"(ej) = 有 是 该 观 者 测 得 的 3 应 力 张 量 
- (stress tensor) 的 洋 分 量 . 例如 ， 取 一 个 与 (ey) 垂直 的 
es ET 项 ， 空 间 单位 面 元 (图 6-32 为 空间 图 )， 则 Tio 等 于 面 元 下 
对 上 出 物质 的 必 的 第 一 分量 ，， 便 物质 对 上 便 物质 的 作用 力 的 第 2 分 量 ( 见 弹性 力学 

fw(eD， 是 沿 (e)* 方 向 的 3 ”教材 )， 
动量 流 密度 ( 见 选读 ) 可 见 能 动 张 量 Ts 是 绝对 的 , 而 能 量 密度 、3 动量 
密度 …… 则 是 相对 的 


第 6 章 狭义 相对 论 ' 165 


[选读 6-4- 

因 {(e)”} 正 交 归 一 ， 不 难 证 明 7T” =T. 设 {(e*),} 为 {(e,)"} 的 对 偶 基底 ， 我 们 
来 讨论 空间 张 量 7 =7TY(e,)*(e) 六 [或 作 , =T(ei),(ei), ] 的 物理 意义 . 以 AS 代表 与 
(el) (i 为 1，2，3 中 之 任 一 ) 重 直 的 空间 单位 面 元 ， 由 正文 可 知 


TY =T =AS 一 侧 物质 对 他 侧 物质 的 力 的 站 分量 ， (6-4-2) 
因此 7% 应 解释 为 3 应 力 张 量 ， 另 一 方面 ， 
TY =7T2 (ee =[T™(e'),](e'), = (e)p 的 7 分 量 . (6-4-3) 


式 (6-4-2) 和 (6-4-3) 结 合 给 出 
Tw2(e) 的 7 分 量 = AS 一 侧 物 质 对 他 侧 物 质 的 力 的 j 分量 ， 
机 
T%(ei), =AS 一 侧 物质 对 他 侧 物质 的 作用 力 . 
而 作用 力 无 非 是 被 作用 者 的 3 动量 的 变化 率 ， 相 互 作用 无 非 是 相互 交换 3 动量 ， 
所 以 
了 中 (e'), = 单位 时 间 内 沿 (ej? 方 向 穿 过 与 (eij? 垂直 的 单位 面积 的 3 动量 
= 沿 (ej 方向 的 3 动量 流 密度 . 
上 式 中 的 (ei) 可 以 是 任意 空间 方向 的 单位 矢量 ,所 以 上 式 表 明 沿 任 一 空间 方向 的 3 
动量 流 密度 都 可 由 了 与 该 方向 的 单位 矢量 缩 并 而 得 ,于 是 可 把 了 =7T*(e,)?(e;》 
解释 为 ( 称 为 )3 动量 流 密度 张 量 . [选读 6-4-1 完 ] 
定义 1 W? := -7%Z 叫 瞬时 观 者 (p, Z) 测 得 的 4 动量 密度 . 
命题 6-4-1 瞬时 观 者 (p, (e,)*) ，(eo)” =2Z” 测 得 的 4 动量 密度 W” 可 做 如 下 
分 解 : 
W° = WZ° +w, (6-4-4) 
其 中 4 和 w=w (ei) 分别 是 该 观 者 测 得 的 能 量 密度 和 3 动量 密度 ， 后 者 是 该 观 者 
的 空间 矢量 . 
证 明 W' 在 标 架 {(e,)} 上 的 分 量 为 
W"” =W*°(e'), =-T°,2°(-2,)=T,22°=, 
W’=W"(e'), =-T°,Z’(e'), =-T,Z"(e) =w; 
故 W®=W(eo)* +w (e) = WZ° + we. [L 
注 1 式 (6-4-4) 与 (6-3-32) 很 像 : 后 者 左边 为 4 动量 P", 前 者 左边 为 4 动量 密 
度 W， 两 式 都 是 把 4 矢量 做 3 + 1 分 解 . 但 应 注意 一 个 区 别 : 4 动量 户 与 观 者 无 
关 ， 而 4 动量 密度 W 却 依 赖 于 观 者 (由 定义 1 知 W“ 是 观 者 依赖 的 4 矢 ). 
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命题 6-4-2 0"T, =0 二 > 能 量 守 恒 . 
证 明 设 1, x, y, z 为 惯性 系 多 的 坐标 , 令 Z”=(6/01)* , 则 对 W* = -7T42 
求 导 得 
OW"=0(- T°"2")=- 2°0°T, -7°,0.2°, 
上 式 右边 第 一 项 为 零 ( 因 0"T,, =0)， 第 二 项 也 为 零 [ 因 962”=0,(9/971)? =0]， 故 
dW" =0. (6-4-5) 
因而 
0=0,W*=00W" +OW’ =O0u+Ow = (OU/0t)+V:W. (6-4-6) 
因为 4 和 w 分 别 为 多 系 测 得 的 能 量 密度 和 能 流 密度 ,上 式 很 像 电 动力 学 的 连续 性 
方程 (0p/9t)+V.j=0. 仿 照 由 后 者 得 出 电荷 守恒 的 推理 便 知 式 (6-4-6) 导 致 能 量 守 
恒 . 口 
注 2 还 可 由 0"7,, =0 推 出 3 维 动量 和 和 角 动 量 守 恒 ， 因 此 0"7,, = 0 亦 称 守恒 
方程 . 
[选读 6-4-2] 
也 可 用 4 维 Gauss 定理 直接 由 式 (6-4-5) 导 出 能 量 守恒 ， 简 述 如 下 : 令 人 2 为 RR 
中 由 若干 超 平面 (3 维 !) 转 成 的 4 维 “ 长 方 体 ”( 见 图 6-33， 图 中 压缩 一 维 )， 即 3 
维 长 方 人 金子 w (如 图 6-34) 的 世界 管 (的 一 段 )” 由 Gauss 定理 及 式 (6-4-5) 得 
0=| Wen, | ,Wn + Wn, +| Won, , (6-4-7) 
i， 中 为 人 的“ 上、 下 底 ”，4 代表 人 2 的 所 有 “侧面 ”. 注意 到 式 (5-5-7') 关 于 002 
的 法 和 拓 方向 的 要 求 ， 可 知 o1， 虽 及 A 1( 某 一 侧面 ) 的 法 矢 n 方向 如 图 6-33， 于 是 
| wn -wz 十 W )n, - wz"2. 三 二 | ,4 
= 一 到 = 一 (3 维 盒子 中 在 三 时 的 能 量 )， 
其 中 第 一 步 用 到 式 (6-4-4)， 类 似 地 有 
| Wem = =( 中 在 各 时 的 能 量 ) 
另 一 方面 ， 
Won = | ,Ta2"(0/00)" = | m=| ,mE 
其 中 台 是 由 4 维 体 元 2=dt 和 dx 和 人 dy 入 dz 在 4 1 上 诱导 的 3 维 体 元 ， 即 
Epc = (O/Ox)’ (dy 和 人 (dx), A (dy), 和 (dz), =— (dt), A(dy), 和 (dz).. 
fy fy Pr 22 
故 Wn, =-| 本 dsdyadz=] mardydz=| | | (wdy dz) di ， 
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(6-4-8) 
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第 二 个 等 号 后 去 挤 负 号 是 因为 {1t, y, z} 以 E=-dt 和 人 dy 入 dz 衡量 是 左手 坐标 系 . 注 
意 到 wi 是 沿 (0/90x)* 方 向 的 能 流 密 度 ， 可 知 |” (widy dz)dt 是 dt 时 间 内 沿 中 全 
壁 8 流出 的 能 量 , 故 式 (6-4-8) 右 边 是 在 已 -五 时 间 中 由 侧 壁 Si( 见 图 6-34) 向 外 流出 
的 能 量 ，-jAW 人 n, 是 在 已 一 王 中 通过 各 便 壁 向 中流 进 的 能 量 ， 即 四 的 能 量 在 这 上 段 
时 间 内 的 增 量 ， 于 是 式 (6-4-7) 表 明 : 

盒子 的 能 量 在 一 中 的 增 量 = 通过 各 侧 壁 流 进 @ 的 能 量 . 

可 见 能 量 守恒 . 

最 后 还 应 说 明 | Wi =-E 推 证 过 程 中 的 一 个 微妙 之 处 . |。W?n。 是 
| (Wn,)a 的 简写 ,其 中 是 0 上 的 诱导 体 元 ， 似 应 按 式 (5-5-6) 表 为 Epc = ndEaooc， 
但 式 (5-5-6) 的 nn 是 外 向 单位 法 夭 ， 与 现在 ( 见 图 6-33) 的 n 差 一 负 号 ， 因 此 6 用 现 


在 的 mn 应 表 为 
Ey. =—n° Ep. =— (0/0t)" (dt)y A (dx), 和 (dy), 和 (dz). 
=— (dx), 入 (dy), 和 人 (dz),， 
| 
| 
| 
| 
. 
' , 5 一 z 
| 
| f 2 
| 人 
]7A * 
图 6-33 人 2 是 图 6-34 的 3 维 金子 四 的 世界 管 图 6-34 ”3 维 人 金子 w (空间 图 ) 


(压缩 择 一 维 ) 


说 明 oa 上 的 坐标 系 {xz, y, z} 用 局 衡 量 为 左手 系 ， 因 而 
| Wena)é=—| = 人 wd A(dy), 和 (dz), 
= | Hdxdydz = 一 五 . 


[其 中 第 三 步 是 因为 {Xx,，y, zj 是 左手 系 ， 故 要 用 式 (5-2-6).] 虽然 结论 仍 是 
o,W"ns = 一， 但 应 注意 中 间 两 次 出 现 负 号 ， 是 “ 负 负 得 正 ” 保 证 了 结论 不 变 . 


[选读 6-4-2 完 ] 
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$6.5 理想 流体 动力 学 


定义 1 理想 流体 (perfect fluid) 是 这 样 一 种 物质 场 ， 其 能 动 张 量 可 表 为 
15=AHAU +PDO1 +U UG,)=(K+ Pp)UU, + pp» (6-5-1) 
其 中 wp，P 是 函数 (标量 场 )，UV” 是 矢量 场 ， 满 足 U“U, = -1 ， 叫 理想 流体 的 4 
速 场 . 
ns 设 瞬 时 观 者 (P，(e,)) 的 4 速 (eo) 满足 (eo) = 
|, ， 则 他 相对 于 流体 参考 系 静 止 ， 故 称 瞬时 静止 观 者 (rest observer)， 但 其 他 参 
考 系 认为 他 随 流 体 一 起 运动 ， 故 (p,U“1,) 也 称 瞬时 随 动 观 者 或 共 动 观 者 


(comoving observer)， 对 共 动 观 者 ， 
Tap(e0) (eo) =TisU UY =(4+ PUUsU UY + phpUU" =(u+p)-p=4. 
可 见 式 (6-5-1) 中 的 4 是 共 动 观 者 测 得 的 能 量 密度 ， 也 叫 固有 能 量 密度 .以 {(e2)} 代 
表 共 动 观 者 的 3 标 架 ， 由 式 (6-5-1) 得 
Tp(ei)’ (e;) = pa lei) (e;) = p6,; 

可 见 共 动 观 者 测 得 的 3 维 应 力 张 量 的 矩阵 形式 为 

p 0 0 
0 p 0|， 
0 0 p 


只 有 压强 而 无 切 向 应 力 (这 正 是 普通 定义 的 理想 流体 的 一 个 重要 特征 )， 而 
T=D,=T3=p 和 共 动 观 者 3 标 架 的 任意 性 可 知 压 强 是 各 回 同 性 的 . 
T,(eo)*(e;)? =0 则 表明 共 动 观 者 测 得 的 能 流 密度 为 零 ， 因 而 没有 热传导 .这 些 都 
是 理想 流体 的 重要 特征 . 

对 4 速 场 7 的 物理 意义 有 必要 做 一 解释 . 理想 流体 是 连续 介质 , 而 连续 介质 
本 身 是 对 粒子 的 微观 离散 结构 做 统计 平均 处 理 后 所 得 的 模型 ， 通 常 把 微观 足够 大 
emmy tr Netlist corredg We P.15~18]. 式 (6-5-]) 中 
的 到 就 是 所 有 流体 质点 的 4 速 构成 的 矢量 场 . 共 动 观 者 就 是 与 某 一 流体 质点 相对 
静止 的 观 者 ， se 为 观 者 4 速 场 的 参考 系 ， 应 注意 
流体 质点 与 组 成 流体 的 微观 粒子 在 概念 上 的 差别 . 这 一 差别 对 理想 气体 (ideal gas， 
是 理想 流体 的 一 例 ) 表 现 得 尤为 突出 . 由 于 频繁 碰撞 ,各 气体 分 子 的 世界 线 多 处 相 
交 , 而 且 分 子 的 4 速 在 碰撞 时 突变 ,所 以 各 分 子 的 世界 线 与 图 6-35 的 曲线 显著 不 
同 ， 不 要 误 以 为 式 (6-5-D) 中 的 到 是 某 一 分 子 的 4 速 . 实际 上 ,把 理想 气体 看 作 理 
想 流 体 时 已 对 分 子 的 微观 运动 做 了 统计 平均 处 理 ，Ur 是 平均 后 的 4 速 场 ， 考虑 一 
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个 在 惯性 系 {t, x, y, z} 中 静止 的 箱子 ， 其 中 有 处 于 热平衡 的 理想 气体 ， 由 于 不 存在 
特殊 方向 ， 气 体 分 子 的 平均 3 速 为 零 ， 因 此 U” = (6/01)” ,其 积分 曲线 就 是 ;坐标 
线 ， 如 图 6-36 所 示 . 可 见 共 动 观 者 并 非 随 气体 分 子 而 动 的 观 者 ， 而 是 与 箱子 相对 
静止 的 惯性 观 者 . 


ZL7 4 
图 6-35 流体 质点 世界 线 切 矢 图 6-36 ”理想 气体 (作为 理想 流体 ) 
构成 流体 4 速 场 矿 的 4 速 场 
理想 气体 的 压强 p 与 质量 密度 /有 如 下 的 熟知 关系 : 


p= uu’/3, (6-5-2) 
其 中 ww 是 分 子 随机 运动 速率 平方 的 平均 . 因 w 之 co , 故 (p/c )<<p4, 在 c=1 
的 单位 制 中 就 是 p << x ， 即 压强 很 小 于 密度 .这 一 结论 对 任何 非 相 对 论 流体 都 成 
立 , 例如 在 巾 风 中 p /4~10-“ , 在 地 心 处 p/4 ~10”" .然而 相对 论 流体 就 不 同 . 恒 
温 箱 内 达到 热平衡 的 电磁 辐射 ( 叫 黑体 辐射 ) 可 看 作 极 端 相 对 论 理想 流体 的 例子 ， 
与 箱子 相对 静止 的 参考 系 就 是 流体 的 静止 系 ( 共 动 系 )， 箱 内 辐射 相对 于 此 系 是 各 
向 同性 的 ， 因 而 此 系 亦 称 黑体 辐射 的 各 向 同性 参考 系 ， 箱 内 电磁 辐射 与 理想 气体 
有 颇 多 类 似 之 处 ， 可 称 为 光子 气 (photon gas)， 其 压强 p 与 能 量 密度 4 的 关系 也 服 
从 式 (6-5-2)( 当 然 推 导 方法 不 同 )， 而且 w =1， 故 

p=1/3. (6-5-3) 
黑体 辐射 之 所 以 可 看 作 理 想 流体 , 关键 在 于 其 光子 相对 于 各 向 同性 参考 系 有 沿 各 个 
方向 、 充 分 杂乱 的 随机 运动 ( 详 见 附录 D)， 探 照 灯 中 射出 的 光束 却 不 能 看 作 理 想 流 
体 ， 因 为 不 存在 一 个 参考 系 ， 在 它 看 来 这 光束 是 各 向 同性 的 . 

牛顿 力学 的 理想 流体 服从 两 个 重要 规律 ， 即 描述 质量 密度 4 时 间 变 率 的 连续 

性 方程 


人 i) =0 (反映 质量 守恒 ) (6-5-4) 


和 描述 3 速 去 的 时 间 变 率 的 欧 拉 方程 (推导 见 选 读 6-5-1) 
” Vp=1 Bay | (6-5-5) 
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下 面 介绍 这 两 个 规律 在 相对 论 理想 流体 力学 的 推广 ， 设 理想 流体 同 外 界 无 相互 作 
用 ， 则 其 能 动 张 量 满足 8"Tw =0. 由 式 (6-5-1) 得 
0=8 725 =U 0 (4u+p)+(u+p)(U"OU, +U,OU°)+0,p. (6-5-6) 
这 是 一 个 4 矢 方程 , 可 分 别 在 共 动 观 者 的 时 间 和 空间 方向 投影 . 用 Z 与 上 式 缩 并 
得 
0=U"0°T, =—U,0°(u+p)+(u+p) (UU"OU, -OU")+U?O,p, 
注意 到 
UU U, = 20°0, (U0?U,)=0 ( 因 U?U, =-1= 常 数 )， 
便 得 
UO u+(u+p)0.U°=0. (6-5-7) 
此 即 式 (6-5-6) 在 共 动 观 者 时 间 方 向 的 投影 .为 求 空间 投影 ， 以 投影 映射 
h” = 6+UU? 与 式 (6-5-6) 缩 并 得 
(u+p)U"OU, +0.p+UU"O,p=0. (6-5-8) 
式 (6-5-7)、(6-5-8) 就 是 理想 流体 的 相对 论 运动 方程 .压强 为 零 的 理想 流体 叫 尘 埃 
(dust). 对 人 尘埃, 式 (6-5-8) 简 化 为 “3.7。 =0 , 可 见 尘埃 粒子 的 世界 线 为 测 地 线 . 这 
是 日 然 的 , 因为 p=0 表明 粒子 不 受 力 . 为 得 出 式 (6-5-7)、(6-5-8) 的 非 相对 论 近 似 ， 
选任 一 惯性 系 {t,x} 并 对 做 3+ 1 分解 [ 见 式 (6-3-21)]: 
U® =7y{(0/01)" +u’](0/01)" +u’, (6-5-9) 
其 中 忆 是 流体 在 该 系 中 的 3 速 , y=-(6/07)*U, 在 非 相 对 论 近似 下 为 1. 把 式 (6-5-9) 
代入 式 (6-5-7)， 注 意 到 p << 4 ， 得 (从 现在 起 略 去 近似 号 ) 


0= (0/02)°0 4+u’O ut+ 1 Ou = +0, (4 u" ). 


因 ww 是 所 论 惯性 系 的 空间 矢量 ，9。 (jw )=0,(4w)=V:(1ii)， 故 上 式 即 连续 性 
方程 (6-5-4)， 用 (6/0x ) 与 式 (6-5-8) 缩 并 ， 注 意 到 式 (6-5-9) 及 p << hu， 得 


a C b 
0 0 0 


= i FE A 2 
DBX Ot Ox! 


在 非 相 对 论 情 况 (u <<1) 下 还 有 wp /9t<<90p/9x 和 uu'Op /dO xXx/ <<0p/9x ， 故 
上 式 右 边 最 后 两 项 与 3p/9x 相 较 可 忽略 ， 写 成 3 矢 等 式 即 为 欧 拉 方 程 (6-5-5). 
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[选读 6-S$- 甘 

学 过 牛顿 流体 力学 的 读者 都 知道 对 流体 的 描述 存在 拉 格 朗 日 和 欧 拉 两 种 方法 
[ 见 周 光 灿 等 (1992)]， 前 者 着 眼 于 流体 质点 (质点 的 空间 轨迹 称 为 迹 线 ); 后 者 着 眼 
于 空间 点 (每 一 空间 点 有 一 流速 矢量 及 ， 因 而 在 3 维 空间 中 有 流速 矢量 场 页 ， 其 积 
分 曲线 称 为 流 线 .)， 欧 拉 描 述 的 一 大 优点 是 可 在 空间 上 定义 流速 场 ， 用 4 维 语言 
对 这 两 种 描述 的 区 别 和 联系 获得 更 深刻 的 理 
解 . 在 4 维 语言 中 ， 流 体质 点 的 世界 线 充满 空间 点 P 空间 点 Q 
时 空 的 一 个 开 集 O( Vp e O 有 唯一 的 质点 世界 
线 过 p). 拉 格 朗 日 描述 既然 着 眼 于 质点 ,在 4 
维 语言 中 就 是 着 眼 于 世界 线 ， 其 切入 UF 构成 
4 维 矢 量 场 . 就 是 说 ， 拉 格 朗 日 描述 可 自然 过 
渡 到 4 维 描述 . 反之 ， 欧 拉 描 述 则 是 天 生 的 
3+1 维 描述 ， 因 为 “空间 点 ”的 概念 只 在 3+1 
维 语言 中 有 意义 ， 一 个 空间 点 其 实 就 是 所 选 
惯性 系 . 罗 内 的 一 个 惯性 观 者 的 世界 线 ， 例 如 
图 6-37 的 P. VpeO, 令 wu 1, 为 U1, 在 过 p 
的 同时 面 号 上 的 投影 ， 便 得 到 O 上 的 空间 流 
速 场 Ww 对 时 空 点 的 依赖 关系 可 用 .多 系 的 
惯性 坐标 t,x 表 为 u*(1, x') ， 它 在 每 一 同时 面 呈 上 的 值 就 是 时 刻 1 的 欧 拉 流速 和 
量 场 交 .下 面 以 欧 拉 方程 的 推导 为 例 加 深 理解 .把 流体 质点 想像 为 一 个 小 立方 体 ， 
体积 为 V. 不 难 证 明 质 点 所 受 力 了 满足 f/1V=-Vp ， 其 中 p 是 质点 所 在 处 的 压 
强 . 设 m 为 质点 质量 ， 则 


Vp=f/V= 


图 6-37 欧 拉 空 间 流速 场 Ww 的 定义 


mdi/dt ~ di 

Vv a 
其 中 元 是 质点 的 3 速 ， 有 两 个 原因 使 它 随 1 而 变 : 每 一 空间 点 的 3 速 元 可 随 : 
而 变 ( 图 6-37 中 p' 和 pp 点 的 ww 可 不 同 );@ 流 体质 点 在 运动 中 可 从 一 个 空间 点 移 到 
另 一 空间 点 (图 6-37 的 质点 也 从 空间 点 书 移 到 O)， 移 动 方式 由 其 轨迹 的 参数 表达 
式 X =X(1) 刻 务 . 以 志 (1,x (1)) 代表 由 这 两 个 原因 导致 的 元 对 ! 的 依赖 , 则 式 (6-5-10) 
可 表 为 


(6-5-10) 


本 di On On dx' (1) 区 ee | 
a 一 一 -一 一 一 一 -一 十 一 -一 一 一 | 王 二 . Vy 。 
人 9 Ox dr Ot Ue 


此 即 欧 拉 方程 (6-5-5). [选读 6-5-1 完 ] 
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$6.6 电动 力学 
6.6.1 电磁场 和 4 电流 密度 


众所周知 ，Maxwell 的 电磁 理论 具有 “先天 的 ” 洛 伦 兹 协 变性 ， 因此， 与 经 
典 力学 和 量子 力学 不 同 ,“ 非 相对 论 电 动力 学 ”并 不 存在 .本 节 的 任务 在 于 用 4 
维 语言 重新 表述 电动 力学 的 主要 内 容 . 
电动 力学 涉及 的 物质 场 有 二 : 由 电 磁场 ; 怨 全体 带电 质点 组 成 的 连续 流体 . 它 
们 既是 电磁 场 的 源 ， 又 受 电磁 场 的 作用 . 
在 4 维 语言 中 ， 电 磁场 由 闵 氏 时 空 的 2 形式 场 Fox 叫 电磁 场 张 量 ) 描 述 ， 读 者 
熟悉 的 电场 E 和 磁场 B 则 是 观 者 测量 Fas 得 到 的 两 个 空间 矢量 . 
定义 1 瞬时 观 者 (p, 2Z") 测 得 的 电场 所 和 磁场 B" 由 下 式 定义 
= FZ’, B,:=— PF,2?,(E°:=7E,,B’:=7"B,.) (6-6-1) 
其 中 ,是 Fw 的 对 偶 微 分 形式 ( 见 $5.6)， 也 是 2 形式 场 . 
命题 6-6-1 一 和 妃 是 瞬时 观 者 (p, (e,))，(eo) =2" 的 空间 矢量 , 且 
bE=Fo, Ep=Fo0, Es=Fo; B=Fs, B=F, B=F,. (0-0-2) 
证 明 因 F,= Fap]， 2°2" =2Z°7") ， 入 Fa ， 故 
EZ"=F,Z"2*=0, B72°=-'F,2°2’=0, 
可 见 EE 和 PB 是 瞬时 观 者 (p, ZZ ) 的 空间 矢量 . 因 
E,=E,(e)’ = FZ (ei) = Fs(eo) (e) = Pio, 
故 互 =Fo, E,=bo,， Ey=Fo. 义 因 


a * a 1 C a 1 C 1 | 
B, = B, (e) =— FZ (ei) = FEabaf “(eo) (ei) 0 a, 


， l = 
所 以 B==(e0r +éomr )=F =F, 同 理 有 B,=F，B, = Fi. L 


由 命题 6-6-1 可 知 Fe 在 观 者 的 4 标 架 (e,) 的 分 量 排 成 的 矩阵 为 
1 
E 0 BB -B8, 
E, -B 0 BB 
E, B, -B 0 
命题 6-6-2 设 惯性 系 多 和 .多 ' 由 洛 伦 兹 变换 
t=y(t+UXx), Xx=y(x +v1"), yy 二 (6-6-4) 
相 联系 ， 则 两 者 测 同一 电磁 场 Fs 所 得 值 (E,B) 和 (E', B') 有 如 下 关系 : 


(Fy)= (6-6-3) 
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五 = 五 ， ZE2 =7 (CE2 -vB;,), E=y (E+vB,); 
B=B, B=y(B,+vE), B=y(B,-vE,) . 
证 明 ”习题 . 咒 
命题 6-6-3 设 p 点 的 两 个 瞬时 观 者 (p,(e,)*) 和 (p,(e,)) 的 正 交 轨 一 4 标 染 
有 如 下 联系 :(e@;)* =(e2) ，(e)” = (e)” ， 则 他 们 测 同一 电磁 场所 得 值 (E，B) 和 
(BE',，B') 也 有 式 (6-6-5) 的 关系 ， 其 中 y= 一 (e0)”(e0),: 
证 明 ”本 命题 只 涉及 p 点 的 当地 测量 , 不 涉及 求 导 . 选 惯 性 系 多 使 其 过 p 扣 
的 观 者 世界 线 以 (eo) 为 4 速 ， 再 选 惯性 系 .家 使 其 过 疡 点 的 世界 线 以 (eo) 为 4 速 ， 
则 .有 和 .多 系 的 关系 便 为 式 (6-6-4)， 故 有 式 (6-6-5). 口 
命题 6-6-3 表 明 式 (6-6-5) 对 任 一 时 空 点 p 的 任何 满足 (e;)* = (ez)” , (e3)” = (es) 
的 两 个 瞬时 观 者 成 立 ， 从 而 澄清 了 “ 式 (6-6-5) 只 对 惯性 系 成 立 ” 的 误解 . 
[选读 6-6-H 
命题 6-6-2 和 6-6-3 也 可 用 正 交 归 一 标 架 变换 ( 见 图 6-38) 来 证 明 . 按 式 (6-3-21) 
把 瞬时 观 者 (p,(es)”) 的 4 速 U"=(eb)* 相对 于 瞬时 观 者 (p,(eo)) 做 3+1 分解 ,得 
(@)” =y(e0) + pu’. 
因 3 速 与 (el) 同 向 ， 且 (e1) 归 一 , 故 W=uU(e1) ， 于 是 上 式 成 为 
(e0)” = Meo) + mule). (6-6-6) 
这 就 是 (ey)” 用 正 交 归 一 标 架 {(e,)"} 的 展开 式 . 再 设 (@1) 的 展开 式 为 
(el)” =Q(eo)*+Ble) (Q, 待定 )， 
由 1p(e1)* (eb =0 及 7p(el)"(e1) =1 得 B=y，Q=pm， 故 
(el)” = jl(eo) +7(e) (6-6-7) 
式 (6-6-6) 和 (6-6-7) 配 以 (eS)* =(e,), (@;)” =(e@)" 便 是 两 个 正 交 归 一 标 架 {(ev) } 与 
{(e,)?} 之 间 的 变换 关系 ， 由 此 易 证 式 (6-6-5)， 以 柬 为 例 : 
E; = Fy0 = Fap (ey) (eo0) = Fs(e) [7 (eo0) + rule) ]=7(F0 +uF)=7(E, —uB;). 
[选读 6-6-1 完 ] 
电磁 场 的 源 是 电荷 和 电流 . 在 4 维 语言 中 ， 连 续 分 布 的 电荷 和 电流 可 看 作 
由 大 量 带 电 质 点 组 成 的 尘埃 [ 见 Synge(1956) 第 VII 章 $10, 第 XX 章 $7.]. 为 简化 问 
题 ， 只 讨论 所 有 带电 质点 同属 一 类 (例如 都 是 电子 ) 的 情况 ， 其 电荷 为 ”以 U” 
代表 这 一 带电 尘埃 的 4 速 场 , 则 (p,U0) 便 是 p 点 的 瞬时 共 动 观 者 . 设 其 局 部 同时 面 
(与 UV“ 正 交 ) 的 小 体积 内 中 有 N 个 带电 质点 ， 则 加 = N/ 功 就 是 共 动 观 者 测 得 的 


(6-6-5) 


@ 这 一 简化 并 不 影响 实质 ， 重 要 的 是 它们 组 成 一 个 粒子 流 ， 其 4 速 场 U“ 在 每 一 时 空 点 的 值 就 是 世界 线 经 过 
该 点 的 尘埃 质点 的 4 速 ， 而 不 像 气 体 分 子 那样 以 杂乱 无 章 的 方式 向 四 面 八方 运动 . 
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质点 数 密 度 ( 称 为 固有 数 密度 )， 以 (p, Z 代表 p 点 的 任 一 瞬时 观 者 ， 只 要 不 是 共 
动 观 者 (只 要 2Z" xU”)， 他 就 觉得 质点 在 运动 ， 即 觉得 有 电流 ， 设 上 述 入 个 质点 
在 ,2 ) 的 局 部 同时 面 (与 忆 正 交 ) 上 所 占 体积 为 V( 见 图 6-39)， 则 由 “ 尺 缩 ” 效 应 
类 mW=]V ， 其 中 7y=-Z27。， 所 以 观 者 功 测 得 的 质点 数 密度 为 
7=N/V=YN/W= Yr， 因而 po=erm 及 p=en 分 别 是 共 动 观 者 (p, 9 和 任意 观 
者 (p, Z ) 测 得 的 电荷 密度 ， 两 者 关系 为 p = ypo. 设 忆 为 质点 相对 于 (p, Z) 的 3 速 ， 
则 六 := pu 为 观 者 (p, ZZ ) 测 得 的 3 电流 密度 ， 共 动 观 者 测 得 的 3 电流 密度 为 零 . 


Z =(eo)/ 


Z"=(e'0) = 


Pp 


图 6-38 ”两 个 正 交 归 一 标 架 的 关系 图 6-39 ” 共 动 观 者 友和 非 共 动 观 者 本 测 得 
| 体积 ww 和 不同 


定义 2 带电 粒子 流 的 4 电流 密度 (4-current density) 定 义 为 


Ja := OU74. (6-6-8) 
命题 6-6-4 . 广 可 借 瞬 时 观 者 (, Z9) 做 如 下 3+ 1 分 解 : 

J”=p2° +j°. (6-6-9) 
证 阴 JJ =poU" =pory(Z°+u)=pZ* + pu =p2Z"°+ f°. [L 


可 见 瞬 时 观 者 测 得 的 电荷 密度 p 和 3 电流 密度 产 分 别 是 4 电流 密度 了 的 时 间 

分 量 J 和 空间 投影 hr ， 上 式 也 可 表 为 
p=-2Z7", j=7'. 

电筒 与 质量 一 样 是 描写 带电 粒子 内 豪 性 质 的 物理 量 ， 不 参与 相互 作用 的 带电 
粒子 的 电荷 保持 不 变 。 当 与 其 他 粒子 相互 作用 时 ， 作 用 前 后 的 总 电荷 必定 相等 ， 
这 是 迄今 的 所 有 实验 都 证 实 的 结果 ， 即 众所周知 的 电荷 守恒 律 . 在 3 维 语言 电动 
力学 中 这 一 定律 被 表述 为 连续 性 方程 : (o/30) +V .= 0( 对 任 一 惯性 系 )， 不 难看 
出 其 相应 的 4 维 表述 为 8.7” = 0. 


6.6.2 麦 氏 方程 


在 电动 力学 教科 书 中 ，E 和 8B 的 运动 方程 就 是 熟知 的 麦 氏 方 程 ， 由 它们 可 推 
出 麦 氏 方程 的 4 维 形式 
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O°F, = 一 4 ， (6-6-10) 
0 0. (6-6-11) 
在 现在 的 框架 中 ,我 们 把 上 两 式 作为 理论 的 出 发 点 ， 即 假设 电磁 场 张 量 服从 方程 
(6-6-10) 和 (6-6-11)， 请 注意 式 (6-6-10) 已 把 电荷 守恒 律 包含 在 内 ， 因 为 由 它 可 得 
O° J, =—(4n)! 00°F,, =— (4n) 600 ,=0, 
因而 3p/9:+V :7 了 =0， 此 即 电荷 守 恒 . 
命题 6-6-5 ”对 任 一 惯性 系 {1, x, y，z}， 由 式 (6-6-10)、(6-6-11) 可 导出 3 维 麦 
氏 方 程 


(a) V:E=4np, () 9xE=-, 
= pd = 过 二 ER oF 
(c) Y:B=0, A (6-6-12) 


其 中 第 一 、 四 式 对 应 于 式 (6-6-10)， 第 二 、 三 式 对 应 于 式 (6-6-11). 

注 1 此 处 采用 几何 高 斯 制 ( 见 附录 A)，3 维 麦 氏 方程 在 系数 上 与 常见 形式 略 
有 区 别 . 

证 明 ”以 56, 代表 所 选 惯性 系 的 等 1 面 上 的 (诱导 ) 欧 氏 度 规 , 9。 和 8。 分别 代表 
与 Oo 和 71wp 适 配 的 导数 算 符 , 令 2Z” = (0/01)”, 注意 到 空间 矢量 所 满 足 B06=0, 便 
有 

V.E=0°E, =0E'/0x: =0°E, =0°(F,,2*)=2*(- 4xJ,)=4np. 

此 即 式 (6-6-12a)， 再 证 明 式 (6-6-12b)， 设 2x 是 等 t 面 上 与 6, 适 配 的 体 元 ， 则 由 
式 (5-6-5c) 知 


(VL) S03 (6-6-13) 
其 中 的 6。E, 可 表 为 [ 据 式 (3-1-9)] 
0,E, =(dx'), (dxi), dE, =(dx'), (dx’), OE,, (6-6-14) 


而 Eo = 0 导致 
OsE, =(dx*)a(dx’),0,E;=(dx ),(dx’),00E; + (dx ),(dx’), oiE,, 
将 上 式 投影 到 等 1 面 ,注意 到 (dx ), 的 投影 为 零 ,(dx), 的 投影 等 于 自身 ,与 式 (6-6-14) 
比较 得 
OE, =h “hh,°0,E,. (6-6-15) 
代入 式 (6-6-13)， 注 意 到 8” 是 空间 张 量 ， 其 投影 等 于 自身 ， 便 得 
(VxE). =é* .hihe0E, =é*0,E,, 


故 
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(VxE). =é8 0 E,=é*0 (FZ2°)=2°E%0 b=-2Z°E%0 天 一 Ze F,, 


其 中 最 后 一 步 用 到 式 (6-6-11) 及 Fa 的 反 称 性 . 而 上 式 右 边 第 二 项 又 等 于 
-8” 0,(2“) ， 即 等 于 -(VxE).， 故 


2 (VxE),.=-2°8" 0F,,=-2°é" OF,,. (6-6-16) 
设 Eapcd 是 与 度 规 Nap 适 配 的 体 元 9 则 由 式 (5-5-6) 知 
二 (6-6-17) 
故 式 (6-6-16) 成 为 
2 (VxE) =-Z°Ze, “0F,=-2Z°0 (6, FZ2")=-2°0(2F, .2°)=— 22°0,B.. 
于 是 
(VxE), - 喜 | (VxE).=- 2°0,B, E 
Ox Ot 
因而 
VxE=-0B/0t. 
其 他 两 个 麦 氏 方程 的 推导 留 作 习 题 . 口 


注 2 对 非 惯 性 坐标 系 ， 由 式 (6-6-10)、(6-6-11) 推 出 的 方程 将 有 别 于 通常 的 3 
维 麦 氏 方程 . 
[选读 6-6-2] 

作为 等 1 面 上 与 诱导 度 规 有 ,= 7 ,+2Z,2s 相 适 配 的 体 元 , 6 只 能 被 确定 到 差 
一 个 负 号 的 程度 ( 见 选读 5-5-1 末 ), 即 -Z4sup 同样 可 被 取 作 有 . 只 有 考虑 等 1 面 
的 定向 之 后 才能 把 E, 唯 一 确定 为 Z” Ej. 与 讨论 Gauss 定 理 时 的 情况 有 所 不 同 ， 
现在 不 存在 一 个 自然 的 带 边 流 形 N 使 等 上 面 可 看 作 N 的 边界 ON ， 因 而 其 法 矢 乙 
无 所 谓 外 向 或 内 向 , 等 价 地 , 现在 的 等 1 面 不 存在 什么 诱导 定向 . 我 们 把 有 wp 写成 
Z“ejww 而 非 ~Z Ep 是 出 于 如 下 考虑 3 维 形式 的 麦 氏 方程 Vx 巨 =-8B/81 涉及 
旋 度 ， 其 成 立 条 件 是 所 选 笠 卡 儿 坐 标 系 {x, y, z} 为 右手 系 (否则 有 VxE=0B/9t)， 
即 空间 定向 要 与 dx 人 dy 人 dz 相 容 ， 注 意 到 6&j wp = (dt)y 入 (dx),。 八 (dy), 入 (dz). 以 及 
Z4 = (3/31)4 ， 便 知 体 元 ,= (dx), 和 (dy), 和 (dz). ， 正 好 与 所 需 定 向 相 容 . 

[选读 6-6-2 完 ] 


6.6.3 4 维 洛 伦 效力 


前 已 指出 ， 带 电 质 点 是 电磁 场 的 场 源 (以 太 体现 )， 它 对 电磁 场 Fa 的 影 啊 由 
式 (6-6-10) 反 映 . 反之， 带电 质点 也 受到 电磁 场 的 作用 力 ， 即 洛 伦 效 力 
f=a(E +ixB), (6-6-18) 
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其 中 5 及 元 分 别 代表 质点 的 电荷 及 3 速 . 上 式 与 3 力 定 义 f = 号 /dt 结合 便 给 出 
带电 质点 在 电磁 场 中 的 运动 方程 ( 设 无 其 他 力 ) 


一 > 


gEriaxB). (6-6-19) 


应 该 指出 ， 上 式 自身 具有 洛 伦 兹 协 变性 (但 不 易 直 接 看 出 )， 这 也 是 “ 麦 氏 电磁 理 
论 天 生 就 有 洛 伦 兹 协 变性 ”这 一 结论 的 一 个 表现 . 就 是 说 ， 对 为 一 惯性 系 多 ， 
同一 质点 的 运动 方程 将 与 式 (6-6-19) 形 式 相同 , 只 是 与 参考 系 有 关 的 量 都 要 加 ', 即 


= g(r + ux) (6-6-19") 
i 


应 注意 ，4 无 须 加 '， 因 为 质点 的 电荷 是 不 变量 . 
命题 6-6-6 设 质 点 的 电荷 为 9，4 速 为 站 ，4 动量 为 户 ， 则 电磁 场 Fas 对 它 
的 4 力 ( 叫 4 维 洛 伦 兹 力 ) 为 


F*=gF%U?* (其 中 F*,=n“F,)， (6-6-20) 
因而 只 受 电磁 力 的 质点 的 4 维 运动 方程 为 
0 (6-6-21) 


证 明 设 p 为 带电 质点 世界 线 L 上 的 任 一 点 ，(p, Z ) 是 任 一 瞬时 观 者 ， 其 正 
交 归 一 4 标 架 为 {(e,)*} ， 其 中 (eo)* = ZZ 只 须 证 明 式 (6-6-20) 的 严 对 该 瞬时 观 者 
而 言 的 分 量 屎 和 大 满足 


F'=yf', (6-6-22) 
Fr°=yf:i, (6-6-23) 
其 中 y=-Z"V,，f!' 是 3 维 洛 伦 兹 力 f 的 第 i 分 量 ，7i=u 是 质点 相对 于 (Dp, 2 ) 
的 3 速 . 
由 式 (6-6-20) 得 
F° =ygF’",(Z? +u)=y(E" +F",u), (6-6-24) 
或 
F,=yq(E, +F,u). 
故 
F=(e) ,=7yq(E+ Fu’), (6-6-25) 
如 能 证 明 
Fu’ =(iixB),, (6-6-26) 


则 由 式 (6-6-25) 及 (6-6-18) 立 即 可 得 五 =yf; ， 即 式 (6-6-22)， 下 面 证 明 式 (6-6-26). 


万 和 和 a 水 Aa 1 e 1 a 人 ^ 
(u B). 加 EuB, be "hs (一 FaZ’) =éc "Wo (7 Epa {FsZ°) 7 Be FsZa 


“178 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


1 
= 52° Pd 3(-3) UZ86° 60°01 ZF = 322, F,, 
=-W 2 (ZF tI Ps t+2Z Pb )= Fu -Zu (6-6-27) 


其 中 倒数 第 二 步 用 到 Fe = - Fz, 最 后 一 步 用 到 ZZ。 = - 1, Fas2 = Es 以 及 wZ,=0. 
由 式 (6-6-27) 得 
(ixB),=(e) (ixB). = Fu’, 
这 就 是 式 (6-6-26)， 式 (6-6-27) 右 边 第 二 项 的 存在 是 必要 的 ， 否 则 右边 的 时 间 分 量 
非 零 ， 与 左边 (XxB). 的 空间 性 相悖 ， 下 面 证 明 式 (6-6-23). 
下 =(e),F’ =7yq(e), (E+F’,u)=— yq (eo) Fu =- yqP 
=7yqEw' =yq [E+ (XxB),]u' =yfu' =7yf i 

此 即 式 (6-6-23). 证 明 中 第 二 步 用 到 式 (6-6-24) ， 第 三 步 用 到 (e?),E*=0 及 
(e ) =-(e)”， 第 六 步 用 到 元 x 互 与 元 的 正 交 性 ， 第 七 步 用 到 式 (6-6-18)， 口 
6.6.4 ”电磁 场 的 能 动 张 量 

在 3 维 形式 的 电动 力学 中 ， 电 磁场 的 能 量 密度 、 能 流 密 度 、 动 量 密度 、 动 量 
流 密 度 ( 即 应 力 张 量 ) 已 有 明确 定义 [ 见 郭 硕 鸿 (1995) 第 5 章 $7]， 这 些 3 维 量 可 由 一 
个 4 维 张 量 (电磁 场 的 能 动 张 量 Tp) 统一 表 为 


1 = 二 no PaP®™) ’ (06-6-28) 
4 4 


其 中 Fa 是 电磁 场 张 量 . 利用 第 5 章 习题 9 的 结果 还 可 把 上 式 改写 成 更 为 对 称 的 
形式 : 
多 一 i + °F. Fb’), (6-6-28'") 
8 


其 中 是 的 对 偶 形式 ， “=7” 加。. 不 难 验证 它 具 有 86.4 所 述 能 动 张 量 的 
性 质 1 和 3， 特 别 是 ， 选 定 任 一 惯性 系 后 ， 由 式 (6-6-28") 易 得 (习题 ) 
Too = 二 (E? +B’), 
8 
由 式 (6-6-28) 易 得 (习题 ) 
w; = 一 To -ExB), 了 

这 正 是 该 系 惯性 观 者 测 电磁 场所 得 的 能 量 密度 和 能 流 密度 (也 等 于 动量 密度 )， 但 
对 $6.4 中 关于 能 动 张 量 的 性 质 2 ( 即 8“7w =0 ) 要 做 一 说 明 ， 当 于 =0 时 (无 源 电磁 
场 )， 由 麦 氏 方程 的 4 维 形 式 可 证 9"7,, =0 ， 即 无 源 电磁 场 服从 能 量 守恒 、 动 量 守 
便 和 角 动 量 守恒 律 . 但 车 J* 0， 则 由 式 (6-6-28) 表 示 的 7 不 满足 9°T,, =0 [本 章 
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习题 18(a)]， 这 是 目 然 的 ， 因 为 电磁 场 与 带电 质点 之 间 有 相互 作用 ， 从 而 要 交换 
能 量 、 动 量 和 角 动 量 [本 章 习题 18(b)]， 然而， 电磁 场 与 带电 粒子 的 总 能 动 张 量 则 
仍 是 守恒 的 . 


6.6.5 电磁 4 势 及 其 运动 方程 ， 电 磁 波 


由 于 Fw 是 2 形式， 用 外 微分 概念 可 把 麦 氏 方程 (6-6-11) 改 写 为 dF =0， 即 下 
是 闭 的 . 因 背 景 流 形 为 R ,由 85.1 注 1 可 知 五 是 恰当 的 , 即 在 术 上 存在 1 形式 场 
hs 使 F=d4, 或 

F,, =0,A, —0,A,. 

定义 3 满足 Ff= dh 的 4. 叫 电磁 场 Fs 的 4 势 (4-potential). 

给 定 F 后 ,4 势 并 不 唯一 . 设 A 是 的 4 势 ,x 是 R+ 上 任意 C? 函数 , 则 A=A+dx 
也 是 的 4 势 ， 因 ddx =0. 这 就 是 熟知 的 规范 自由 性 ， 附 加 条 件 3°4, =0 叫 洛 伦 
兹 规范 条 件 ， 满 足 这 条 件 的 hs 一 定 存 在 ， 因 为 设 3%4s 0 ， 总 可 选 隐 数 x 使 
A=A+dzr 满足 9"4, =0， 为 此 只 须要 求 + 满 足 9。x =- 3“4, ， 注 意 到 

2 2 2 2 
0 
可 知 8 “0.8 = -0 4 的 非 零 解 不 但 存在 ， 而 且 甚 多 . 

把 A 在 任 一 惯性 系 {1, x} 分解 为 时 间 分 量 和 空间 分 量 : 

4 =- f(dt), +a ， (6-6-29) 
则 不 难 证 明和 a 分别 是 电磁 场 F 的 标 势 和 3 矢 势 ( 习 题 19). 
用 4 势 可 重新 表述 麦 氏 方程 式 (6-6-11) 已 被 f= d4 自动 满足 ， 式 (6-6-10) 则 
可 表 为 
— 4n], =0°(0, A, -8 4)=8*0 4 -89044 . (6-6-30) 
其 中 第 二 步 用 到 99,4, =7"0.0,A, =0.0, ("A,)=90.0,A: =0,0.A° =0,0°4, .于 
是 洛 伦 效 规范 下 的 4 便 满足 如 下 的 简单 方程 
9A, = 一 4r71 . (6-6-31) 
上 式 相 当 于 3 维 语 言 电动 力学 中 关于 标 势 $ 和 矢 势 a 的 达 归 伯 方 程 (CAlembert 
equation)， 对 无 源 电 磁场 则 成 为 波动 方程 
0°0, A, =0. (6-6-32) 

我 们 关心 方程 (6-6-32) 的 、 形 如 hh = Cj cos9 的 波动 解 ， 其 中 90 是 实 标 量 场 ， 
称 为 相位 (phase); C 是 非 零 的 常 矢量 场 (“ 常 ” 字 是 指 3,C” = 0)， 称 为 偏振 矢量 
(polarization vector)， 代 和信 式 (6-6-32) 得 

cos0 (0°0)0.0+sin00°0.0=0, (6-6-33) 
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(0°0) 0,.0=0 (6-6-34) 

和 024.0=0 (6-6-35) 
的 丸 = Ccos9 是 波动 方程 (6-6-32) 的 解 . 此 解 有 重要 理论 意义 , 下面 详 加 讨论 . 令 
K“=00 ， 则 K" 是 超 曲 面 .={peR10, = C} (C= 常数) 上 的 法 矢 场 (定理 
4-4-2)， 另 一 方面 ， 式 (6-6-34) 表 明 K*Ks =0, 故 好 是 类 光 矢 量 场 , 可 见 .是 类 光 
超 曲 面 ， 再 者 ， KK。 = 0 还 导致 

0=0,(K “K,) ~2K “Op,K, =2K “0,0.0 ~2K “0.0,0 =2K “OK, ， (6-6-36) 
可 见 Kr 的 积分 曲线 是 身 在 .之 上 的 类 光 测 地 线 ， 由 式 (6-6-35) 还 知 9*K, = 

设 {t, x} 为 任 一 惯性 坐标 系 ， 则 Ks 可 用 其 对 偶 坐 标 基 矢 展开 : 
(d0), =0.0=K, = kK, (dx” js 

我 们 只 讨论 K 为 常 矢量 场 (9,K” =0) 这 一 最 简单 (也 最 重要 ) 的 情况 . 这 时 天, 为 党 
数 ， 上 式 可 被 积分 而 得 


= 开矿 + 负 (常数 )， (6-6-37) 
借用 惯性 系 {t,x} 把 天 做 3+1 分 解 : 
K° =@(0/01)° + 大 2 ， (0-0-38) 


其 中 | w=K" 分 别 代表 Kr 的 空间 和 时 间 分 量 . 再 令 
k =npk?, k=k, (0/0x'), 
则 式 (6-6-37) 在 取 =0 时 成 为 
0=- t+kx , (6-6-39) 

故 岛 = Ccos9 现 在 可 表 为 

A, = C, cos(@t — kx ). (6-6-40) 
这 同 单 色 平面 波 的 熟知 表达 式 一 致 ， 因 而 可 称 为 单 色 平面 电磁 波 (monochromatic 
plane wave)，w 入 则 可 分 别 解 释 为 角 频 率 和 3 维 波 矢量 ， 于 是 玉 称 为 4 维 波 矢 
量 . 设 邦 为 惯性 系 {1,x} 在 如 时 刻 的 同时 面 , 56 = . 吧 站 马 ( 见 图 6-40), 则 So 上 20= 
常数 ， 故 50 是 同时 面 马上 相位 相同 的 点 的 集合 ， 即 3 维 语言 中 如 时 刻 的 一 个 波 
阵 面 . KK, 为 常数 时 .是 3 维 平 面 (类 光 超 平面 )，S$o 是 2 维 平面 ， 故 式 (6-6-40) 的 确 
代表 单 色 平面 波 . .> 可 解释 为 波 阵 面 %o 的 世界 面 , 它 描 述 波 阵 面 随时 间 的 演化 ( 波 
的 传播 ) 设 马 是 4(> 加) 时 刻 的 同时 面 ， 则 9 = .站 帮 就 是 时刻 的 波 阵 面 go 沿 
波 的 传播 方向 (3 维 空间 2 中 与 go 正 交 的 方向 ) 在 二 -0 时 间 后 到 达 的 新 平面 , 且 传 
播 速 率 恰 为 光速 (这 是 .8 为 类 光 超 曲面 的 必然 结果 )，.8Z 的 类 光 法 矢 K 的 积分 曲 
线 在 320 上 的 投影 与 go 正 交 ， 故 可 解释 为 3 维 语言 中 的 光线 ， 于 是 K 的 积分 曲线 
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可 看 作 4 维 语言 的 光线 . 


图 6-40 单 色 平面 电磁 波 . 3 维 波 阵 面 So 的 世界 面 是 类 光 超 曲面 .” ， 
其 类 光 法 矢 玉 的 积分 曲线 代表 光子 世界 线 
给 定单 色 平面 波 后 ， 其 4 波 矢 KK 自然 给 定 ( 是 R 中 的 一 个 常 的 类 光 矢 量 场 )， 
但 由 式 (6-6-38) 可 知 其 角 频 率 w 和 3 波 矢 尼 还 取决 于 所 选 惯性 系 . 就 是 说 , K 是 绝 
对 的 ， 而 中 及 恕 则 是 相对 的 . 类 似 地， 任 一 时 空 点 尸 的 太 也 可 借 该 点 的 任 一 瞬时 
观 者 (p, Z ) 分 解 为 
K°=@2" +K， (6-6-41) 
其 中 
w=-—K’Z, (6-6-42) 
和 好 可 分 别 解释 为 该 观 者 测 得 的 角 频 率 和 3 波 矢 . 由 4 波 矢 K 的 类 光 性 KK。=0 
易 知 w 和 性 有 如 下 关系 : 
w=k°k, = 大 . (6-6-43) 
用 光线 (无 论 3 维 还 是 4 维 ) 代 替 波 动 概念 描述 单 色 平面 电磁 波 的 做 法 称 为 几 
何 光 学 (geometric optics) 方 法 ， 然而， 单 色 平面 电磁 波 的 条 件 是 义 = Ccos9 中 的 
Cs 及 K" =00 在 全 时 空 为 常 撩 量 场 ， 这 是 无 法 达到 的 要 求 ， 只 能 是 模型 语言 中 的 
概念 . 好 在 许多 有 实用 意义 的 电磁 波 都 可 在 一 定 的 时 空 范围 内 近似 看 作 这 样 的 波 ， 
因而 也 可 近似 地 用 几何 光学 方法 处 理 . 考虑 这 样 一 类 电磁 波 ， 其 4 势 可 表 为 
4 =C,cos9， 其 中 Cs 及 K“=0%0 虽 不 满足 0,C, =0 及 9,K”=0， 但 其 随时 空 点 
的 变化 与 相位 cos9 的 变化 相 比 要 “ 慢 ” 得 多 , 不 妨 说 4 是 “ 慢 变 ”振幅 Cs 与 “ 快 
变 ” 相 因子 cos9 之 积 .， 以 工 代表 这 样 一 个 特征 长 度 ， 只 当时 空 尺 度 达到 工 的 量 级 
时 Gs 或 天 的 变化 方 可 被 觉察 ， 那 么 ， 在 一 个 尺度 小 于 LL 但 cos9 已 在 其 中 变 了 许 
多 周期 的 时 空 区 域内 就 可 用 几何 光学 方法 对 这 类 电磁 波 做 近似 处 理 [用 3 维 语言 
说 ， 就 是 U 的 空间 尺度 很 大 于 波长 = 2r/o (其 中 心 =-Z“K.).]， 满足 这 一 条 件 
的 电磁 波 称 为 局 域 单 色 平面 波 ， 几何 光学 的 特点 是 用 光线 描述 电磁 波 的 传播 ， 这 
一 特点 突出 了 光 的 粒子 性 的 一 面 ， 使 得 用 光子 描述 光 的 传播 成 为 可 能 .这 一 摘 述 
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成 为 量子 电动 力学 的 理论 基础 ， 而 经 典 电动 力学 则 可 看 作 量子 电动 力学 在 普 朗 克 
肖 数 h 一 0 时 的 极限 情形 .按照 这 一 描述 ， 局 域 单 色 平面 电磁 波 可 看 作 由 一 大 群 
光子 组 成 的 光子 流 ， 它 们 有 近似 相同 的 到 和 C<. 光子 被 想像 为 类 似 于 普通 粒子 的 
粒子 , 其 特别 之 处 在 于 质量 m = 0. 这 时 关于 质点 的 4 动量 的 定义 式 (6-3-32) 不 再 适 
用 ， 可 改 用 相应 电磁 波 的 4 波 矢 素 按 下 式 定义 光子 的 4 动量 严 ， 


P := jKR” (其 中 及 = 有 h/2x)， (6-6-44) 
并 规定 光子 世界 线 是 这 样 的 类 光 测 地 线 ， 其 仿 射 参数 8 满足 
P2” = (0/08)". (6-6-45) 


于 是 光子 世界 线 重合 于 相应 电磁 波 的 4 波 矢 严 的 积分 曲线 .在 3+1 分 解 方面 ， 
仿照 普通 粒子 ， 我 们 把 光子 4 动量 的 时 间 分 量 和 空间 分 量 分 别 定义 为 光子 的 能 量 
E 和 3 动量 p， 即 


Po = EZ4 + pe . (6-6-46) 
注意 到 式 (6-6-44)， 上 式 与 式 (6-6-41) 对 比 便 得 
E=hw, p=Ak", (6-6-47) 


即 光 子 的 能 量 到 和 3 动量 性 分 别 是 相应 电磁 波 的 角 频 率 w 和 3 波 矢 如 的 方 倍 . 由 
P=0 易 知 光子 的 能 量 E 和 3 动量 p* 的 长 度 p 有 如 下 简单 关系 : 

E’=p"p,=p’. (6-6-48) 
[选读 6-6-3] 

式 (6-6-40) 说 明 4 势 As 以 单 色 平面 波 的 方式 传播 ， 由 此 不 难 证 明 其 相应 于 某 
惯性 系 多 的 电场 和 磁场 有 也 以 单 色 平面 波 的 方式 传播 , 并 导出 请 波 和 户 波 的 一 
些 重要 性 质 ， 为 此 ， 把 岛 = Cscos0 代 入 下, =0。Ahs 一 0,A,， 注 意 到 KK,=0,0， 得 

Fo = (CK, -CoK,)sin0=20,K,sing. (6-6-49) 
利用 如 的 规范 自由 性 可 简化 从 Fos 求 Ea 和 Bs 的 计算 . 选 洛 伦 兹 规范 BA =0 ,与 
和 多 =CbcosO 及 天 =070 结合 得 KC, sing=0， 从 而 


K Co =0. (6-6-50) 
这 其 实 是 A 满足 洛 伦 兹 规范 的 等 价 表 述 ， 再 令 
Ca =Cat+QKs(Q= 常数 )， (6-6-51) 


则 由 KKKsa=0 及 式 (6-6-49) 易 见 C' 对 应 的 电磁 场 FP， = FF, ， 可 见 式 (6-6-51) 只 是 规 
范 变 换 [ 由 KCa=0 可 知 式 (6-6-51) 保 证 K*Cs =0， 所 以 它 其 实 还 是 洛 伦 北 规 范 内 
的 规范 变换 .]， 利 用 天 的 时 间 分 量 K 的 非 零 性 选 w=- Cu/RI 便 有 CI =0， 可 见 
总 可 选择 适当 规范 使 偏振 矢量 C" 成 为 空间 矢量 .今后 将 默认 C2 是 空间 和 拓 量 这 一 

以 Z =(8/80) ”代表 惯性 系 的 第 零 坐标 基 秋 ， 则 由 书 = 已 0Z2 和 古 =-*F,Z? 
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可 从 式 (6-6-49) 求 得 
E,=2Z°(CK,—C,K,)sin0=-wC, sinO 
[其 中 第 二 步 用 到 C* 的 空间 性 (2Z?C, =0) 及 w= 一 2Z?K,] 和 
B=-F,,2Z" =-12 epaF™ =146,.42C Ksin0 = ésC°k’ sinO ， 
其 中 Ba 是 与 空间 的 欧 氏 度 规 适 配 的 体 元 .上 二 式 可 用 箭头 表 为 


E=-wCsin0= WC sin(@wt 一 kx')， (6-6-52) 
B=Cxksin0=kxCsin(@t — kxi). (6-6-53) 
因而 再 = 大 x 五 (大 代表 天 方向 的 单位 拓 ) (6-6-54) 


这 正 是 单 色 平面 电磁 波 的 电 矢 量 户 、 磁 矢量 请 和 传播 方向 让 的 常见 关系 式 . 

由 于 Co =0， 条 件 K*C, =0 现 在 可 改写 为 k*C, =0， 可 见 3 和 拓 量 C 与 大 得 
直 ， 而 由 式 (6-6-52) 又 知 记 与 平行 ， 故 电场 局 与 传播 方向 让 重 直 ， 即 请 波 是 横 
波 ， 由 式 (6-6-54) 则 可 看 出 忆 既 与 上 又 与 请 季 直 ,， 故 育 波 也 是 横 波 ， 结 论 : 在 音色 
平面 电磁 波 中 天 波 和 召 波 是 同 频 同 相 的 横 波 ， 且 和 失 量 瑟 ， 甩 与 有 式 (6-6-54) 的 简 
单 关系 . 

因为 C 和 天 是 常 矢量 场 ， 式 (6-6-52) 和 (6-6-53) 代 表 线 偏振 光 . 车 要 讨论 其 他 
偏振 方式 ， 则 采用 复 场 的 方法 较为 简便 先 把 A = Ccos9 改 写 为 

=Re(Cse”) (Re 代表 “ 取 其 实 部 ”)， (6-6-55) 

再 把 C? 推广 至 常 复 矢 量 场 ， 就 会 给 出 更 丰富 的 物理 内 容 ， 前 面 关 于 KC =0 的 
证 明 以 及 可 选 C? 为 空间 矢量 场 的 论辩 在 C? 为 复 时 依然 有 效 ， 因 而 其 后 的 讨论 和 
结论 (包括 五 ， 妃 的 横 波 性 ) 仍 成 立 . C? 为 复 矢 量 的 关键 后 果 是 从 线 偏 振 光 推广 至 
椭圆 偏振 光 ， 仅 以 电场 玉 为 例 讨论 ， 这 时 式 (6-6-52) 应 表 为 


E=ReliwC eik*)], (6-6-52') 
但 现在 C 为 复 和 拓 量 . 令 
E =iwC eitY ， (6-6-56) 
则 式 (6-6-52') 成 为 
E=Re(ée®'). (6-6-57) 


对 .多 系 的 任 一 惯性 观 者 Go 是 固定 矢量 ，EE 则 随时 间 1 按 式 (6-6-57) 变 化 ， 因 
而 矢量 (箭头 ) 忆 的 端点 画 出 一 条 平面 闭合 曲线 ， 欲 证 它 为 椭圆 ， 将 复 矢 量 场 E 表 
为 实 、 虚 部 之 和 : 
E=H+iYy (其 中 及 ,VV 为 实 矢量 场 )， (6-06-28) 
令 为 任 一 实 标量 场 ， 定 义 实 矢量 场 
1 三 ApcosCH+Vsin 和 i=-Hsinp+vcosp, (6-6-59) 
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则 
BE=L+iV=(m+in)er. (6-6-60) 
引入 太 的 好 处 在 于 可 选择 用 使 雷 ， 克 互相 正 交 ， 为 此 只 须 令 满足 
tan 2p = a ) (6-6-61) 
Pa 


其 中 /= 用 :用 ，V =V 必 , 而 且 设 J >v (不 失 一 般 性 ). 式 (6-6-60) 代 入 式 (6-6-57) 
给 出 

E=mcos (wt— P+iisin(wt— Pp). (6-6-62) 
利用 成， 其 的 正 交 性 可 按 下 列 两 要 求 选择 惯性 参考 系 .多 内 的 惯性 坐标 系 {1, XX}): 
OD 以 Go 为 空间 坐标 原点 ; @x，y 轴 分 别 沿 志 和 天 方向 ， 则 巨 的 三 个 坐标 分 量 依 


Ei=mcos(@t-—p), E,=nsin(Wt—-p),  E,;,=0, (6-6-63) 
其 中 下 三 ( 珊 . 历 六，7= (者 .1 由 此 易 得 
2 2 
> + 包 - _1. (6-6-64) 
m n 


可 见 巨 的 端点 随时 间 在 x~y 面 内 画 出 一 个 椭圆， 因此 代表 椭圆 偏振 光 ， 当 m=n 
时 人 退化 为 圆 偏振 光 ， 当 m 或 nn 为 零 时 退化 为 线 偏振 光 ， 
[选读 6-6-3 完 ] 


6.6.6 ”光波 的 多 普 勒 效应 


与 声波 不 同 ， 光 波 的 多 普 勒 效应 必须 用 相对 论处 理 ， 在 上 述 知 识 的 基础 上 ， 
这 一 讨论 变 得 十 分 简单 . 

设 观 者 和 光源 有 任意 运动 状态 (其 世界 线 为 任意 类 时 线 ),4 速 各 为 下 和 ( 见 
图 6-41). 光源 在 p 时 所 发 的 光 被 观 者 在 g 时 收 到 , 默认 此 光 是 局 域 单 色 平面 波 ( 用 
几何 光学 近似 )， 设 光子 的 4 波 矢 为 入 ， 由 式 (6-6-46) 可 知 发 光 时 吧 测 得 的 角 频 率 
为 中 = (-K“V.) 1， 接收 光 时 码 测 得 的 角 频 率 为 几 = (-K"U。). 今 欲求 o 与 wo 的 
关系 . 因 平 直 时 空 有 绝对 平移 概念 ,将 V"1 和 Kl 平移 至 p 点 ; 则 w=(-K*U,)l,. 
以 下 省 略 下 标 p， 但 记 住 计算 在 p 点 进行 ， 由 式 (6-6-45) 有 

K”° =o@OV" +k’®, 

今 


y=-V"U, 9 
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则 
U, = WV, + pa, 光 Ul 
其 中 yu 为 在 (p,V") 的 “空间 小 平面 "上 4 
的 投影 ， 故 源 者 Kb 
=-(@V" +k ) VV, +7yu)=7y(W -ku,). 
设 空间 矢量 K 与 ww 夹 角 为 9， 注意 到 式 4 a 
(6-6-47)， 得 
Ww' = yO(1— ucosO), (6-6-65) 
这 就 是 多 普 勒 效应 的 定量 关系 . 行 2 = 0( 观 者 
与 光源 相 背 而 行 )， 由 式 (6-6-65) 得 p 
w=7@1-W)=[-W/I+tW oo<w， 
(6-6-66a) 
即 红 移 ;车 0 = ( 观 者 正 对 光源 相向 而 行 )， 。 图 641 光波 多 普 黄 效应 计 论 用 轿 
则 


、\ 


=U+W) =[d+W/ -WI oo>ow， (6-6-66b) 
即 蓝 移 ; 知 2= 2 (横向 运动 )， 则 
W =70,， (6-6-66c) 
即 横向 多 普 勒 效应 . 
习 匮 


“1. 惯性 观 者 G 和 G' 相 对 速率 为 & = 0.6c， 相 遇 时 把 钟 读数 都 调 为 零 . 用 时 空 图 讨论 : (a) 
在 G 所 属 的 惯性 参考 系 看 来 (以 其 同时 观 判断 )， 当 G 钟 读数 为 Sus 时 ，G' 钟 的 读数 是 多 少 ? (b) 
当 G 钟 读数 为 Sus 时 ， 他 实际 看 见 G' 钟 的 读数 是 多 少 ? 

“2. 远方 星体 以 0.8c 的 速率 (匀速 直线 地 ) 离 开 我 们 ， 我 们 测 得 它 辐射 来 的 闪光 按 5 昼夜 的 周 
期 变化 ， 用 时 空 图 求 星 上 观 者 测 得 的 办 光 周 期 . 

“3. 把 图 6-20 的 oa 段 和 oe 段 线 长 分 别 记 作 z+ 和 7 . (a) 用 两 钟 的 相对 速率 u 表 出 5/r; (b) 
在 u=0.6c 和 w= 0.8c 两 种 情况 下 求 出 5'/z 的 数值 . 


4. 惯性 质点 4，B,C 排 成 一 直线 并 沿 此 线 相对 运动 ( 见 图 6-42)， 


rp 


A B C 相对 速率 Upa = 0.6c, UCcA = 0.8c， A, B 所 在 惯性 系 各 为 Rh 和 Rp. 设 
图 6-42 习题 4 用 图 ”多 s 系 认为 测 得 )C 走 了 60m, 画 出 时 空 图 并 水 .x 认为 ( 测 得 ) 这 一 过 程 
的 时 间 . 


“5. 4,B 是 同一 惯性 系 的 两 个 惯性 观 者 ， 他 们 互相 发 射 中 子 ， 每 一 中 子 以 相对 速率 0.6c 离开 
中 子 枪 ， 设 B 测 得 B 枪 的 中 子 发 射 率 为 10's( 即 每 秒 发 10 个 )， 求 4 所 发 中 子 (根据 中 子 自己 
的 标准 钟 ) 测 得 的 B 枪 的 中 子 发 射 率 ( 要 求 画 时 空 图 求解 ). 
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6. 静止 b 子 的 平均 寿命 为 z =2x10s . 宇宙 线 产生 的 h 子 相对 于 地 球 以 0.995c 的 速率 匀 
速 直线 下 落 , 用 时 空 图 求 地 球 观 者 测 得 的 (a) h 子 的 平均 寿命 ; (b) h 子 在 其 平均 寿命 内 所 走 过 的 
距离 . 

7. 从 惯性 系 多 看 来 (认为 , 测 得 ), 位 于 某 地 A 的 两 标准 钟 甲乙 指 零 时 开始 以 速率 v= 0.6c 
一 同 做 匀速 直线 运动 ,两 钟 指 1s 时 到 达 某 地 B. 甲 钟 在 到 达 B 时 立即 以 速率 vv 向 A 地 匀速 返回 ， 
乙 钟 在 B 地 停留 1s( 按 他 的 钟 ) 后 以 速率 "向 A 地 匀速 返回 ， 另 有 两 钟 一 直 呆 在 A 地 ， 且 当 甲 、 
乙 离 A 地 时 也 指 零 ，(a) 画 出 甲 、 乙 、 丙 的 世界 线 ; (b) 求 乙 钟 返回 A 地 时 三 钟 的 读数 th ，zz 和 
(9 

“8. 人 单 选 题 ) 双子 A, B 静止 于 某 惯性 系 多 中 的 同一 空间 点 上 ，A 从 某 时 刻 (此 时 A, B 年 龄 
相等 ) 开 始 向 东 以 速率 uw 相对 于 多 系 做 惯性 运动 , 一 段 时 间 后 B 以 速率 v>u 向 东 追 上 A, 则 相 
遇 时 A 的 年 龄 

(1) 比 B 大 ， (2) 比 了 B 小 ， (3) 与 B 等 . 

9. 标准 钟 A, B 静止 于 某 惯性 系 中 的 同一 空间 点 上 . A 钟 从 某 时 刻 开始 以 速率 & = 0.6c 匀速 
直线 飞 出 ，2s (根据 A 钟 ) 后 以 wx = 0.6c 匀速 直线 返航 ， 已 知 分 手 时 两 钟 皆 指 零 . (]) 求 重逢 时 两 
钟 的 读数 ; (2) 当 A 钟 指 3s 时 A 看 见 B 钟 指 多 少 ? 

“10. 地 球 自转 线 速 率 在 赤道 之 值 约 为 每 小 时 1600km. 甲 、 乙 为 赤道 上 的 一 对 挛 生 子 ， 甲 乘 
飞机 以 每 小 时 1600km 的 速率 向 西 绕 赤 道 飞行 一 圈 后 回 家 与 乙 重 逢 (忽略 地 球 和 太阳 引力 场 的 影 
啊 由 第 7 章 可 知 引 力 的 存在 对 应 于 时 空 的 弯曲 . )，(a) 画 出 地 球 表面 的 世界 面 和 甲 、 乙 的 世界 
线 ( 甲 相对 于 地 面 的 运动 抵消 了 地 球 自转 的 效应 , 所 以 甲 是 惯性 观 者 . ); (b) 甲 与 乙 中 谁 更 年 轻 ? 
(0) 两 者 年 龄 差 多 少 ? ( 答 : 约 为 10 s. ) 注 : 本 实验 已 于 1971 年 完成 ， 当 然 不 是 对 人 而 是 对 多 
原子 钟 ， 见 Hafele and Keating(1972). 

“11. 静 长 1= Sm 的 汽车 以 u = 0.6c 的 速率 匀速 进 库 , 库 有 坚硬 
后 墙 . 为 简化 问题 ， 假 定 车 头 撞墙 的 信息 以 光速 传播 ， 车 身 任 一 
扩 接 到 信息 立即 停 下 ，(a) 设 司库 测 得 在 车 头 撞 墙 的 同时 车 尾 的 钟 
Cw 指 零 ， 求 车 尾 “ 获 悉 ” 车 头 撞墙 这 一 信息 时 Cw 的 读数 ;，(b) 求 
车 完全 停 下 后 的 静 长 1 ; (c) 用 4 表 出 新 旧 静 长 比 久 1. 

12. 试 证 命题 6-3-4. 

图 6.43 习题 13 用 图 “13. 设 观 者 世界 线 为 1~x 面 内 的 双 曲 线 G ( 见 图 6-43)， 图 中 

K 值 为 已 知 ，A4“ 为 观 者 的 4 加 速 ， 求 4“4。( 结 论 是 4“4。 为 常数 ， 
因此 G 称 为 匀 加 速 运动 观 者 .请 注意 这 指 的 是 4 加速. ) 
“14. 试 证 命题 6-6-2. 
*15. 设 瞬 时 观 者 测 Fo 所 得 电场 和 磁场 分 别 为 所 和 B* (也 记 作 瑟 和 BB)， 试 证 : 

(a) FF = 2(B2 一 本)， 
(b) Fs PF” =4E.B . 提示: 可 用 惯性 坐标 基底 把 FF 写成 分 量 表 达 式 . 
注 : 本 题 表 明 ， 虽 然 和 所 都 是 观 者 依赖 的 ，B? -EE? 和 所.B 却 同 观 者 无 关 ， 事实 上 ， 由 
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Fs 能 构造 的 独立 的 不 变量 只 有 这 两 个 . 
“16. 试 证 命题 6-6-5 (只 须 证 后 两 个 麦 氏 方程 ). 
“17. 试 证 瞬时 观 者 测 得 的 电磁 场 能 量 密度 和 3 动量 密度 分 别 为 To =(E?+B?)/8x 和 
w= 一 Tio=(ExB);/4n i=1,2,3。 提示 : 用 Fs 的 对 称 表达 式 (6-6-28”) 可 简化 To 的 计算 . 
18. (a) 试 证 4 电流 密度 为 严 的 电磁 场 Fw 的 能 动 张 量 Fw 满足 38“T。 =- 局 .J "(由 此 可 知 当 
J”=0 时 有 6"7, =0);*(b) 试 证 上 式 在 惯性 坐标 系 中 的 时 间 分 量 反 映 能 量 守恒 , 即 郭 硕 鸿 (1995) 
40 页 式 (6.2); 空 间 分 量 反 映 3 动量 守恒 , 即 郭 书 220 页 式 (7.6). 提示 :用 4 洛 伦 效力 表达 式 (6-6-20) 
把 戊 .J 改写 为 洛 伦 兹 力 密度 . 
19. 试 证 式 (6-6-29) 中 的 a 和 #p 满足 B=Vxa 和 E=-Vyp-04/9: ， 因 而 的 确 是 电动 力学 中 
的 3 矢 势 和 标 势 . 
20. 在 选读 6-6-1 中 , (a) 试 证 V(dz), = 0， 其 中 ! 为 绝对 时 间 ，V 为 牛顿 时 空 的 导数 算 符 [ 提 
示 : 从 式 (5-7-2) 出 发 ，]; (b) 设 w 为 空间 矢量 ( 即 切 于 绝对 同时 面 的 矢量 )，zv” 为 任 一 4 维 矢量 ， 
试 证 v*Vow 仍 为 空间 矢量 [提示 : 注意 Vat 是 绝对 同时 面 的 法 余 矢 . ]. 
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相对 性 原理 要 求 物理 规律 在 所 有 惯性 坐标 系 中 有 相同 数学 表达 式 ， 用 于 狭义 
相对 论 就 要 求 物理 规律 的 数学 表达 式 具 有 洛 伦 兹 协 变性 .这 是 一 个 管 定律 的 定 
律 . 因此， 在 建立 狭义 相对 论 物 理学 时 ， 应 该 重新 审查 已 有 的 物理 定律 ， 凡 符合 
这 个 要 求 的 就 仍 被 视 为 定律 ， 凡 不 符合 这 个 要 求 的 就 要 改造 ， 直 至 符合 要 求 才 作 
为 物理 定律 纳入 狭义 相对 论 物理 学 框架 中 .首先 审查 麦 氏 电磁 理论 ， 麦 氏 方 程 天 
生 就 有 党 伦 兹 协 变性 (改写 为 4 维 形式 可 更 清晰 地 看 出 , 见 $6.6), 因而 可 以 不 经 改 
造 地 纳入 狭义 相对 论 物 理学 中 .这 其 实 并 不 奇怪 ， 因 为 狭义 相对 论 出 现 的 重要 原 
因 之 一 束 是 麦 氏 理论 与 非 相对 论 时 空 观 有 矛盾 . 再 来 审查 牛顿 运动 定律 ， 以 动量 
守重 律 为 例 . 正如 $6.6 开头 时 指出 的 , 牛顿 的 动量 定义 亡 = mii 使 动量 守恒 不 具备 
淆 伦 兹 协 变性 ， 因 而 必须 修改 ， 只 要 把 动量 定义 改 为 =mii(l-u)-"? ， 问 题 便 
迎 为 而 解 ， 因 此 动量 守恒 可 以 作为 定律 被 纳入 狭义 相对 论 物 理学 . 第 三 ， 我 们 来 
审查 牛顿 的 万 有 引力 理论 . 牛顿 引力 论 的 基本 方程 是 反映 引力 势力 和 质量 密度 p ? 
的 关系 的 泊 松 方程 Y 1= 4rp ， 它 有 人 徊 利 略 协 变性 而 没有 洛 伦 兹 协 变 性 ， 因 而 应 
该 修改 .从 男 一 角度 来 看 ,方程 V“G =4np 有 如 下 形式 的 解 

2 A 力 iv， 
$600= 咱 后 2 

表明 场 点 处 1 时 刻 的 引力 势 $ 由 空间 各 点 在 1 时 刻 的 质量 密度 p 决定 , 这 意味 着 
引力 场 以 无 限 速 度 传播 ， 显 然 与 狭义 相对 论 相悖 ， 可 见 牛 顿 引 力 论 必须 修改 ， 牛 
上 顿 万 有 引力 定律 形式 上 与 静电 库仑 定律 很 相似 ， 既 然 麦 克 斯 韦 能 把 库仑 静电 学 推 
三 改造 为 如 此 漂亮 的 麦 氏 电 磁 理论 ， 看 来 不 难 把 牛顿 引力 论 改造 为 狭义 相对 论 框 
染 内 的 引力 理论 ， 然 而 情况 却 远 非 如 此 简单 ， 关 键 在 于 ， 万 有 引力 定律 与 库仑 定 
律 虽 很 相似 ， 却 存在 “符号 差别 ”: 电荷 有 正 负 两 种 ， 同 性 相 斥 ， 异 性 相 吸 ; 质 
量 则 只 正 不 负 ， 虽 然 同 性 ， 却 只 吸 不 斥 ， 仿 照 电磁 理论 ， 可 以 构造 一 个 在 狭义 相 
对 论 框 架 内 的 引力 理论 ， 根 据 这 个 理论 ， 在 引力 场 有 变化 时 将 出 现 类 似 于 电磁 波 
的 引力 波 ， 而 且 也 以 光速 传播 ， 不幸 的 是 ， 由 于 上 述 符号 差别 ， 由 引力 波 带 走 的 
能 量 竞 是 负 的 . 这 意味 着 系统 在 辐射 引力 波 时 自身 能 量 增加 , 从 而 辐射 强度 变 大 ， 


由 第 6 章 曾 分 别 以 p 和 4 代表 电荷 密度 和 质量 密度 ， 从 本 章 起 电荷 密度 很 少 出 现 ， 我 们 按 多 数 文献 的 习惯 改 
用 p 代表 质量 密度 . 
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由 此 又 会 获得 更 多 能 量 . 如 此 循环 ， 必 然 导致 物理 上 不 可 接受 的 后 果 . 虽然 可 以 
通过 修改 理论 克服 这 一 困难 ,但 又 出 现 新 的 困难 . 事实 上 ,狭义 相 对 论 框架 内 的 
引力 理论 远 非 一 个 ， 但 每 个 理论 都 有 其 自身 问题 ， 虽 然 无 法 绝对 否定 在 狭义 相对 
论 框 架 内 建立 满意 的 引力 理论 的 可 能 性 , 爱 因 斯 坦 却 独辟蹊径 , 于 1915 年 成 功 地 
创建 了 革命 化 的 、 独 立 于 狭义 相对 论 的 困 新 引力 理论 一 一 广义 相对 论 . 有 趣 的 是 ， 
后 人 在 克服 狭义 相对 论 框 架 内 的 某 种 引力 理论 的 困难 的 努力 中 ， 几 经 修改 后 得 到 
的 竟然 也 是 与 爱 因 斯 坦 广 义 相 对 论 完 全 一 样 的 理论 ! 

有 两 个 重要 因素 促使 爱 因 斯 坦 创立 广义 相对 论 ， 它们 是 引力 的 “ 普 适 性 
(universality)” 和 马赫 原理 . 我们 只 介绍 前 者 ， 牛 顿 引 力 的 “ 普 适 性 ”包括 两 层 含 
义 : 也 任何 物体 在 引力 场 中 都 受 引 力 ( 电 中 性 的 物体 在 静电 场 中 却 不 受 电 力 ,， 故 电 
力 无 普 适 性 .); GO 引力 场 中 任何 两 个 物体 , 不 论 其 质量 和 组 分 如 何 , 只 要 初始 状态 
(位 置 、 速 度 ) 相 同 ， 而 且 除 引力 外 不 受 力 ， 以 后 每 一 时 刻 的 位 置 和 速度 就 必然 一 
样 . 这 一 结论 已 被 许多 越 来 越 精 确 的 实验 所 证 实 ， 它 可 以 表述 为 : 任意 两 个 质点 
在 引力 场 中 的 同一 点 有 相同 的 引力 加 速度 ， 这 虽 是 司空 见 惯 的 结论 ， 但 为 什么 会 
这 样 ? 静电 场 中 的 两 个 点 电荷 就 不 这 样 . 设 点 电荷 q 的 质量 为 m， 所 在 点 场 强 为 
E ， 则 它 所 受 电 场 力 为 了 = gE ， 它 获得 的 加 速度 为 

d= f/m=(g/mE. (7-1-1) 
若 在 同一 点 放 人 质量 为 m 的 另 一 点 电荷 9 , 则 其 加 速度 为 =(q' /mE. 与 a 
不 等 ,除非 两 者 的 荷 质 比 相同 .在 对 引力 做 类 似 讨论 时 ,不 妨 也 把 “ 荷 ” 与 “ 质 ” 
加 以 区 别 ， 质 点 的 “ 荷 ” 是 其 物质 含量 的 量度 ， 决 定 它 在 引力 场 中 怎样 受 力 ， 可 
称 为 引力 质量 ， 记 作 mo; 质点 的 “ 质 ” 则 是 其 惯性 的 量度 ， 决 定 它 在 力 的 作用 下 
出 现 怎样 的 加 速度 , 可 称 为 惯性 质量 , 记 作 mi [ 即 式 (7-1-D) 中 的 由，? 仿照 上 述 讨 
论 不 难 导出 质点 在 引力 场 中 的 引力 加 速度 为 a= (ma /m)s , 其 中 8 是 该 点 的 引力 
场 强 . 如 果 不 同 质点 有 不 同 的 引力 荷 质 比 mo /mz， 它 们 在 引力 场 中 同一 点 就 不 能 
有 相同 的 引力 加 速度 .然而 无 数 的 、 一 个 比 一 个 精确 的 实验 表明 比值 mo /mr 对 任 
何 质点 都 相同 ,通过 调整 引力 常量 G 还 可 使 比值 为 1 而 简写 为 mo = mi. 通常 把 这 
一 事实 称 为 等 效 原 理 ( 详 见 $7.5). 这 是 一 个 极其 非 同 寻常 的 实验 事实 , 应 该 引起 深 
思 . 引力 的 “ 荷 ” 与 “ 质 ” 本 是 两 个 完全 不 同 的 概念 ， 它 们 为 什么 相等 ? 牛顿 引 
力 论 不 能 回答 这 个 问题 . 在 牛顿 引力 论 中 , 这 是 作为 实验 事实 (牛顿 理论 体系 的 一 
个 公理 ) 被 承认 的 . 难道 ms = m1 仅 是 一 种 巧合 吗 ?” 难 道 就 没有 更 深刻 的 原因 藏 在 
这 个 事实 的 背后 吗 ? 难道 一 定 不 存在 一 个 更 优美 的 理论 ， 其 中 mo = mi 是 可 用 推 


至 今 一 直 在 用 牛顿 引力 论 讨 论 问 题 . 在 牛顿 引力 论 中 ， 引 力 质 量 又 分 为 主动 (active) 和 被 动 (passive) 两 种 ， 
前 者 指 物体 作为 引力 场 源 时 的 质量 ， 决 定 它 产生 引力 场 的 强 弱 ;后 者 指 物体 作为 外 引力 场 中 的 试探 质点 的 引力 质 
量 ， 决 定 它 在 给 定 引力 场 中 所 受 引 力 的 强 弱 . 正文 的 引力 质量 指 被 动 引 力 质 量 . 
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理 证 明 的 吗 ? 对 等 效 原理 的 思考 ， 加 上 马赫 原理 的 启发 ， 促 使 爱 因 斯 坦 创 立 了 他 
的 广义 相对 论 . 

me = mi 的 事实 等 价 于 初始 位 置 和 速度 相同 的 、 除 引力 外 不 受 力 的 任何 物体 在 
引力 场 中 都 “ 齐 步 走 ”. 这 种 毫 无 个 性 的 集体 行为 强烈 地 暗示 着 引力 是 整个 时 空 
背景 的 内 训 性 质 ， 与 其 他 力 有 实质 性 的 差别 .物理 学 是 研究 物理 客体 运动 (演化 ) 
规律 的 学 问 . 物理 客 体 好 比 演 员 .， 正 如 演员 的 表演 不 能 没有 舞台 一 样 ， 物 理 客体 
的 演化 也 总 是 在 某 种 舞台 (或 背景 ) 上 进行 的 ,这 个 舞台 (背景 ) 就 是 时 空 . 在 广义 相 
对 论 创立 前 ， 人 们 默认 相对 论 的 背景 时 空 是 闵 氏 时 空 。 闵 氏 时 空 是 如 此 简单 ， 以 
至 人 们 往往 不 注意 (忘记 ) 它 的 存在 .引力 场 中 的 “ 齐 步 走 ” 现 象 引 起 了 爱 因 斯 坦 
对 时 空 背景 的 注意 . 假如 你 看 演出 时 发 现 某 个 演员 的 头顶 突然 下 降 了 20cm, 你 会 
认为 他 蹲 下 了 . 然而 , 假如 台 上 所 有 演员 的 头顶 以 及 桌面 、 椅 面 都 同时 下 降 20cm， 
那么 最 大 的 可 能 是 舞台 台面 下 降 所 致 、 类 似 地 ， 在 引力 作用 下 的 “ 齐 步 走 ” 现 象 
分 明 强 烈 地 上 暗示 着 引力 本 身 是 一 种 纯 时 空 效应 ， 不 妨 这 样 猜 测 : 引力 可 忽略 时 ， 
时 空 是 平 直 的 ; 引力 不 可 忽略 时 (例如 在 必须 考虑 地 球 或 太阳 的 引力 场 时 )， 时 空 
变 得 弯曲 ， 弯 曲 情况 取决 于 产生 引力 场 的 物质 分 布 ， 根 据 这 一 猜测 ， 引 力 非常 不 
同 于 其 他 力 ， 它 特殊 到 这 样 一 个 程度 ， 以 至 在 4 维 语言 中 它 不 再 是 力 而 是 时 空 的 
弯曲 ! 于 是 ， 除 引力 外 不 受 力 的 质点 就 应 称 为 自由 质点 (已 经 自由 到 不 能 再 自由 的 
程度 )， 注 意 到 闵 氏 时 空中 自由 质点 的 世界 线 必 为 测 地 线 的 结论 ， 自 然 进 一 步 假 定 
弯曲 时 空中 自由 质点 的 世界 线 也 是 (该 时 空 的 ) 测 地 线 ”( 自 由 质点 是 最 简单 的 质 
点 ， 测 地 线 是 最 简单 的 世界 线 ， 自 由 质点 的 世界 线 是 测 地 线 的 这 一 假定 非常 符合 
美学 原则 .). 引力 的 存在 不 表现 为 质点 受到 一 个 称 为 “引力 ”的 4 维 力 , 而 表现 为 
时 空 的 弯曲 ， 它 通过 改变 测 地 线 来 改变 自由 质点 的 运动 方式 ， 以 上 就 是 广义 相对 
论 最 基本 的 假定 ， 根 据 这 一 假定 ， 可 以 把 mo = mi 作为 逻辑 结论 来 推出 ，( 现 在 到 
了 关键 的 、 也 可 以 说 是 水 到 渠 成 的 一 步 . ) 设 两 个 自由 质点 有 相同 的 初始 位 置 和 速 
度 , 即 它们 的 世界 线 相交 且 在 交点 处 切 矢 相等 . 由 于 自由 质点 的 世界 线 为 测 地 线 ， 
而 测 地 线 由 初始 条 件 ( 测 地 线 的 出 发 点 及 在 该 点 的 切 矢 ) 唯 一 决定 (定理 3-3-4)， 这 
两 条 世界 线 必然 重合 ， 翻 译 为 物理 语言 ， 就 是 引力 场 中 两 个 初始 状态 相同 的 自由 
质点 在 以 后 各 时 刻 的 状态 必然 相同 ， 而 这 正 是 mo = mi 的 等 价 表述 ， 可见， 一 旦 
认识 到 引力 的 实质 是 时 空 的 弯曲 , mo = mi 这 一 长 期 以 来 无 法 解释 的 实验 事实 就 是 
十 分 自然 的 结论 .广义 相对 论 就 这 样 以 其 特有 的 优雅 方式 首次 把 引力 解释 为 4 维 
时 空 的 几何 效应 (首次 统一 了 引力 与 几何 )， 这 一 成 功 的 关键 在 于 补 上 时 间 这 一 
维 . 单 任 3 维 空间 是 无 法 把 引力 解释 为 几何 效应 的 . 

注 1 选读 8-3-1 对 “引力 就 是 时 空 弯曲 ”的 提 法 还 将 给 出 一 个 更 为 具体 细致 


了 忽略 该 质点 的 质量 对 引力 场 的 影响 (类 似 于 电学 中 对 试探 电荷 的 处 理 ). 
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的 阐述 . 

上 述 讨论 表明 ， 广 义 相 对 论 是 独立 于 狭义 相对 论 框架 的 物理 理论 ， 狭 义 相对 
论 框架 中 容 不 下 广义 相对 论 ， 容 不 下 引力 . 

用 现代 语言 来 表述 , 广义 相对 论 最 基本 的 假设 可 以 归纳 为 以 下 三 点 (广义 相对 
论 的 基本 假设 在 不 同文 献 中 有 不 同 归 纳 方式 ， 此 处 只 是 出 于 教学 法 考虑 的 一 种 讲 
法 .). 

(a) 3 维 空间 中 的 引力 本 质 上 是 4 维 时 空 的 弯曲 .就 是 说 ， 当 引力 存在 时 , 时 
空 背景 不 再 是 闵 氏 时 空 (RR 7) ， 而 是 某 种 弯曲 时 空 (0M，go)， 其 中 M 是 某 个 4 
维 流 形 ，gw 是 M 上 某 个 非 平 直 的 洛 伦 兹 度 规 场 ， 这 一 假设 大 胆 地 把 物理 上 的 引 
力 认定 为 纯粹 的 时 空 几何 效应 . 据 此 , 除 引 力 外 不 受 力 的 质点 自然 叫做 自由 质点 . 

(b) 自由 质点 的 世界 线 是 它 所 在 的 弯曲 时 空 (M， gap) 的 测 地 线 ， 在 假设 (a) 的 基 
础 上 ， 假 设 (b) 的 提出 是 相当 自然 的 ， 当 引力 不 存在 时 ， 时 空 背景 是 闵 氏 时 空 
(了 1,) ， 按 照 86.3， 质 点 的 运动 方程 为 

F° =U"0,P", (7-1-2) 
其 中 8 是 与 闵 氏 度 规 1。 相 适 配 的 导数 算 符 ， 当 引力 存在 时 ， 一 个 目 然 的 假设 是 
把 上 式 的 28 改 为 与 弯曲 度 规 gw 相 适 配 的 导数 算 符 Vs , 并 认为 自由 质点 所 受 4 力 
为 零 ， 于 是 其 运动 方程 为 
0=U?VY,(mU’)=mU"V,U’, (7-1-3) 
可 见 自由 质点 沿 测 地 线 运动 . 这 一 命题 与 引力 不 存在 时 的 对 应 命题 很 类 似 ， 区 别 
只 在 于 : 引力 不 存在 时 ， 自 由 质点 的 世界 线 是 闵 氏 时 空 的 测 地 线 ; 引力 存在 时 ， 
自由 质点 的 世界 线 是 弯曲 时 空 的 测 地 线 . 这 正 是 广义 相对 论 独立 于 狭义 相对 论 的 
一 个 体现 .在 广义 相对 论 中 ， 引 力 不 表 现 为 一 种 4 维 力 出 现 于 运动 方程 (7-1-2) 的 
左边 ， 它 对 质点 运动 的 影响 体现 在 把 时 空 变 得 弯曲 并 要 求 自由 质点 党 弯曲 了 的 时 
空 的 测 地 线 运 动 . 或 者 说 ， 引 力 的 影响 在 于 把 方程 (7-1-2) 右 边 的 2 换 成 w 

(c) 时 空 的 弯曲 情况 受 物 质 分 布 的 影响 ， 其 间 的 关系 由 爱 因 斯 坦 方程 描述 [ 详 
见 $87.7， 该 节 还 说 明 在 承认 爱 因 斯 坦 方 程 后 假设 (b) 不 再 是 独立 假设 .]. 

可 以 证 明 ， 当 引力 场 足 够 弱 、 质 点 速度 足够 低 时 ， 广 义 相 对 论 力学 的 计算 结 
果 与 牛顿 力学 近似 一 致 ， 可 见 牛 顿 力 学 可 以 看 作 广 义 相 对 论 力学 的 弱 场 低速 近似 
( 见 7.8.2 小 节 )， 然 而 应 该 说 明 ， 尽 管 计算 结果 近似 一 致 ， 两 者 看 问题 的 观点 却 有 
明显 区 别 ， 以 树 上 苹果 落地 为 例 . 按照 牛顿 力学 ， 这 是 由 于 苹果 受 地 球 引 力 而 获 
得 加 速度 ， 属 于 非 惯性 运动 . 但 是 按照 广义 相对 论 ， 苹 果 不 受 4 维 力 ， 所 以 是 目 
由 质点 .地球 的 效应 在 于 使 时 空 变 得 弯曲 ， 芋 果 的 世界 线 是 这 个 弯曲 时 空中 的 一 
条 测 地 线 ， 其 4 加速 (定义 为 4 =U*V,U”, 其 中 U 为 4 速 ，V, 为 与 弯曲 时 空 度 
规 适 配 的 导数 算 符 ) 为 零 . 就 是 说 , 同 是 苹果 落地 的 运动 , 牛顿 理论 认为 它 有 (3 维 ) 
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加 速度 (相对 于 惯性 系 )， 而 广义 相对 论 认为 它 没有 (4 维 ) 加 速度 ， 反 之 ， 设 苹果 静 
止 于 地 面 , 牛顿 理论 认为 苹果 所 受 地 球 引力 被 地 面 支撑 力 所 抵消 , 因此 保持 静止 ， 
其 (3 维 ) 加 速度 为 零 , 处 于 惯性 运动 状态 ; 而 广义 相对 论 认为 苹果 只 受 一 个 4 维 力 
(地 面 的 支撑 力 )， 因 此 其 世界 线 不 是 测 地 线 ， 其 (4 维 ) 加 速度 不 为 零 ， 读 者 是 否 已 
意识 到 ， 当 你 舒适 地 坐 着 阅读 本 书 时 ， 你 在 因 地 球 的 存在 而 弯曲 了 的 时 空中 的 4 
维 加 速度 并 不 为 零 ? 

把 引力 的 实质 归结 为 时 空 弯曲 的 认识 是 人 类 智慧 的 一 个 伟大 胜利 黎 曼 在 28 
岁 时 (1854 年 ) 就 提出 了 内 豪 曲 率 的 概念 和 计算 方法 ， 并 在 逝世 (年 仅 40 岁 ) 前 的 一 
段 时 间 内 致力 于 寻求 把 电力 和 引力 统一 起 来 的 某 种 理论 ， 这 一 努力 未 获 成 功 的 最 
重要 原因 就 是 他 专注 于 空间 及 其 曲率 而 没有 注意 时 空 及 其 曲率 . 直至 1905 年 狭义 
相对 论 问世 之 后 ， 时 间 和 空间 才 被 同等 看 待 (实际 上 ， 直 到 1908 年 Minkowski 才 
明确 提出 时 空 这 一 绝对 概念 ， 见 第 14 章 ，); 再 过 几 年 后 ，“ 引 力 的 实质 是 时 空 的 
曲率 ”这 一 划时代 认识 才 伴 随 着 爱 因 斯 坦 对 广义 相对 论 的 构思 而 逐渐 建立 起 来 . 


$7.2 弯曲 时 空中 的 物理 定律 


广义 相对 论 认为 一 切 物理 现象 不 过 是 物理 客体 在 某 种 弯曲 时 空 背 景 (M，g sn) 
上 的 演化 . 因此， 用 广义 相对 论 的 观点 研究 物理 ， 首 先 就 要 找 出 各 种 物理 客体 在 
给 定 的 弯曲 时 空 背 景 上 的 演化 方程 .由 于 实际 生活 和 实验 室 中 的 引力 场 太 弱 ， 广 
义 相 对 论 同 牛顿 引力 论 的 区 别 一 般 难以 察觉 ， 想 通过 观察 或 实验 来 归纳 出 弯曲 时 
空中 的 物理 定律 是 没有 希望 的 . 因此， 只 能 根据 某 些 基 本 原则 用 假设 的 方法 “ 猜 
出 “这些 定律 ,其 正确 性 则 有 待 于 由 它们 推出 的 各 种 结论 的 自治 性 及 其 与 实验 (如 
采 可 能 的 话 ) 结 果 的 一 致 性 来 验证 ， 当 然 ， 这 种 “猜测 ”是 有 相当 根据 的 ， 一 个 重 
要 根据 就 是 广义 协 变性 原理 (principle of general covariance)， 爱 因 斯 坦 在 创立 广义 
相对 论 时 曾 提出 如 下 广义 协 变性 原理 : 物理 定律 的 数学 表达 式 在 任意 坐标 变换 下 
形式 不 变 ， 然而 ，E.Kretschmann 于 1917 年 发 表 文 章 ， 认 为 广义 协 变性 原理 的 这 
一 表述 对 物理 定律 并 无 约束 力 ， 就 连 牛顿 方程 也 可 通过 非 实 质 性 的 改写 而 具有 广 
义 协 变性 [可 参阅 Ohanian(1976)]， 这 一 质疑 引起 有 关 学 者 (包括 爱 因 斯 坦 ) 的 热烈 
讨论 ， 从 而 出 现 关 于 广义 协 变性 原理 的 各 种 表述 方式 ， 此 处 介绍 一 种 既 能 抓 住 实 
质 又 便于 应 用 的 如 下 表述 [ 见 Wald(1984)P.57, 68] 

广义 协 变 性 原理 ”只 有 时 空 度 规 及 其 派生 量 才 允许 以 背景 几何 量 的 身份 出 现 
在 物理 定律 的 表达 式 中 . 

注 1 物理 客体 好 比 演员 , 时 空 几何 好 比 舞台 (背景 ), 给 定 了 某 一 时 空 (M, ga) 
就 给 定 了 舞台 .物理 定律 中 当然 要 出 现代 表 物 理 客体 的 物理 量 ( 动 力学 量 )， 如 质 
点 的 4 动量 尼 和 电磁 场 张 量 Eu 等， 但 定律 中 也 应 允许 出 现 反映 舞台 (背景 ) 的 时 
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空 几何 量 , 这 就 是 时 空 度 规 gw 及 其 派生 量 (例如 与 8aw 适 配 的 导数 算得 Va 以 及 Va 
的 Rs, Rab,R 等 ). 广义 协 变性 原理 的 实质 是 要 在 物理 定律 表达 式 中 排除 一 切 (与 
时 空 内 训 几 何 无 关 的 ) 人 为 因素 ,例如 某 坐 标 系 的 普通 导数 算 符 8. 或 某 种 人 为 指定 
的 矢量 场 v* ,因为 它们 既 不 是 要 研究 的 物理 客体 , 又 不 是 时 空 背 景 M, gap) 的 内 玄 
因素 . 允许 某 个 0, 出 现在 物理 定律 中 意味 着 与 9 相应 的 坐标 系 在 所 有 坐标 系 中 处 
于 与 众 不 同 的 特殊 地 位 ， 这 正 是 广义 协 变 性 的 精神 所 不 允许 的 . 

注 2 广义 协 变性 原理 的 上 述 表述 特别 适合 于 用 抽象 指标 的 教材 ， 许 多 不 用 
抽象 指标 的 教材 有 如 下 结论 ， 只 要 物理 规律 能 表 为 张 量 等 式 ， 就 必定 具有 广义 协 
变性 .例如 , 设 T 和 5 都 是 (1, 1) 型 张 量 ， 则 等 式 T=5 必 广 义 协 变 ， 因 为 它 在 任 
意 两 个 坐标 系 {x*} 和 {x“} 的 分 量 式 显 然 为 T%, = 3 和 和 7 =5”“, ， 即 分 量 式 在 


任意 坐标 变换 下 形式 不 变 (符合 爱 因 斯 坦 关 于 广义 协 变性 的 提 法 )， 反 之 ， 克 氏 符 
六 ”不 服从 张 量变 换 律 ， 含 克 氏 符 的 等 式 不 是 张 量 等 式 ， 所 以 不 具备 广义 协 变 
性 ， 然而， 在 用 抽象 指标 的 教材 中 ， 连 克 氏 符 和 js (以 及 坐标 系 的 3. 作用 于 矢量 
场 w 的 结果 0,v*) 也 被 视 为 张 量 (坐标 系 依赖 的 张 量 )， 含 js 或 0av 的 等 式 仍 被 
视 为 张 量 等 式 ， 它 们 之 所 以 没有 广义 协 变性 是 因为 它们 不 满足 本 书 关于 广义 协 变 
性 的 上 述 表 述 ， 因为 它们 包含 了 不 是 ga 的 派生 量 的 量 Tj 或 96v9 ,从 而 把 
或 3. 迪 所 涉及 的 那个 坐标 系 摆 在 了 与 众 不 同 的 地 位 . 总 之 ， 两 类 教材 都 说 含 克 氏 
符 的 等 式 没有 广义 协 变性 ， 但 理由 不 同 (因为 广义 协 变性 的 表述 不 同 ) 

在 以 上 讨论 的 基础 上 便 可 提出 弯曲 时 空 物理 定律 必须 服从 的 两 个 原则 : (a) 广 
义 协 变性 原理 ，(b) 在 时 空 度 规 gw 等 于 闵 氏 度 规 时， 应 能 回 到 狭义 相对 论 的 相 
应 定律 这 两 个 必要 性 判 据 虽然 不 能 唯一 决定 弯曲 时 空 的 物理 定律 , 但 以 它们 为 
指导 ， 加 上 物理 和 美学 的 考虑 ， 在 很 多 情况 下 能 够 自然 地 得 出 物理 定律 。 由 于 广 
义 相 对 论 和 狭义 相对 论 的 差别 无 非 是 背景 时 空 的 差别 [ 即 (M，gob) 与 (了 ,wo ) 的 差 
别 ] ,狭义 相对 论 中 用 4 维 语言 描述 物理 客体 的 做 法 可 以 自然 推广 至 广义 相对 论 . 例 
如 ， 质 点 和 光子 的 世界 线 仍 分 别 是 类 时 和 类 光 曲 线 (当然 ,这 实际 上 已 把 “光速 不 
变 原 理 ” 和 “质点 必 亚 光速 ”的 实质 内 涵 推 广 到 广义 相对 论 ); 质点 的 固有 时 间 仍 
等 于 它 的 世界 线 长 度 ， 质 点 的 4 速 友 仍 定义 为 其 世界 线 的 单位 切 矢 ，4 动量 仍 定 
义 为 Pa := mUa(m 为 静 质 量 ); 质点 相对 于 瞬时 观 者 (p,Z) 的 能 量 仍 定义 为 
E := -PaZ ， 电 磁场 仍 由 2 形式 场 Fas 描述， 等 等 为 了 得 出 这 些 物 理 量 服 从 的 
定律 ， 在 多 数 情况 下 只 须 把 狭义 相对 论 相应 定律 表达 式 中 的 所 有 7 和 8. 分 别 换 


QD 各 种 教材 对 原则 (a) 的 提 法 一 样 (虽然 对 广义 协 变性 原理 的 表述 有 所 不 同 )， 对 原则 (b) 的 提 法 则 至 少 有 两 种 . 
另 一 种 提 法 是 : (b) 等 效 原理 . 就 导出 物理 定律 的 效果 而 言 ， 两 种 提 法 一 样 . 详 见 § 7.5. 


“42 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


为 8 和 .不妨 把 这 种 做 法 称 为 “最 小 替换 法 则 ”. 易 见 这 样 得 出 的 表达 式 必然 
服从 上 述 两 个 原则 ， 以 下 是 使 用 这 个 法 则 的 一 些 例子 ; 弯曲 时 空中 质点 的 4 加 速 
应 定义 为 

42 := U?V,U’, (7-2-1) 


F?° := UV P". (7-2-2) 

对 于 自由 质点 , F” =0 (引力 不 是 4 维 力 0, 上 式 成 为 U*VU" = 0 , 即 测 地 线 方程 ， 

与 广义 相对 论 基 本 假设 (b) ( 见 87.1) 一 致 ， 对 于 电磁 场 中 的 质点 ， 其 运动 方程 则 为 

qF",U” =U?V, P®. (7-2-3) 

请 注意 ， 电 磁场 Fu 对 质点 的 影响 体现 在 方程 的 左边 (体现 为 4 力 gF",U?)， 而 引 

力 场 对 质点 的 影响 则 体现 在 方程 的 右边 (体现 在 用 VV, 而 非 8 求 导 )， 电 磁场 Fj 的 
运动 方程 (弯曲 时 空 的 麦 氏 方程 ) 应 为 


V°F, =—4n],, (7-2-4) 
Viazz =0. (7-2-5) 

电磁 场 的 能 动 张 量 应 表 为 
1 = (RR 7 Speak ): (7-2-6) 


此 式 在 弯曲 时 空中 仍 成 立 的 另 一 重要 依据 是 它 满足 VT,, = - 忆 .J [参见 第 6 章 习 
题 18(a)]， 表 明 电 磁场 与 带电 粒子 场 的 总 能 量 、 动 量 和 角 动 量 守恒 ( 见 6.6.4 小 节 
末 ). 读者 应 能 验证 这 一 等 式 . 

由 于 式 (7-2-5) 可 表 为 dF = 0 , 至 少 可 局 域 地 引入 电磁 4 势 4 使 严 =d4 , 故 式 
(7-2-4) 可 用 4 表 为 

一 4 =V"(V, A,—V, A )=V"V, A,— V’V, 4 . (7-2-7) 
在 狭义 相对 论 中 ， 上 式 右边 第 二 项 为 -8*2,4. ， 可 简单 地 改写 为 -8,8*4 ， 再 由 洛 
伦 效 规范 条 件 9"4, = 0 便 可 使 式 (7-2-7) 在 狭义 相对 论 中 表 为 
0"0.4 =-4r7， [此 即 式 (6-6-31)]. 

然而 现在 V。 与 Vs 有 非 对 易 性 ， 要 想 利 用 洛 伦 兹 条 件 V*A, =0 就 要 先 用 式 (3-4-4) 
将 式 (7-2-7) 右 边 第 二 项 改写 为 -VV 4 = -VV"A, -RAj =- 及 44 ， 从 而 使 式 
(7-2-7) 成 为 


V’°V, Ah, — R,” A =— 47n),. : (7-2-8) 
有 趣 的 是 ， 如 果 直 接 从 狭义 相对 论 方程 (6-6-31) 出 发 使 用 最 小 替换 法 则 ， 便 有 
VV,A, =— 4n7,, (7-2-9) 


与 式 (7-2-8) 显 然 不 同 ， 这 个 例子 表明 最 小 替换 法 则 并 非 在 任何 情况 下 都 能 导致 只 
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一 的 物理 定律 . 遇 到 类 似 情况 就 要 再 加 其 他 考虑 . 以 本 例 而 言 ,可 以 证 明 , 式 (7-2-8) 
能 够 导致 电荷 守恒 律 w7”= 0( 习 题 1) 而 式 (7-2-9) 不 能 ， 从 这 一 物理 考虑 出 发 ， 我 
们 选择 式 (7-2-8) 作 为 电磁 4 势 4 的 运动 方程 . 本 例 所 具有 的 含糊 性 来 自 导数 算 符 
的 非 对 易 性 ， 凡 含 2 阶 或 高 阶 导数 (两 个 或 多 个 W 相继 作用 ) 的 公式 在 从 狭义 相对 
论 到 广义 相对 论 的 过 渡 中 都 会 遇 到 这 一 问题 ， 读 者 不 妨 与 以 下 事实 类 比 : 物理 公 
和 ， 算 符 的 非 对 易 性 也 是 含糊 性 的 根源 . 
[选读 7-2-H] 
对 无 源 电 磁场 ， 式 (7-2-8) 成 为 
VV Ah,—R,"A,=0. (7-2-8") 
受 6.6.5 小 节 末 (选读 6-6-3 前 ) 的 启发 ， 我们 讨论 上 式 的 、 可 表 为 “ 慢 变 ”振幅 C。 
和 “ 快 变 ” 相 因 子 c0S89 之 积 的 电磁 波 解 A = Ccos9 ， 并 关心 使 用 几何 光学 近似 
的 可 能 性 .方程 (7-2-8') 与 阅 氏 时 空中 相应 方程 00,A, =0 的 区 别 在 于 含有 曲率 项 
RAs ， 和 要 使 几何 光学 近似 成 立 还 需 此 项 可 被 忽略 ， 考 虑 如 下 三 个 长 度量 
(1) C 或 玉 =V20 刚 能 显 出 变化 的 特征 长 度 元 ; 
(2) 描述 时 空 曲率 的 “大 小 ”的 长 度量 
R=[Ropog 在 某 典 型 局 部 惯性 系 ( 详 见 87.5) 的 典型 分 量 Ro] 
(3) hs 相对 于 上 述 局 部 惯性 系 的 波长 1(4=27/@, w=-Z°K,). 
如 果 三 者 满足 14<<L 和 4 和 << 尺 ， 则 Cs 的 导数 项 V*V,C, 和 曲率 项 尺 <A, 都 可 
忽略 ， 从 而 近似 有 | 


Ws 


(V0)V,0=0, (7-2-10) 

于 是 K” =V“O 仍 为 类 光 超 曲面 . 宛 ={Ppe 了 10, = C} (C= 常数) 的 类 光 法 矢 ，K” 

的 积分 曲线 仍 为 类 光 测 地 线 (证 明 与 6.6.5 小 节 同 ,注意 V ,的 无 挠 性 保证 

vavVO=VVag0.)， 光 信号 仍 沿 类 光 测 地 线 传 播 ， 电 磁 波 (光子 ) 相 对 于 4 速 为 2 

的 观 者 的 角 频 率 仍 为 

w=—K,Z", (7-2-11) 

等 等 可 见 ， 当 4 和 << 工 和 4 向 << 民 成 立时 几何 光学 近似 适用 ， 本 书 多 处 (如 9.2.1 小 
节 和 10.2.2 小 节 ) 用 到 这 一 近似 . 

弯曲 时 空中 几何 光学 近似 的 参考 文献 为 : Wald(1984)P.71; Misner et al.(1973) 


§22.5; Straumann(1984)P.100~103. [选读 7-2-1 完 ] 
[选读 7-2-2] 
弯曲 时 空 的 麦 民 方程 (7-2-4) 和 (7-2-5) 还 可 用 外 微分 算 符 做 如 下 等 价 表 述 .: 
dF =4nxY, (7-2-4") 


dF =0， (7-2-5") 


* 196. 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


其 中 FF 是 F =F 的 对 偶 微分 形式 ( 见 85.6),， 仍 是 2 形式 ， 是 1 形式 J4 的 对 偶 3 
形式 、 式 (7-2-5") 与 (7-2-5) 的 等 价 性 由 外 微分 定义 一 望 而 知 ， 但 式 (7-2-4') 与 (7-2-4) 的 等 
价 性 的 证 明 则 略 需 技巧 . 由 定义 知 (d 了 ) ss =dr(EoocaF“ 12)=3Viy(2spja 了 FP“)/2. 因 
为 右边 同 e949" 缩 并 得 3e9* ep (VF )/2=-3x46.6s/' (ViF™)/2=-6V ,FY ， 
所 以 e9” (dP)ip =6VpF**. 此 式 再 同 Eeeod 缩 并 得 -(d) ,oy = EosodVjFP. 由 定义 
式 “Jog 三 J Eoocd 不 难看 出 上 式 可 表 为 式 (7-2-4') 当 且 仅 当 式 (7-2-4) 成 立 ， 可 见 式 
(7-2-4') 等 价 于 (7-2-4). 

[选读 7-2-2 完 ] 


$7.3” 费 米 移动 与 无 自转 观 者 


读 完 87.1 后 ， 不 少 读者 想 进一步 了 解 等 效 原理 、 爱 因 斯 坦 电梯 、 局 部 惯性 系 

以 及 引力 同 惯性 力 的 关系 等 问题 ， 准 确 理解 这 些 问题 需要 一 些 基本 概念 .本 节 介 

绍 其 中 之 一 ， 即 无 自转 观 者 的 概念 ( 爱 因 斯 坦 电梯 内 的 观 者 不 但 是 自由 下 落 的 ,而 
且 应 是 无 自转 的 .). 

设想 你 坐 飞机 漫游 世界 .你 胸 前 绑 着 一 根 与 胸部 垂直 的 短 箭 , 箭头 指向 体外 . 你 

从 固有 时 刻 z 开始 闭 目 养神 ， 至 z 时 睁 眼 ， 短 箭 当然 仍 与 胸部 垂直 ， 但 它 在 空间 的 

指向 却 可 能 与 时 不 同 ， 因 为 飞机 的 运动 非常 任意 ， 如 果 前 后 两 个 指向 不 同 ， 自 然 

说 短 箭 在 时 间 Ar =7 -内 “ 转 了 方向 ”， 或 说 它 在 Ar 内 发 生 了 转动 但 是 , 什 

cg 么 叫做 “指向 不 同 ”? 怎样 判断 指向 是 否 相 

六 同 ? 这 其 实 是 在 问 : 什么 叫做 转动 ? 怎样 判 

人 断 是 否 发 生 了 转动 ? 在 牛顿 力学 中 这 个 问题 

AR 有 明确 答案 : 回转 仪 飞轮 的 自转 轴 ( 简 称 “ 回 

| 转 仪 轴 ”) 代 表 不 变 的 方向 [ 见 Sachs and Wu 

由 (1977)P.50, 52]， 如 果 你 手 里 有 一 个 回转 仪 ， 

EE. 短 第 在 时 与 回转 仪 轴 平 行 而 在 7 时 与 回转 

仪 轴 不 平行 , 便 可 肯定 短 箭 在 Ar 内 发 生 了 转 

硬 了 1 类 和 和 避 者 是 G0 的 安阳 矢量 场 。 动 . 这 一 无 转动 判 据 可 推广 至 广义 相对 论 下 

丰 代 表 回 转 人 加， 与 如 对 此 可 知 we”。 面 翻 译 为 4 维 语言 ,以 G(9 代 表 你 的 世界 线 ， 

有 空间 转动 则 短 箭 在 时 刻 表现 为 点 pL =G(n) 的 一 个 

空间 矢量 w( “空间” 一 词 是 指 与 你 在 时刻 

的 4 速 Z“1， 垂直 )， 为 方便 起 见 , 设 其 长 度 为 1， 随 着 你 的 固有 时 7 的 流逝 ， 短 箭 就 

对 应 于 G(9 线 上 的 一 个 单位 长 的 空间 矢量 场 . 类似 地 ， 以 长 度 为 1 的 矢量 代表 回转 


Z 
Wp>» 
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仪 轴 的 方向 ， 则 你 手中 的 回转 仪 轴 对 应 于 G(39 上 的 另 一 个 单位 长 的 空间 矢量 场 态 . 
刚才 的 3 维 描述 表明 w 与 和 在 点 Pi=G(7) 重合 而 在 p2 = G(T,) 不 重合 ( 见 图 7-1). 由 
于 认定 XX 代表 无 转动 方向 ， 故 说 w 在 Ar =7, -五 内 发 生 了 转动 .为 了 在 数学 上 描 
述 世 界线 G( 习 上 的 转动 矢量 场 好， 应 先 描 述 无 转动 矢量 场 六， 因为 它 是 衡量 w” 
动情 况 的 标准 ， 作 为 世界 线 G(3 上 的 一 个 无 转动 空间 矢量 场 ， 么 在 数学 上 有 什么 特 
点 ? 一 个 自然 的 猜想 是 : ?是 G(9D 上 的 平移 矢量 场 ， 然 而 除 特殊 情况 外 这 个 猜想 不 
正确 .关键 在 于 由 点 p, = G(n) 的 一 个 空间 矢量 X“1， 决 定 的 平移 矢量 场 一 般 不 是 
G( 人 3 上 的 空间 矢量 场 [证 明 : 设 系 沿 G(D 平 移 , 则 Z2V，(X?Z)=X2Z2VZ =X"A,， 
其 中 Va 是 与 时 空 度 规 gap 适 配 的 导数 算 符 ，A“ 是 G(3 的 4 加 速 . 只 要 G(D 不 是 测 地 
线 ， 而 且 系 同 A 不正 交 ， 则 上 式 右边 非 零 ， 故 系 Z. 沿 G(D 不 是 常数 ，X?Z, 不 可 能 
在 G( 上 处 处 为 零 .]. 为 了 描述 无 转动 空间 矢量 场 立 沿 G(3 的 移动 性 质 , 费 米 (Fermi， 
于 1922 年 ) 和 沃克 (Walker, 于 1923 年 ) 提 出 物理 上 很 重要 的 、 与 协 变 导数 有 密切 联系 
而 又 不 同 的 沿 曲 线 的 求 导 概念 ， 后 来 称 为 费 米 -沃克 导数 ， 定 义 如 下 : 

定义 1 设 G(D 是 时 空 (M, gs) 中 的 类 时 线 "(r 为 固有 时 ), 先 (k,7) 代 表 沿 G(D 
的 光滑 (k, 0 型 张 量 场 的 集合 .映射 Dr/dr : 元 (k,1) 王 殉 (k, 有 ) 称 为 G( 攻 上 的 费 米 
-沃克 导数 算 符 (简称 费 米 导数 算 符 )， 若 它 满足 如 下 条 件 : 

(a) 具有 线性 性 ; 

(b) 满足 菜 布 尼 茨 律 ; 

(c) 与 缩 并 可 交换 顺序 ; 


dd) EY yp eg0,0); (7-3-1) 
dr dr 
(e) = + (42! -ZA?)v, VE 和 (0) ， (7-3-2) 
人 [用 


其 中 2 = (3/38z 代表 G(9 的 4 速 ，4" =2Z"V。Z“ 代 表 G(9 的 4 加 速 ，Dve/dz 是 
沿 曲线 G(9 的 协 变 导 数 Z "Vsv? 的 另 一 记号 (其 中 Vs 满足 Vs8g。 =0). 

注 1 条 件 (e) 明 确 规定 了 矢量 场 的 费 米 导数 表达 式 ， 与 其 他 条 件 结合 便 得 
Dr/dz 对 任意 张 量 场 的 作用 结果 . 

命题 7-3-1 费 米 导 数 有 以 下 性 质 . 

(1) 若 GD 是 测 地 线 ， 则 Dev*/dr = Due/dr ; 

(2) DrZ" /drz=0 ; 

(3) 车 w 是 G(D 上 的 空间 矢量 场 (对 线 上 各 点 wZ, =0)， 则 


由 我 们 只 讨论 G(9 为 非 自 相交 类 时 线 的 情况 ， 否 则 会 遇 到 因果 疑难 ( 见 下 册 第 11 章 ). 事实 上 ， 本 书 中 代表 观 
者 的 类 时 线 通常 都 默认 为 非 自 相交 的 . 
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Diws/dr=j2(Dw /dr) ， (7-3-3) 
其 中 及, = go +2a2s, 1 =8 “js 是 G(D 上 各 点 的 投影 映射 . 性 质 3 保证 空间 矢量 


场 的 费 米 导数 仍 为 空间 矢量 场 . 
(4) Dr8gw/drz=0 ， 等 价 地 有 


De (gapv"u )/dr = gv Deu /dr + g put Dev /dt Vv,w ew(,0). 
(7-3-4) 
证 明 性 质 (了 ) 由 式 (7-3-2) 显 见 ， 性 质 (2) 由 式 (7-3-2) 和 4 的 定义 易 证 (利用 
4 2Z。=0)， 人 性质 (3) 的 证 明 留 作 习 题 ， 性 质 (4) 的 证 明 如 下 : 
8 52Dhud/dr+8golDivze/drz= Deu’ /dr +u, Dev’" /drt 
=v, (Du’ /dr +2A'°2™ u,)+u, (Dv /dr +2A"2" v,) 
=vs Du’ /dr +u,Dv’ /dr +4A"2°u,) =D(vau’)/dr =De(gapv"u )/dr ， 


其 中 最 末 一 步 用 到 式 (7-3-1). 图 
定义 2 夭 量 场 vw 称 为 沿 G(D 费 米 -沃克 移动 的 (Fermi-Walker transported) , 若 
Diva/dr=0. 


费 米 -沃克 移动 简称 费 移 . 

注 2 费 米 导 数 的 性 质 (1) 表 明 沿 测 地 线 的 费 移 就 是 平移 ; 性 质 (2) 表 明 C(3 的 
4 速 忆 总 是 沿 G() 费 移 的 ; 由 性 质 (4) 可 知 Depv*/dr =0=Deu”/drt 之 d(g,pv"u) 
/drz=0 ， 这 可 简 述 为 “ 费 移 保 内 积 ”， 与 “平移 保 内 积 ” 类 似 . 

命题 7-3-2 peG 及 v eV 决定 唯一 的 沿 G(9 费 移 的 矢量 场 

证 明 ” 略 [ 可 参阅 Sachs and Wu(1977)P.51 及 其 所 引文 献 ]. 口 

注 3 QW 由己 沿 G(D) 费 移 及 费 移 保 内 积 可 知 由 空间 矢量 v*eV, 决定 的 沿 G(D 
费 移 的 矢量 场 w* 处 处 与 ZZ 垂直 ,因而 是 空间 矢量 场 . GO 点 pe G 的 一 个 正 交 归 一 
4 标 架 (其 第 零 基 天 等 于 Z ”1, ) 的 每 一 基 矢 依 命 题 7-3-2 决 定 一 个 沿 G(3 费 移 的 矢量 
场 ， 旦 由 费 移 保 内 积 可 知 这 4 个 矢量 场 在 线 上 每 点 正 交 归 一 .可见 p 点 的 一 个 正 
交 归 一 4 标 架 决定 了 G(D 上 唯一 的 正 交 归 一 费 移 4 标 架 场 ， 其 中 第 零 个 基 矢 场 就 
是 GD 的 切 天 场 Z. 

费 移 有 重要 物理 意义 :世界 线 G( 上 的 空间 矢量 场 w 无 空间 转动 的 充 要 条 件 
是 w 沿线 费 黎 ， 即 Dew” /dr =0( 理 由 详 见 命题 7-3-6)， 因 此 ， 回 转 仪 轴 ( 看 作 单 
位 矢量 ) 是 沿 回 转 仪 世 界线 费 移 的 空间 矢量 场 . 例如 , 设 {t,x,y,z} 是 浆 氏 时 空 的 一 
个 洛 伦 效 系 ，CG(3 是 该 系 的 一 条 上 坐标 线 ， 则 该 系 的 坐标 基 矢 (8/80)” ， (8/60x)”， 
(8/8y)”，(8/6z) 都 沿 G(D 费 移 ， 可 见 后 三 个 是 G( 习 3 上 的 无 转动 空间 矢量 场 ， 物 
理 上 代表 三 个 回转 仪 的 轴 ( 两 两 正 交 )， 反 之 ， 若 (长 度 不 变 的 ) 空 间 矢 量 场 w 治世 
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界线 CG(9 做 非 费 移 ， 它 就 是 有 空间 转动 的 . 

为 了 讲述 命题 7-3-6， 先 介绍 空间 转动 的 定义 . 在 牛顿 力学 中 , 刚体 的 任意 运 
动 可 分 解 为 平 动 和 转动 . 图 7-2 表示 刚体 从 位 形 Ci 变 为 位 形 C; 的 运动 , 它 可 通过 
两 步 完 成 : 先 平 动 至 位 形 C, 再 做 一 个 保持 
某 点 o( 称 为 “基点 ”) 不 动 的 转动 便 到 达 位 形 
C; .为 描述 这 一 转动 , 可 任 取 刚体 的 男 一 点 ， 
其 位 置 在 转动 中 从 a 变 为 4 . 正如 基点 的 运 
动 代表 刚体 的 平 动 那 样 ，a 点 的 运动 (从 a 到 
a' ) 代 表 了 刚体 的 转动 .以 w() 代表 a 点 相 
对 于 o 点 的 位 矢 ， 则 刚体 的 转动 体现 为 
di(D) /dt #0 ,从 而 可 用 矢量 的 转动 描述 . 准 \ 
右 存 在 天 量 2) 使 


dm(t)/dt = @(1) x w(t) ， (7-3-5) 
其 中 60) 称 为 w(t) 的 (瞬时 ) 转 动 角速度 . 注意 到 d(w:wW)/dt= 2w.dw/dt= 
2w.(@xW)=0, 可知 转 动 保 和 拓 量 长 度 ， 从 矢量 转动 的 上 述 定义 出 发 , 利用 牛顿 力 
学 可 以 证 明 回 转 仪 轴 ( 看 作 单 位 长 的 矢量 ) 不 转动 ， 即 其 j=0 ， 故 回转 仪 轴 代 表 无 
转动 方向 . 
为 把 矢量 转动 的 上 述 牛 顿 定 义 推广 到 狭义 相对 论 (并 进而 推广 到 广义 相对 
论 )， 先 把 式 (7-3-5) 改 写 为 笛 卡 儿 系 (物理 上 称 为 伽利略 系 ) 的 分 量 形式 
dw' (IYdt = ej WwW ， (7-3-5") 
并 想像 基点 o 处 (矢量 好 的 箭 尾 ) 有 一 观 者 G， 既 然 o 点 相对 于 惯性 系 静 止 ， 推 广 
到 狭义 相对 论 时 G 的 世界 线 G(3 就 应 是 测 地 线 ， 交 则 应 是 线 上 的 空间 矢量 场 w 
以 {t,x} 代表 他 所 在 的 惯性 系 的 坐标 ， 则 在 G(D 上 有 +=z ， 于 是 就 有 转动 定义 的 
狭义 相对 论 推广 : 闵 氏 时 空中 类 时 测 地 线 G(D5 上 的 空间 矢量 场 w (9 称 为 转动 的 ， 
若 G(D 上 存在 空间 矢量 场 w'(z) 使 
dw (rz)/drz=E OA ， (7-3-6) 
其 中 mw ，w/ 分 别 是 ww 和 ow 在 {1,x} 系 的 i, 了 分量. 对 G(D 上 任 一 点 p， 用 W 
的 诱导 度 规 hy 把 角速度 矢量 o? 降 指 标 为 角速度 1 形式 内 ， 以 2 代表 办 在 Wi 
中 的 对 偶 微分 形式 ， 即 @ =(o) =ow'eup(s 是 与 has 适 配 的 体 元 )， 则 2 称 
为 角速度 2 形式 ， 用 它 可 把 式 (7-3-6) 改 写 为 
dw /dz = 一 人 2 Wi (7-3-7) 


取 线 上 一 个 正 交 归 一 空间 3 标 架 场 {(e)?} 使 ea) 平行 于 wo ， 则 w =w =0， 
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w 0， 所 以 可 以 说 w 绕 (e3y 轴 转 动 ， 另 一 方面 ， 由 人 2 =owre 可 知 
(wo =w =0o 0} 对 应 于 {2% =421=0， 人 9s 汪 0} ， 故 也 可 说 w 在 1~2 面 内 转 
动 (一 般 地 说 , 在 ij 面 内 转动 是 指 人 2 的 非 零 分 量 为 2) 和 43i.). 两 种 说 法 对 3 维 空 
间 W 等 价 , 但 后 一 说 法 便于 推广 到 4 维 . 现在 没有 必要 再 限制 在 闵 氏 时 空 测 地 线 
上 空间 矢量 场 的 空间 转动 ， 下 面 给 出 任意 时 空 任意 类 时 线 上 任意 矢量 场 的 “时 空 
转动 ”的 定义 . 

定义 3 设 G(D 是 时 空 M，gap) 中 任 一 观 者 的 世界 线 (不 一 定 是 测 地 线 )，v" 是 
线 上 的 矢量 场 (不 一 定 是 空间 矢量 场 )， 若 G(D 上 存在 2 形式 场 (2, 使 
Dv’/dr =— .0%v, , (7-3-8) 
就 说 v 经 受 以 (2 为 角速度 的 时 空转 动 ， 或 者 说 ，v* 的 时 空转 动 角 速度 2 形式 是 
2p， 夺 Dv /drt=0， 就 说 v 无 时 空转 动 . 
命题 7-3-3 设 G(D 上 矢量 场 交 , ww 经受 相 同 的 时 空转 动 (%s, 则 vu 在 GD 


二 Gui) = 二 + 2 =u (QV) + V1,)= 22 =0， 
其 中 最 后 一 步 用 到 .2 的 反 称 性 . 口 

命题 7-3-3 表明 时 空转 动 保持 矢量 长 度 ( 取 w= wu 便 可 看 出 ), 可 见 只 有 长 度 沿 
G(D) 不 变 的 矢量 场 w* 才 可 能 是 经 受 时 空转 动 的 矢量 场 . 反之 , 可 以 证 明 (习题 ) G(D 
上 长 度 不 变 ( 且 非 零 ) 的 矢量 场 w* 必 经 受 时 空转 动 。 

注 4 设 已 满足 式 (07-3-3)，3 维 矢量 满足 14xw=0( 即 存在 系数 使 
4=Pw), 则 W'=5B+ 寺 也 满足 式 (7-3-5)， 这 无 非 反 映 如 下 事实 : 无 论 太 如 何 转动 ， 
总 可 认为 它 在 该 转动 之 上 香 加 一 个 绕 自 身 的 任意 转动 14= Bw ， 因 为 矢量 “ 绕 自 身 
转动 ”就 是 不 转 ， 类似 地 ， 设 Co 满足 式 (7-3-8)，2 形式 4 满足 42v,=0， 则 
人 324 = 人 9+ A 也 满足 式 (7-3-8)， 这 个 也 反映 了 4 的 “规范 自由 性 ”， 即 两 个 
《2 如 果 只 差 一 个 满足 人 v=0 的 44, ， 对 而 言 就 没有 实质 区 别 ， 讨 论 时 可 在 
这 些 42w 中 选择 最 方便 的 一 个 ( 详 见 选读 7-3-1)， 例 如 ， 根 据 定义 3， 可 以 说 wv 无 
时 空转 动 的 充 要 条 件 是 其 (2, = 0, 虽然 也 存在 非 零 的 (2 满足 Dv*/ dr =0( 可 见 这 

“ 充 要 条 件 ” 可 差 到 一 个 规范 变换 .本 节 他 处 某 些 “ 充 要 条 件 ” 也 如 此 . ). 

因 Z 沿 C(D 费 移 , 故 当 G(9 不 是 测 地 线 时 DZ?“/drzz0 , 即 ZZ 经 受 时 空转 动 .下 
面 找 出 Z 的 时 空转 动 角 速度 . 

命题 7-3-4 G(D 的 4 速 Z 的 时 空转 动 角速度 2 形式 为 人 2, =A, 人 2Z, ,其 中 4 
是 G() 的 4 加 速 . 
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证 明 -DZ = 一 (A*2Z? -Z242)DZ =42 =DZ? /dr ， 对 比 式 (7-3-8) 可 知 Z。 
的 时 空转 动 角速度 2 形式 为 们 ，，. 口 

从 4 = 汪 和 ^Z 可 知 4 代表 的 时 空转 动 
发 生 在 Z' “入 面 内 ， 它 在 以 ZZ 为 (eoy 的 正 交 归 
一 4 标 架 的 空间 分 量 贪 = 0. 这 样 的 时 空转 动 称 
为 伪 转 动 [pseudo-rotation ， 见 Misner et al.(1973) 
P.170.]. 反之 ， 只 有 空间 分 量 ( 即 (4, =0, 
1=1 2, 3 ) 的 时 空转 动 (2 称 为 ( 纯 ) 空 间 转 动 ， 
在 不 会 混淆 时 简称 转动 . 

由 4 = A 信 2i 可 知 4 加 速 A” 0[G(D 偏 
离 测 地 线 ] 是 Z 经 受 伪 转 动 的 根本 原因 ( 充 要 条 
件 )， 对 此 可 借 图 7-3 做 一 直观 解释 . 根据 定理 


3-2-4， 由 4? =Z*V,Z" 知 图 7-3” 伪 转 动 起 因 : G(3 的 非 测 地 性 
使 4 速 世 在 从 p 到 4 的 过 渡 中 被 迫 在 
A”1,= lim —(2°1, -2°1,), Z~A* 面 内 “转向 ” 
Ar 一 0 人 二 


其 中 2 是 Z" 1 沿 G(D 平 移 至 点 的 结果 .由 图 7-3 可 直观 地 看 出 : @ G(D 对 
测 地 线 的 偏离 使 其 切 矢 ZZ 在 从 一 点 p 到 邻 点 q 的 过 渡 中 被 迫 “ 转 向 ”( 伪 转动 ); 
@ 这 一 伪 转 动 的 确 发 生 在 Z ~ 4" 面 内 . | 

由 于 G(9 上 任 一 空间 矢量 场 w 与 Z 正 交 ,，Z 经 受 伪 转 动 入, 迫使 Ww 也 经 受 
这 样 一 个 伪 转 动 ， 下 面 证明 ，w 的 时 空转 动 扣 除 这 一 必 不 可 免 的 伪 转 动 后 必然 是 
纯 空 间 转 动 . | 

命题 7-3-5 设 人 ,是 G(D 的 4 速 Z 所 经 受 的 伪 转 动 ， (2 是 G(D 上 的 空间 矢 
量 场 w (#0) 所 经 受 的 时 空转 动 , 则 信 = 人 3, - @ 是 纯 空间 转动 (可 以 差 到 一 个 规 
范 变换 ) 

证 明 见 选读 7-3-1. [L 

命题 7-3-6” 观 者 世界 线 G( 加 上 的 空间 矢量 场 w 无 空间 转动 的 充 要 条 件 是 它 
沿 G(D 费 移 ， 即 Drw /dr=0. 

证 明 由 人 = -2 及 Dw/dr=-2ww 可 得 


-ww = (Dw /dr)+ OPw,. (7-3-9) 
注意 到 .0Q2”= A*2Z” -ZA ， 上 式 又 可 表 为 
Dew’ /dt =—12%w, . (7-3-10) 


因为 人 %, 代表 we 的 空间 转动 ， 所 以 G(D 上 的 空间 矢量 场 w' 无 空间 转动 的 充 要 条 
件 就 是 Dew?/ dr =0. 口 
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反之 , 设 ww 有 空间 转动 ， 以 @w 代表 人 3 的 对 偶 形式 (在 peG 的 3 维 空间 W, 
内 谈 对 偶 )， 即 


人 A 


(2 三 而 5e (7-3-11) 
便 可 把 式 (7-3-10) 改 写 为 
Dew’/ dr=-é", Ww’, (7-3-12) 
或 者 ， 令 suoua 代表 与 gwg 适 配 的 体 元 ， 利 用 ss = 2Z”ewpcy 还 可 改写 为 
gpDew /dt = 8,,jZ wo ， (7-3-127) 


由 式 (7-3-11) 定 义 的 @, 称 为 空间 矢量 场 w 的 空间 转动 角速度 (简称 角速度 )， 就 是 
说 ， 非 费 移 的 空间 矢量 场 w 可 用 非 零 的 空间 转动 角速度 wo? 描述 . 

设 {(e)?} 是 G(D 上 的 一 个 正 交 归 一 的 空间 3 标 架 场 . 由 于 任意 二 基 矢 正 交 ， 
它们 有 “刚性 联系 ”， 可 以 预期 这 3 个 基 矢 有 共同 的 时 空转 动 角 速度 (3,， 从 而 有 
共同 的 空间 转动 角速度 02。 .请 看 如 下 命题 : 

命题 7-3-7 G( 上 任 一 正 交 归 一 的 空间 3 标 架 场 {(e)*} 中 的 3 个 基 矢 场 有 共 
同 的 空间 转动 角速度 (9 (不 再 有 规范 自由 性 ). 

证 明 见 选 谈 7-3-1. DL 

注 5 Q@ 这 个 共同 的 人 3, 就 称 为 该 3 标 架 场 的 空间 转动 角速度 2 形式 , 其 相应 
的 wo” ( 即 满足 2。 = w'eow 的 wo? ) 称 为 该 3 标 架 场 的 空间 转动 角速度 矢量 .@ 可 能 
会 问 : 设 (e) ，(e2) 绕 (e3) 以 角速度 ox [平行 于 (e3)"] 转 动 ， 则 (e3) 不 转 ， 故 角 速 
度 为 零 . 怎 能 说 三 者 有 相同 角速度 ? 答案 是 : 利用 “规范 自由 性 ”( 见 注 4), 可 以 
说 (ea)? 的 角速度 也 是 o? ( 绕 自己 转 就 是 不 转 )， 所 以 没有 矛盾 .由 此 也 可 看 出 命题 
7-3-7 的 证 明 是 要 利用 规范 自由 性 的 有 一 点 应 该 强调 : 当 发 现 空间 3 标 架 场 中 的 
一 个 基 矢 [如 (e3)"] 不 沿线 转动 时 ,不 能 根据 命题 7-3-7 断言 其 他 两 个 基 矢 也 不 转动 ， 
因为 它们 可 以 绕 (e3》 转 . 

注 6 ”以 上 讨论 表明 一 个 观 者 由 两 个 要 素 决定 : @ 世 界线 G(D; @ 线 上 的 一 
个 正 交 归 一 4 标 架 场 [满足 (eo)” = 2Z”]， 在 若干 情况 下 要 素 @ 不 起 作用 ，, 谈 及 观 者 
时 只 须 明确 他 的 世界 线 G(， 因 此 有 些 文献 把 观 者 等 同 于 世界 线 [ 例 如 Sachs and 
Wu(1977)P.41 说 (实质 内 容 而 非 原 话 ): 一 个 观 者 是 一 条 有 单位 切 矢 的 指向 未 来 的 
类 时 曲线 .]. 然而 在 许多 情况 下 两 个 要 素 同时 起 作用 , 在 这 些 情 况 下 应 把 观 者 理解 
为 带 有 确定 正 交 归 一 4 标 架 场 [其 中 (eo) 等 于 4 速 ] 的 一 条 世界 线 G( 四 ， 该 世界 线 
描写 观 者 (作为 质点 ) 的 轨道 运动 ， 而 3 标 架 场 的 空间 转动 角速度 o" 则 描写 观 者 自 
身 的 转动 (简称 观 者 的 自转 )， 正 如 86.3 之 未 所 讲 过 的 ， 闵 氏 时 空 的 惯性 观 者 是 指 
世界 线 为 测 地 线 (4 加 速 4 = 0 ) 的 无 自转 (3 标 架 转动 角速度 o” = 0 ) 观 者 .这 是 一 
类 最 简单 的 观 者 . 类 似 地 , 弯曲 时 空 的 自由 下 落 ( A” = 0 ) 无 自转 (o? = 0 ) 观 者 也 是 


第 7 章 广义 相对 论 基 础 . 203 . 


一 类 最 简单 的 观 者 ,他 们 对 理解 等 效 原理 和 局 部 惯性 系 有 重要 作用 ( 详 见 87.5)， 认 
清 观 者 的 两 大 要 素 则 对 分 清 惯性 力 和 科 氏 力 大 有 帮助 ( 详 见 $7.4). 
[选读 7-3-1] 
为 了 证 明 命题 7-3-5 和 7-3-7， 有 必要 对 2p 的 规范 自由 性 进一步 做 定量 讨 
论 ， 设 G( 四 上 的 空间 矢量 场 w 的 时 空转 动 角速度 为 2p， 即 
Dw’/dt=— QFw,, (7-3-13) 


选 G( 上 的 正 交 归 一 4 标 架 场 使 (60)” =2Z”，(@1)* =Qw (其 中 为 归 一 化 系数 )， 
则 《3% = 人 3+ /Ais 满足 式 (7-3-13) 的 充 要 条 件 是 /但 (e!), =0， 由 此 得 
0= {f°"(e), =A" (ee) (ee), = A (ee,) = Me + 人 le) + pl(e,), 

故 /1 二 人 b1 = 人 系 1 =0. 由 于 人 '(e ), =0 是 对 As 的 唯一 限制 ，Ais 的 其 他 3 个 分 量 
4 ，408 ，L3 不 受 任何 约束 ， 所 以 办 ， 人 3，， 人 2 可 任意 选择 ， 这 就 是 Ww 的 时 
空转 动 角 速度 (2 的 规范 自由 性 . 

命题 7-3-5 证 明 ” 选 正 交 归 一 4 标 架 场 使 (e0)” =2Z”, (ej)* =awa(ea 为 归 一 化 
系数 )， 由 

DZ Dw 


0= 了 (Ze )=W +2 = wf" 2, -ZL QW, =(0% -0%)Z 7 
dz dz dz 


=(2” -2 )(e0 (el),a! =(20 -Oo00)an 
得 如 = 人 .利用 0 的 规范 自由 性 可 使 人 ?= 人 ?及 0203 = PD03 . 注意 到 
4 =0，, 便 知人 9 三 《3 一 人 2 =43(e'),(e1), 是 纯 空间 转动 . 口 
命题 7-3-7 证 明 以 ( 信 )j 代 表 (ei)* 的 空间 转动 角速度 2 形式、 由 
0=D[(el) (ez)。]/drz=D[(e) (es) ]/dzr= Dl(es)’ (e),]/dr 
可 知 
(OO) OO), (C(O = 

(7-3-14) 
利用 (人 42)” 的 自由 性 可 令 它 等 于 (总,) 了 ”， 从 而 使 上 式 (b) 发 展 为 (外)3=( 人 ,3 
=(423)”. 类似 有 ( 信 站 =( 人 =( 信 于 和 (人 =( 扩 1=( 人 的 )1， 故 (总 = 
(42) =( 人 人 2) 中 .请 读者 证 明 人 ,不 再 有 规范 自由 性 . 口 
[选读 7-3-1 完 ] 
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8$7.4 任意 观 者 的 固有 坐标 系 


观 者 的 4 标 架 只 在 观 者 世界 线 上 有 和 定义 若 要 记录 发 生 在 世界 线 附近 的 事件 
(实验 结果 )， 就 要 设法 把 这 标 架 向 外 延伸 并 形成 一 个 坐标 系 . 我们 当然 希望 此 系 
的 坐标 基底 在 世界 线 上 与 该 观 者 的 4 标 架 重合 .本 节 介 绍 一 个 满足 这 一 要 求 的 、 
十 分 方便 的 坐标 系 ， 叫 做 观 者 的 固有 (propeD 坐 标 系 ， 它 由 该 观 者 的 两 个 要 素 一 一 
世界 线 G(D) 及 线 上 的 正 交 归 一 4 标 架 场 决 定 . 由 于 我 们 讨论 一 般 观 者 ， 所 以 G(D) 
不 一 定 是 测 地 线 ， 它 可 以 有 任意 的 4 加 速 4“ (加 ^ 代表 观 者 的 4 加 速 ， 以 区 别 于 
被 观测 质点 的 4 加 速 A”. ); 线 上 的 正 交 归 一 空间 3 标 架 场 {le)?} 也 不 一 定 沿 GD 
费 移 ， 它 可 以 有 任意 的 转动 角速度 wo" . 当然 w* 和 4 都 是 G( 上 的 空间 矢量 场 ， 
即 w*Z,=0 和 A*Z,=0. 设 1(s) 是 从 G(D 上 任 一 点 p 发出、 在 p 点 与 G(D 正 交 的 
任 一 类 空 测 地 线 ， 其 中 s 是 等 于 线 长 的 那个 仿 射 参数 ， 即 
7” =(0/0s)” 为 单位 切 和 拓 . 令 gq 为 GO 附近 一 点 , 则 总 有 唯 
一 的 上 述 类 空 测 地 线 J(s) 经 过 q [ 见 图 7-4. 若 4 离 G(3 很 
远 ， 则 可 能 有 不 止 一 条 上 述 测 地 线 经 过 ， 也 可 能 没有 这 样 
的 测 地 线 经 过 . 好 在 观 者 G 只 关心 与 自己 靠近 的 事件 . ]. 设 
经 过 gq 的 那 条 类 空 测 地 线 J(s) 发 自 G 上 的 p 点 且 p= A(0) ， 
ee 我 们 妥 用 这 条 测 地 线 给 q 点 定义 4 个 坐标 ( 称 为 固有 坐标 )t， 

G 的 固有 坐标 Xi . 设 瑟 为 p 后 的 切 空间 ，W 为 VW 中 与 2 1, 正 交 

的 3 维 子 空间 , 则 7T*1,eW,. 把 7*1, 简 记 为 w, 其 在 (e;) 
的 分 量 记 作 w ， 则 4 点 的 4 个 固有 坐标 定义 为 
1(q) := 7p， X (9) := sw ， 二 12 35 (7-4-1) 
其 中 7 是 p( 作 为 G 上 一 点 ) 的 固有 时 , so 是 yw(s) 在 4 点 的 参数 值 , 亦 即 Cs) 的 pq 
段 的 线 长 .只 要 4g 点 在 G() 附 近 ， 就 可 用 式 (7-4-1) 定 义 坐 标 ， 于 是 得 到 观 者 G 的 
固有 坐标 系 {t,x ), 其 坐标 域 是 G(D (或 其 一 段 ) 的 一 个 开 邻 域 . 作为 最 简单 的 例子 ， 
我 们 指出 4 维 闵 氏 时 空中 任 一 洛 伦 兹 坐标 系 都 可 看 作 以 该 系 的 x 坐标 线 为 世界 线 
的 惯性 观 者 的 固有 坐标 系 ( 请 注意 ，“ 惯 性 ”一 词 已 要 求 其 3 标 架 沿线 费 移 ， 此 处 
即 平移 . ). 

命题 7-4-1 固有 坐标 系 在 任 一 点 pe G(7) 的 坐标 基 矢 与 观 者 G(3 的 正 交 归 

一 4 标 架 一 致 ， 因 而 度 规 go 由 在 固有 坐标 系 的 分 量 g 由 =7i 


证 明 以 (a) 代表 p 点 的 正 交 归 一 4 标 架 的 第 1 基 矢 , 把 它 看 作 菜 一 w*， 由 
它 决定 的 类 空 测 地 线 J4(s) 上 各 点 4 的 固有 坐标 满足 六 =x =0，t=7, ， 因 此 是 
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一 条 x 坐标 线 ， 对 此 线 而 言 ，x (q)= sow! 中 的 w =1， 故 线 上 各 点 有 x! =s， 于 
是 坐标 基 矢 (60/0x )*1,=(6/0s)"1,=w =(e)” . 同 理 有 (80/0x*)?1,= (ea)”， 
(0/0x )*1,=(es)”. 此 外 ， 不 难看 出 G(3 就 是 固有 坐标 t 的 坐标 线 ， 而 且 在 此 线 上 
1=T ， 故 Z”1,=(0/97)” 1,， 这 表明 p 点 的 固有 坐标 基 矢 {(3/0x“)*} 重合 于 p 点 的 
正 交 归 一 4 标 架 {2” 1,，(e:)” 1,} ， 因 此 gs 1; 在 固有 坐标 系 的 分 量 gj = om 


国 
gw =7 必 是 固有 坐标 系 的 一 大 优点 .当然 ， 这 一 简单 结果 对 CG(3 外 的 点 未 
必 有 成立. 
固有 坐标 系 有 很 多 用 处 ， 例 如 可 借 它 定 义 质点 的 3 速 和 3 加 速 . 
定义 1 设 {t,x} 是 观 者 G 的 固有 坐标 系 ， 质 点 的 世界 线 (至 少 一 段 刀 位 于 G 
的 固有 坐标 域内 , 则 工 在 点 pe 工 相 对 于 观 者 G 的 3 速 和 3 加速 a 依次 定义 为 
u® := [dx (1)/dt] (0/0x'),， (7-4-2) 
a® := [d*x’(t)/dt*] (0/0x'), (7-4-3) 
其 中 x (0 是 工 在 固有 坐标 系 中 以 ! 为 参数 的 参数 式 . 
注 1 硅 p 是 L 与 G 线 的 交点 ， 则 仿照 式 (6-3-28), 工 在 p 点 的 3 速 又 可 定义 
为 
u® := hsU" 77 ， (7-4-4) 
其 路 为 L 的 4 速 ,y=-Z"U, ,有 hh, = 8 +2,2, 1 =g“h,. 下 面 证 明 式 (7-4-4) 
同 式 (7-4-2) 等 价 . 设 去 是 质点 工 的 固有 时 ， 则 质点 在 p 点 的 4 速 U* = (60/071) 可 
用 固有 坐标 基 展 开 为 
U® =(0/0t)° dt/dr, + (0/0x') dx' /dr ， 
上 式 中 的 (60/07)* 就 是 己 , 其 空间 投影 为 零 ，(6/9x )? 与 ZZ 正 交 , 其 投影 等 于 自身 ， 
故 
h*,U" =(0/0x') dx' /dr . (7-4-5) 
首 固有 坐标 系 又 可 求 得 y= -ZU 的 男 一 表达 式 : 
Y=- ga2ZU 1,=— gy2 U1,=—7 00 U" 1, 


=—7o0(0/00)° U1,=U" |,=dt/dr |, (7-4-6) 
其 中 第 三 步 用 到 命题 7-4-1. 由 式 (7-4-5)、(7-4-6) 得 hr?,U?*/y =(0/0x')*dxi/dt , 可见 
式 (7-4-4) 和 (7-4-2) 等 价 . 


上 面 定义 的 3 加 速 有 助 于 加 深 对 牛顿 力学 的 惯性 力 和 科 式 力 (及 其 在 闵 氏 时 空 
和 弯曲 时 空 的 推广 ) 的 理解 .根据 牛顿 力学 , 非 惯性 观 者 G 在 观测 质点 运动 时 ， 牛 
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顿 第 二 律 并 不 成 立 . 为 了 形式 地 保持 这 一 定律 ， 人 们 引入 假想 力 (fictitious force) 
的 概念 . 设 G 相对 于 某 惯性 系 的 3 加 速 为 a (加 ^ 代 表 观 者 的 3 加速 , 以 区 别 于 被 
观测 质点 的 3 加 速 .)， 在 他 观测 时 ， 若 认为 任 一 乌 观 测 质 反 L 都 受到 一 个 假想 
的 惯性 力 -ma (其 中 m 为 该 质点 的 质量 ), 则 考虑 惯性 力 -ma 4 后 自由 质点 的 运动 方 
程 为 -ma = ma ， 因 而 荆 相 对 于 G 的 3 加 速 为 二 =- 全. 这 可 称 为 工 相 对 于 G 的 惯 
性 加 速度 , 乘 以 靖 就 是 惯性 力 (约定 观 者 与 被 观测 质点 的 世界 线 有 交 , 观 者 在 交点 
处 观测 . )， 当 G 还 有 转动 时 ， 为 使 牛顿 第 二 定律 形式 成 立 所 必须 引进 的 假想 力 除 
惯性 力 外 还 有 科 氏 力 . 但 “ 观 者 有 转动 ”一 词 有 时 会 引起 混淆 ， 有 必要 做 细致 一 
些 的 讨论 ， 考虑 一 个 绕 自 身 轴 转 动 的 刚性 大 圆 盘 ， 盘 边 放 有 转椅 ， 底 座 固定 在 盘 
上 (但 棒子 可 绕 固 定 在 底座 上 的 转轴 旋转 )， 转 椅 中 的 观 者 将 由 于 盘 的 转动 而 做 圆 
周 运动 (世界 线 是 螺旋 线 )， 这 是 轨道 运动 的 特例 .此 外 ， 观 者 当然 还 可 以 利用 转 
椅 做 自身 的 转动 (与 世界 线形 状 无 关 , 由 观 者 固 联 的 正 交 归 一 标 架 沿 世 界线 的 移动 
情况 描述 . )， 观 者 既然 已 被 视 为 质点 ， 而 质点 的 运动 不 能 像 刚体 那样 分 为 转动 和 
平 动 ， “转盘 观 者 的 轨道 运动 是 圆周 运动 ”其 实 就 是 最 确切 的 提 法 .然而 有 日 常生 
活 中 常 把 质点 的 圆周 运动 也 称 为 转动 ， 这 就 易 与 标 架 的 转动 混淆 ， 偏 偏 分 清 轨 道 
运动 和 标 架 转动 又 是 分 清 惯性 力 和 科 氏 力 的 关键 ， 因 此 我 们 把 观 者 因 圆 盘 转 动 所 
造成 的 圆周 运动 (轨道 运动 的 特例 ) 同 观 者 利用 转椅 实现 的 标 架 转动 分 别称 为 公转 
和 自转 .这 同 把 地 球 绕 日 的 圆周 运动 (这 时 地 球 视 为 质点 ) 称 为 公转 而 把 地 球 (这 时 
视 为 刚体 ) 绕 地 轴 的 转动 称 为 自转 的 做 法 有 些 类 似 ， 当然, 在 观 者 的 世界 线 不 是 螺 
旋 线 时 ， 公 和 转 一 词 就 远 不 如 轨道 运动 一 词 贴切 ， 下 面 将 看 到 ， 惯 性 力 和 科 氏 力 分 
别 起 源 于 观 者 的 轨道 运动 和 自转 .现在 以 任意 时 空 为 背景 做 定量 讨论 ， 其 中 对 闵 
氏 时 空 所 得 结论 在 低速 近似 下 同 牛顿 力学 一 致 . 为 简单 起 见 ， 只 讨论 任意 观 者 G 
对 自由 质点 世 Ee 虽然 工 为 自由 质点 , 但 观 者 G 的 任意 性 (包括 世界 线 的 非 
测 地 性 和 正 交 归 一 空间 3 标 架 的 非 费 移 性 ) 使 他 测 得 艺 有 惯性 加 速度 和 科 氏 加 速度 
[在 牛顿 力学 中 惯性 ( 科 氏 ) 力 等 于 惯性 ( 科 氏 ) 加 速度 乘 以 L 的 质量 ], 请 看 如 下 命题 . 
命题 7-4-2 设 观 者 G 的 4 加 速 为 4 ， 自 转角 速度 ( 即 其 标 架 转动 的 角速度 ) 
为 w ， 被 观测 的 自由 质点 工 与 G 的 世界 线 交 于 p 点 , 工 在 p 点 相对 于 G 的 3 速 
为 w*， 则 工 在 p 点 相对 于 G 的 3 加 速 为 
a =(d*xi/dt?)(e))* =-42 — 2°, wu: +2 (Mut) uu , (7-4-7) 
其 中 (ei 是 观 者 在 p 点 的 正 交 归 一 空间 3 标 架 ，&。 = Zejowc,Z 是 G 在 p 点 的 
4 速 ，é&jpca 是 与 时 空 度 规 gas 相 适 配 的 体 元 . 
证 明 见 选 谈 7-4-1. 者 
下 面 对 式 (7-4- 7 右边 各 项 的 物理 意义 做 一 讨论 . 若 G 为 自由 下 落 无 自转 观 者 
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(对 闵 氏 时 空 就 是 惯性 观 者 )， 即 4" =0 ，o?* =0 ， 则 由 式 (7-4-7) 可 知 工 对 G 的 3 
加 速 a = 0. 以 闵 氏 时 空 为 例 ， 这 无 非 表 明 两 个 惯性 运动 质点 之 间 只 有 相对 速度 而 
无 相对 加 速度 这 一 简单 事实 . 反之 , 若 G 不 是 自由 下 落 无 自转 观 者 ， 则 有 以 下 三 
种 可 能 : 
(a) G 的 世界 线 不 是 测 地 线 (4? 0), 但 仍 是 无 自转 观 者 (w* =0 , 即 其 标 架 场 
汽 世 界线 费 移 .)， 式 (7-4-7) 此 时 成 为 
a =—A” +2(A,ut) ue®. (7-4-8) 
以 4 和 zx 分 别 代表 空间 矢量 4 和 uw 的 长 度 , 9 代 
表 两 者 的 夹 角 ， 则 上 式 右 边 第 二 项 的 长 度 为 
2Au’? cos0 < 2Au?, 故 在 非 相 对 论 近 似 u <<1 下 第 
二 项 可 忽略 .对 闵 氏 时 空 ， 设 Gt 是 G 在 p 点 瞬时 
静止 的 惯性 观 者 ( 见 图 7-5)，&* 是 G 相对 于 Gi 的 3 
加 速 ， 则 由 命题 6-3-6 可 知人 2 = Ah?. 因为 -6 在 牛 
顿 力学 中 正 是 非 惯性 观 者 G 观测 质点 运动 时 所 应 
添补 的 惯性 加 速度 ， 所 以 式 (7-4-8) 右 边 第 一 项 -A 图 7.5 G 相对 于 瞬时 静止 惯性 观 
可 解释 为 惯性 加 速度 , 第 二 项 则 为 对 惯性 加 速度 的 。” 者 G1 的 3 加 速 六 等 于 G 自己 
相对 论 修正 项 (在 牛顿 近似 u <<1 下 为 零 )， 对 弯曲 的 4 加 速 4 
时 空 ,可 以 证 明 ,( 留 作 习题 ,要 用 到 引 理 7-4-3. ) 只 
要 把 G1 理解 为 G 在 p 点 相对 静止 的 自由 下 落 观 者 ， 则 仍 有 26° = 4" (6 是 G 相对 
于 G1 的 3 加 速 ), 故 式 (7-4-8) 右 边 第 一 、 二 项 仍 可 分 别 解释 为 惯性 加 速度 及 对 它 的 
修正 项 .总 之 , 惯性 加 速度 是 由 观 者 G 的 4 加 速 4” (取决 于 其 轨道 运动 ) 导 致 的 . 
(b) G 的 世界 线 是 测 地 线 ( A” =0)， 但 G 有 自转 (os 0), 例如 固 结 于 自由 下 
落 飞 船 地 板 上 的 转椅 中 转动 着 的 观 者 . 这 时 式 (7-4-7) 成 为 
0 =-2254 WU = 2 元 x 历 . (7-4-9) 
自由 质点 工 相 对 于 观 者 G 的 这 一 3 加 速 完 全 来 自 观 者 的 自转 (o” 0)， 上 式 右边 
与 牛顿 力学 的 科 氏 加 速度 表达 式 一 样 ， 故 在 弯曲 时 空中 也 称 为 科 氏 加 速度 ， 这 清 
楚 地 表明 惯性 加 速度 和 科 氏 加 速度 的 区 别 : 前 者 源 于 观 者 的 非 测 地 运动 ， 后 者 来 
日 观 者 的 自转 .在 转盘 的 情况 下 ， 不 少 力学 教材 默认 转盘 观 者 由 于 公转 而 必 有 相 
应 的 自转 ， 并 把 科 氏 力 归 因 于 观 者 的 公转 .其 实 转盘 观 者 的 自转 和 公转 原则 上 是 
独立 的 . 设 观 者 手 执 回 转 仪 坐 在 底座 固 结 于 盘 边 的 转椅 中 ,就 可 适当 调节 (“转动 ”) 
转椅 使 自己 永远 面向 回转 仪 轴 所 指 方向 ， 于 是 在 随 盘 公转 的 同时 是 无 自转 的 ， 他 
观测 质点 时 将 只 有 惯性 加 速度 而 无 科 氏 加 速度 ! 
(c) G 的 世界 线 为 非 测 地 线 ( A* z0) 且 有 自转 (wr 上 0)， 他 观测 自由 质点 时 将 
既 有 惯性 加 速度 又 有 科 氏 加 速度 . 
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许多 作者 把 科 氏 力也 作为 惯性 力 的 一 种 ， 这 无 非 是 名 称 问 题 ， 并 无 不 可 . 不 
过 , 为 了 突出 观 者 轨道 运动 和 自转 运动 的 区 别 , 笔者 更 偏爱 另 一 些 作者 [如 Misner 
et al.(1973)] 所 用 的 名 称 ， 即 把 观 者 因 轨 道 运动 和 自转 引起 的 假想 力 分 别 叫 做 惯性 
力 和 科 氏 力 . 

[选读 7-4-1] 

为 证 明 命 题 7-4-2， 先 证 明 以 下 引 理 . 

引 理 7-4-3 时空 度 规 gap 在 G( 加 的 固有 坐标 系 的 克 氏 符 在 G( 刀 上 取 如 下 简单 
形式 : 

7 os SD 
00 i Oi 10 00 A (7-4-10) 
To=T po=-0 0 0=0,1,2,3; i, j,k=1, 2,3. 
其 中 A” 和 ww? 分 别 是 观 者 G 的 4 加 速 和 空间 转动 角速度 , E04; 是 与 gas 适 配 的 体 元 
在 固有 坐标 系 的 分 量 . 
证 明 因为 观 者 G 的 正 交 归 一 3 标 架 {(ei)} 以 角速度 w 做 空间 转动 ， 由 87.3 


知 
(eo) Vol(es)” =D(e,) /dr=-Q%(e),, X=0,1,2,3, (7-4-11) 
其 中 
3, = A, 和 AZ, + Ep.0°. (7-4-12) 
由 式 (5-7-2) 知 克 氏 符 满足 下 式 : 
(8/8x) V, (0/0x*) = (8/8xc)?， (07-4-13) 


其 中 {(6/Ox*)} 是 克 氏 符 T” ,所 在 坐标 系 的 坐标 基 . 现在 涉及 的 是 G( 的 固有 坐 


标 系 ,而 固有 坐标 基 在 G( 帮 上 与 正 交 归 一 标 架 一 致 ,， 故 式 (7-4-13) 在 G( 罗 上 又 可 表 
为 


(eo) Vo(e,)” =T° ,0(es), (7-4-14) 
对 比 式 (7-4-11) 和 (7-4-14) 得 Tj0(e;) =-24(e 六 =-22 (es) ， 因 此 
人 o, 4=0, 1, 2, 3. 


把 式 (7-4-12) 改 写 为 分 量 形式 ， 则 上 式 成 为 
T°,0=- (A°2Z, -2°A, +Zoaoeopo )= 一 (47Z -2°Ah, ~ we ,), 
其 中 最 末 一 步 用 到 2Z,=0, 2Z0 =-1. 再 用 上 2 =1 ，A? =0= A ，, 便 得 
大 oo =-(4Z-Z" 4 -we 0)=0, 
T%0=-(A°2Z, -2°h -ooe0o0)= 记 ， 
六 o=-(4Z0 -2ih -we 0)=A, 
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EC -ZiA, -we ))= Oe ;=— 0 20 Rl 2 3 
最 后 证 明 T°; =0. 设 J(s) 是 由 peG 出 发 的 类 空 测 地 线 (s 为 线 长 ), 其 在 的 切 矢 
TT 与 ZZ 正 交 ， 则 党 1(s) 有 
X =1=T, = 常数 ， 和 = 57 T = 常数 ， i=], 2, 3. 
于 是 d2xc1ds2 =0, o =0, 1, 2, 3. 故 由 测 地 线 方程 得 z 
0 ， 0o=0,1,2,3. 
ds ds ds ds ds 
即 0= 了 ”TITi1 (i=1, 2, 3)vV 单 位 矢量 TeW, ,从 而 0=T 了 ”jww/，V wreW,. 于 
是 在 p 点 有 TI;=0，i,j=1, 2,3; 0o=0,1,2,3. 因 peG 为 任意 ， 故 此 式 对 
G( 克 上 作 一 点 成 立 . 图 
命题 7-4-2 证 明 ”自由 质点 的 世界 线 为 测 地 线 ， 它 在 G( 如 的 固有 坐标 系 的 方 
程 为 


， .rr dx dx” 

dz7 dry dr 

其 中 测 地 线 仿 射 参数 Ti 是 质点 区 的 固有 时 . 选 1=x 为 工 的 另 一 参数 [G( 四 的 固有 
dx dx di dx” 


=0 ， (7-4-15) 


坐标 系 的 坐标 时 ]， dt/dztj 记 则 一 一 = 一 一 一 一 = ， 故 
系 时 ]， 并 把 L 记 作 y， drt, df dr er a 
dix* dl/[dx’ df dx’ dzx* dy dx 
| 一 -|= 市 六。 7-4-16 
dz a el | 必 d2 di | We 
令 上 式 中 的 LU= (=1, 2, 3)， 
i dy ， 
=y yai +— nu 7-4-17 
2 2 ;= i; | ( ) 


令 式 (7-4-15) 中 的 =i， 把 式 (7-4-17) 代 入 得 


: dy ; ; dx dx” > 
a 十 一 一 1 i+ 0 
ab di | wr dt” 


故 
ai=—y idy/dt— (Ti +2T0u +T uu) 

=—y uidy/dt— (A -26re0wu’) =—y uidy/dt— A —2e jw, (7-4-18) 
其 中 第 二 步 用 到 引 理 7-4-3, 第 三 步 用 到 5om = Ej 为 求 得 y dy/di , 令 式 (7-4-16) 
的 =0，, 得 d21/dr =ydy/dt .再 令 式 (7-4-15) 的 4=0， 得 
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其 中 第 二 、 三 步 都 用 到 引 理 7-4-3， 由 上 式 得 /7 和 =2A 和 ub ， 代 入 式 (7-4-18) 并 


改写 为 抽象 指标 便 得 ae =-42 -2 abuc +2(Asus)u”. 训 
[选读 7-4-1 完 ] 


$7.5 等 效 原 理 与 局 部 惯性 系 


闵 氏 时 空 的 任 一 惯性 坐标 系 都 是 全 局 (整体 ) 定 义 的 (坐标 域 覆 盖 整 个 流 形 ), 所 
以 也 叫 整体 惯性 坐标 系 . 设 {i, x, y, z} 是 整体 惯性 坐标 系 ，G(D 是 该 系 中 的 任 一 
坐标 线 , 则 { (8/861)*，(6/9x)*”，(6/0y)*， (93/3z)*} 便 是 G 上 的 一 个 无 自转 正 交 归 一 4 
标 架 场 ， 这 一 坐标 线 连同 这 个 4 标 架 场 便 构 成 一 个 惯性 观 者 ， 而 {i, x, y, z} 正 是 他 
的 固有 坐标 系 .， 现在 讨论 上 述 概念 在 多 大 程度 上 可 推广 到 弯曲 时 空 。 首先， 与 闵 
氏 时 空 惯性 观 者 对 应 的 自然 是 自由 下 落 (世界 线 为 测 地 线 ) 的 无 自转 观 者 ， 为 考察 
这 种 观 者 的 观测 结果 ， 讨 论著 名 的 爱 因 斯 坦 电梯 ， 设 地 面 附近 的 电梯 因 缆 绳 断 烈 
而 自由 下 落 ， 其 内 部 的 静止 观 者 (自由 下 落 无 自转 观 者 ) 便 有 失重 感 ， 这 是 牛顿 力 
学 就 有 的 结果 . 设 他 放 开 手中 的 人 苹果， 将 发 现 它 不 像 通常 那样 离 手 下 落 ， 而 是 处 
于 随 遇 了 平衡 状态 之 中 .理由 很 简单 : 电梯 观 者 G 相对 于 惯性 系 (地 球 ) 有 重力 加 速 
度 5 ， 是 非 惯性 观 者 (这 是 按 牛 顿 力 学 的 观点 ， 按 广义 相对 论 则 恰 相反 .)， 故 他 认 
为 苹果 受 两 个 力 ， 一 是 重力 mo& (me 是 苹果 的 引力 质量 )， 二 是 惯性 力 -m8 (ma 
是 苹果 的 惯性 质量 )， 由 于 ma = mi( 这 是 关键 )， 合 力 为 零 ， 因 此 随 遇 平 衡 ， 或 说 
处 于 失重 状态 . 假如 他 是 个 宇航 员 , 将 觉得 这 苹果 与 远离 各 星球 (因而 时 空 近似 平 
直 ) 的 惯性 飞船 内 的 苹果 有 相同 表现 ， 推 而 广 之 ， 由 于 me = m1， 根据 牛顿 力学 ， 
爱 因 斯 坦 电 梯 内 的 一 切 ( 非 引力 的 ”) 力 学 实验 都 与 远离 各 星球 的 惯性 飞船 内 的 相 
应 实验 有 相同 结果 . 这 正 是 把 me = 和 叫做 等 效 原理 的 理由 . 

在 构思 广义 相对 论 的 过 程 中 ， 爱 因 斯 坦 又 假设 性 地 把 这 一 原理 从 力学 实验 推 
三 到 一 切 物理 实验 ， 即 假设 自由 下 落 电 梯 内 的 一 切 ( 非 引力 的 ) 物 理 实验 都 与 远离 
星球 ( 平 直 时 空 ) 的 惯性 飞船 内 的 相应 实验 结果 一 样 ， 并 由 此 推出 光 的 引力 红 移 、 
光 在 引力 场 中 走 曲线 等 结论 。 后 人 把 同 mo = mi 相应 的 原理 称 为 弱 等 效 原理 (weak 
equivalence principle，WEP. )， 把 爱 因 斯 坦 推广 后 的 原理 称 为 爱 因 斯 坦 等 效 原理 
(Einstein equivalence principle，EEP. )， 下 面 从 广义 相对 论 的 角度 讨论 这 个 原理 . 


QD 非 引力 的 实验 是 指 实验 室内 的 物体 之 间 的 引力 相互 作用 可 以 忽略 ， 但 室内 可 存在 由 室外 物体 (如 地 球 ) 产 生 
的 引力 场 . 
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命题 7-5-1 设 G(9 是 弯曲 时 空 的 自由 下 落 无 自转 观 者 ( 爱 因 斯 坦 电梯 观 者 )， 
gw 是 度 规 ga 在 G( 的 固有 坐标 系 的 分 量 ，7Fe ,是 与 gw 适 配 的 导数 算 符 台 在 
该 系 的 元 氏 符 ， 则 
gw lp= Ty, Be =0 (o, Hp v=0, 1, 2, 3), VpeG. (7-5-1) 
证 明 ”8,, 1,=7 是 命题 74-1 的 结论 (对 任何 观 者 的 固有 坐标 系 都 成 立 )， 引 理 
7-4-3 在 G(3 为 测 地 线 且 相应 的 观 者 无 自转 时 给 出 人 = 0 (o, AH, v= 0, 1, 2, 3) 。 
[L 
以 电磁 现象 为 例 讨 论 上 述 命题 的 应 用 . 按照 最 小 替换 法 则 ( 见 87.2), 麦 氏 方程 
和 洛 伦 效 力 公 式 在 弯曲 时 空中 的 形式 为 


VFy=-4n, VPRPJ=0 和 gqF®U?=U?V,P", (7-5-2) 

它们 在 任 一 坐标 系 [现在 涉及 的 是 G(9 的 固有 坐标 系 ] 的 形式 则 为 
Fs=-4m,, Fonm=0 和 4qF4 =DP41dr.， (7-5-3) 

由 于 固有 坐标 系 有 六 mp=0 VpeG ， 上 式 在 G 线 上 可 改写 为 
Fj=-4nh,, Fom=0 和 9qF407=dPp41dr， (07-5-4) 


而 这 正 是 相应 定律 在 闵 氏 时 空 整体 惯性 ( 洛 伦 兹 ) 坐 标 系 中 的 形式 ， 上述 讨论 可 以 
推广 至 其 他 物理 定律 ， 可 见 自由 下 落 无 自转 观 者 的 固有 坐标 系 与 闵 氏 时 空 的 整体 
惯性 (党 伦 兹 ) 坐 标 系 类 似 ， 因 此 被 称 为 局 部 惯性 系 或 局 部 洛 伦 兹 系 (local Lorentz 
system ，local Lorentz frame)， 人 们 和 常 说 : 物理 定律 在 局 部 洛 伦 北 坐标 系 的 形式 与 
它 在 闵 氏 时 空 洛 伦 效 坐 标 系 的 形式 相同 [Misner et al.(1973)P.207]， 从 而 自由 下 落 
无 日 转 观 者 G 所 做 的 一 切 物 理 实验 与 平 直 时 空 惯性 观 者 的 相应 实验 结果 一 样 (等 
效 )， 这 正 是 爱 因 斯 坦 等 效 原理 所 要 求 的 结论 . 不 过 上 述 提 法 不 太 准 确 ， 因 为 可 以 
肯定 的 只 是 Tj,1,=0，Vp eG ， 只 要 偏离 G(D， 就 无 法 保证 T”,, =0 .事实 上 ， 
如 果 六 ,在 G(D 的 一 个 邻 域内 竟然 为 零 ， 则 VpeG 有 


[ey 二 [ea 1 Oo Es 
Rw p= C207", +2T T°, ) p=0 


即 C(9) 线 上 各 点 曲率 为 零 ， 与 原来 设 定 的 讨论 对 象 (弯曲 时 空 ) 不 符 ， 问 题 的 
实质 是 ， 选 坐标 系 只 能 消除 G(D 线 上 的 7”, 而 不 能 消除 其 曲率 (曲率 与 坐标 系 无 
关 ). 可 见 “ 物 理 定律 在 局 部 洛 伦 兹 系 的 形式 与 它 在 闵 氏 时 空 洛 伦 兹 系 的 形式 相同 ” 
的 说 法 对 坐标 域 中 除 CG(9 线 外 的 点 未 必 成 立 . 然而, 观 者 G 做 实验 时 偏偏 往往 要 
涉及 自己 世界 线 的 一 个 “小 ”的 时 空 邻 域 UV( 例 如 电梯 观 者 要 涉及 电梯 , 见 图 7-6. )， 
于 是 问题 变 得 不 如 此 简单 .好 在 时 空 曲率 的 效应 只 有 在 足够 的 时 空 范围 内 才能 有 
所 显示 (被 实验 测 出 )， 只 要 实验 涉及 的 时 空 邻 域 足够 小 (对 电梯 而 言 ， 只 要 其 尺度 
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及 下 落 时 间 足 够 小 . )， 实 验 结果 便 与 平 直 时 空 的 相应 实验 近似 地 不 可 区 分 [这 同 以 

下 的 简单 例子 类 似 : 2 维 球面 上 每 点 的 Re“ 都 不 为 零 ， 但 若 只 关心 某 点 附近 一 小 

片 球面 AS 的 情况 ， 就 不 妨 用 该 点 的 切 平面 的 一 小 部 分 AS 近似 代替 ( 见 图 7-7). 例 

如 , 为 测定 地 球 两 条 经 线 在 北极 的 夹 角 , 不 妨 把 每 条 经 线 的 一 小 段 看 作 直线 .]. 在 

任意 弯曲 时 空 xz 中， 如 果 只 关心 某 点 的 一 个 足够 小 的 邻 域 ， 就 可 近似 使 用 狭义 相对 
论 的 物理 定律 . 


G AS 
p 
nae 
U 
图 :7-6” 观 者 做 实验 时 涉及 的 图 7-7 北极 附近 一 小 片 球面 AS 可 用 
“小 ”时 空 邻 域 U0 切 平面 的 一 小 部 分 AS 近似 代替 


自由 下 落 无 自转 观 者 的 固有 坐标 系 是 弯曲 时 空中 非常 类 似 于 闵 氏 时 空 惯性 从 
标 系 的 坐标 系 ， 因 此 叫 局 部 洛 伦 效 系 ， 除 此 之 外 ， 在 弯曲 时 空中 ， 只 要 一 个 坐标 
系 的 克 氏 符 在 坐标 域 中 某 点 p 为 零 ( 即 ” ,1,=0), 也 可 被 称 为 p 点 的 一 个 局 部 洛 
伦 兹 系 . 

在 牛顿 力学 中 , 设 飞 船 在 远离 星体 的 空间 中 作 勾 加 速 运动 ， 船 内 观 者 (加 速 观 
者 ) 将 看 到 离 手 的 苹果 在 惯性 力作 用 下 做 反 向 匀 加 速 运动 ， 就 像 在 地 球 附 近 那 
样 ， 不 难 相信 ， 船 内 的 一 切 ( 非 引力 的 ) 力 学 实验 都 与 地 面 附近 的 对 应 实验 结果 近 
似 相 同 ， 这 可 看 作 弱 等 效 原理 的 另 一 表述 ， 据 此 ， 人 们 又 常 说 “加 速 飞船 内 的 宇 
航 员 发 现 自己 置身 于 引力 场 中 ”，“ 加 速度 与 引力 场 等 效 ”. 对 这 两 句 话 应 有 正 
确 理解 .根据 第 一 句 话 ， 初 学 者 常 提出 这 样 的 问题 ， 既然 加 速 飞船 中 的 宇航 员 感 
到 有 引力 ， 而 引力 就 是 时 空 曲 率 ， 船 内 宇航 员 岂 非 觉得 自己 置身 于 弯曲 时 空中 ? 
答案 是 否定 的 : 因为 主 已 约定 飞船 远离 星体 ， 它 所 在 的 时 空 必然 近似 平 直 ， 谁 看 
都 一 样 ， 导 致 以 上 错误 结论 的 关键 在 于 推理 过 程 中 两 次 用 到 引力 一 词 ， 而 两 次 含 
义 不 同 . nel Ol hm re ey 它 不 由 物质 
产生 ， 不 对 应 于 时 空 弯曲 ， 只 因 加 速 宇 航 员 的 感觉 而 得 名 . 

关于 等 效 原理 的 含义 、 地 位 和 作用 ， 不 同学 者 有 不 同 看 法 ， 其 中 对 等 效 原理 
的 作用 的 看 法 又 因 对 其 含义 的 理解 的 不 同 而 不 同 ，Misner 等 认为 “等 效 原理 功能 
强大 .用 它 可 把 所 有 狭义 相对 论 物理 定律 推广 到 弯曲 时 空 .”[Misner et al.(1973) 
P.386]， 又 说 (P.207)“ 把 经 典 力 学 寓 进 量子 力学 的 运载 工具 是 对 应 原理 类似 地 ， 
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平 直 时 空 与 弯曲 时 空 之 间 的 运载 工具 是 等 效 原理 .” 而 Synge 对 等 效 原理 则 持 极端 
相反 观点 ， 他 在 书 [Synge(1960)] 的 序言 中 写 道 ， “我 从 未 懂 过 这 一 原理 .…… 它 意 
味 着 引力 场 的 效应 与 一 个 观 者 的 加 速度 的 效应 不 可 分 辨 吗 ? 如 果 这 样 , 那 是 错 的 . 
在 爱 因 斯 坦 理论 中 ， 要 么 存在 一 个 引力 场 ， 要 么 不 存在 ， 取 决 于 黎 曼 张 量 是 否 为 
零 ， 这 是 一 个 绝对 的 性 质 ， 与 任何 观 者 的 世界 线 都 毫 无 关系 ， 时 空 要 么 平 直 ， 要 
么 弯曲 ， 在 本 书 的 若干 地 方 我 都 不 得 不 煞费苦心 地 把 由 时 空 曲率 导致 的 真实 引力 
效应 与 那些 由 观 者 世界 线 的 弯曲 导致 的 效应 区 分 开 来 (在 多 数 通 常情 况 下 以 后 者 
为 主 )， 等 效 原 理 在 广义 相对 论 的 诞生 过 程 中 实质 上 起 到 接生 婆 的 作用 ，…… 我 建 
议 我 们 以 适当 的 荣誉 埋葬 掉 这 位 接生 婆 而 正视 绝对 时 空 这 一 事实 .” 对 等 效 原理 的 
这 一 看 法 也 许 偏激 ,但 上 引 段 子 中 的 一 些 提 法 不 失 为 防止 误解 的 清醒 剂 。 例 如 ， 
他 关于 分 清 由 时 空 弯曲 导致 的 真 引力 与 平 直 时 空中 由 于 观 者 世界 线 的 弯曲 ( 非 测 
地 线 ) 导 致 的 表 观 ( 假 ) 引 力 的 警告 就 是 十 分 必要 的 .下面 简 述 笔者 对 等 效 原理 的 肤 
浅 认识 .第 一 ， 爱 因 斯 坦 等 效 原理 是 爱 因 斯 坦 在 酝酿 广义 相对 论 的 过 程 中 对 弱 等 
效 原 理 的 假设 性 推广 ， 对 广义 相对 论 的 诞生 起 过 重要 的 “接生 汛 ” 作 用 .这 是 连 
Synge 也 同意 的 ， 第 二 ，87.2 讲 过 ， 弯 曲 时 空 的 物理 定律 必须 遵守 两 个 原则 : (a) 
服从 广义 协 变性 原理 ; (b) 当 gw 等 于 7 时 能 回 到 狭义 相对 论 的 相应 定律 . 这 是 本 
书 和 某 些 教材 的 提 法 . 更 多 的 教材 对 原则 (b) 采 用 另 一 提 法 : (b) 服 从 爱 因 斯 坦 等 效 
原理 .由 (a) 和 (b') 可 得 到 他 们 的 最 小 蔡 代 法 则 : “把 闵 氏 时 空中 洛 伦 效 坐标 系 的 物 
理 公 式 中 的 逗号 改 为 分 号 ( 即 把 偏 导 数 改 为 协 变 导 数 ) 便 给 出 弯曲 时 空中 局 部 洛 伦 
效 系 的 相应 物理 公式 ”可见 用 爱 因 斯 坦 等 效 原理 ( 配 以 广义 协 变性 原理 ) 可 从 狭 
义 相对 论 的 物理 定律 得 到 广义 相对 论 的 相应 定律 ， 因 此 可 以 说 它 是 “由 狭义 相对 
论 通 往 广义 相对 论 的 桥梁 ”. 不 过 ， 如 本 书 $7.2 那样 不 提 等 效 原 理 而 只 提 “ 当 度 
规 gw 为 11 时 物理 定律 应 回 到 狭义 相对 论 的 相应 定律 ”( 并 配 以 广义 协 变 性 原理 ) 
也 同样 可 得 弯曲 时 空 的 物理 定律 (无 论 用 这 种 提 法 还 是 用 等 效 原理 都 可 得 到 最 小 
替代 法 则 ”). 而 一 旦 接受 了 这 些 定律 (从 而 建立 了 广义 相对 论 ), 讨论 问题 时 原则 上 
就 可 以 完全 不 用 等 效 原理 (虽然 许多 作者 在 讨论 许多 问题 时 喜欢 用 等 效 原 理 )， 因 
此 ， 从 这 个 角度 来 看 ，“ 埋 芋 掉 接生 婆 ” 对 广义 相对 论 似 无 影响 ， 第 三 ， 对 于 某 
些 较为 复杂 的 情况 (例如 弯曲 时 空中 走 测 地 线 的 带电 粒子 有 无 电磁 辐射 )，“ 等 效 
原理 是 否 被 违反 ”是 长 期 以 来 有 争论 的 问题 ， 笔 者 认为 关键 在 于 “等 效 原理 ”在 
这 些 情 况 下 的 准确 含义 尚 待 澄清 ( 另 一 关键 问题 则 是 辐射 的 定义 )， 在 这 个 意义 上 ， 
Synge 说 “我 从 未 懂 过 这 一 原理 ”也 许 未 必 过 分 ， 第 四 ， 除 广义 相对 论 外 ， 还 存 


@ 然而 这 一 法 则 在 直到 两 个 导数 算 符 相 继 作 用 时 出 现 算 符 排序 的 含糊 性 , 为 克服 这 一 问题 还 须 借用 其 他 考虑 
( 见 $7.2). 因此 等 效 原理 “可 把 所 有 狭义 相对 论 物理 定律 推广 到 弯曲 时 空 ”的 提 法 似乎 过 强 ，Misner 等 对 此 还 有 专 
门 讨论 [Misner et al.(1973)P.390，391]. 
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在 许 许 多 多 互 不 相同 的 引力 理论 [ 详 见 Win(1993)]. 所 有 引力 理论 可 以 分 为 两 大 
类 ， 即 度 规 理论 (要 求 时 空 具有 度 规 ， 自 由 质点 的 世界 线 是 该 度 规 的 测 地 
线 ，……) 和 非 度 规 理论 . 广义 相对 论 是 当然 的 度 规 理论 . 还 有 一 种 著名 的 、 很 有 
竞争 力 的 度 规 理论 叫 Brans-Dicke 理论 ， 其 中 描述 引力 的 量 除 度 规 场 gog 外 还 有 标 
量 场 5.， 此 外 还 有 其 他 度 规 理论 ， 判 断 哪个 引力 理论 是 正确 理论 的 标准 当然 是 实 
验 ， 为 此 需要 一 个 关于 引力 实验 的 理论 Dicke 从 20 世纪 60 年 代 开 始 从 事 这 种 
理论 的 研究 ， 他 的 开创 性 成 果 使 人 们 对 等 效 原理 及 其 意义 的 理解 逐渐 加 深 ， 并 终 
于 意识 到 应 把 等 效 原理 摆 在 考察 引力 理论 (而 不 只 是 限于 广义 相对 论 ) 的 基础 这 一 
重要 位 置 上 ， 等 效 原理 可 分 为 三 个 层次 ， 即 弱 等 效 原理 (WEP)、 爱 因 斯 坦 等 效 原 
理 (EEP) 和 强 等 效 原理 (strong equivalence principle, SEP), SEP 与 EEP 的 区 别 在 于 : 
”EEP( 及 WEP) 只 考虑 系统 (如 电梯 ) 所 处 的 外 引力 场 而 不 考虑 系统 中 的 物体 所 激发 
的 自 引力 场 , 即 在 引力 上 只 考虑 它们 的 被 动 方面 而 忽略 其 主动 方面 , 而 SEP 则 对 主 
动 、 被 动 方面 都 做 考虑 ， 讨 论 对 象 是 “ 自 引力 系统 ”， 大 到 恒星 的 自 引力 ， 小 到 
卡 文 迪 许 实验 中 两 个 铅球 间 的 引力 都 在 考虑 之 列 . EEP 可 以 看 作 SEP 在 自 引力 可 
忽略 情况 下 的 特例 .这 三 个 等 效 原理 的 实验 检验 对 选择 引力 理论 有 重要 意义 ， 任 
何 引力 理论 都 满足 WEP( 因 为 有 越 来 越 精密 的 实验 证 实 WEP， 无 人 愿意 创造 一 个 
不 满足 WEP 的 引力 理论 .)， 但 对 EEP 和 SEP 则 不 然 ， 讨 论 表 明 [ 见 Will(1995)， 
Wil (2001).]， 如果 EEP 成 立 , 则 只 有 度 规 理论 才 可 能 正确 .这 就 表明 ,如果 有 越 
来 越 精密 的 实验 证 实 EEP， 那 么 非 度 规 理论 就 将 越 来 越 没 有 立 锥 之 地 ， 进 一 步 的 
讨论 还 表明 [ 仍 见 Winl(1981)，Wil(1995).]， 广义 相对 论 满足 SEP 而 其 他 已 知 的 度 
规 理论 ( 含 Brans-Dicke 理论 ) 都 不 满足 [可 惜 这 一 讨论 还 不 等 于 完全 严格 的 证 明 , 因 
此 上 述 结论 至 今 仍 被 称 为 猜想 (conjecture).]， 所 以 , 如 果 有 越 来 越 精密 的 实验 证 实 
SEP， 那 么 广义 相对 论 很 可 能 就 是 唯一 正确 的 引力 理论 ， 可 见 对 三 个 等 效 原理 的 
实验 检验 有 着 非常 重要 的 理论 意义 ， 这 些 实验 正 以 越 来 越 高 的 精度 在 进行 中 . 


87.6 ”潮汐 力 与 测 地 偏离 方程 


命题 7-5-1 只 证 明了 克 氏 符 在 自由 下 沙 无 自转 观 者 的 固有 坐标 系 的 分 量 7" 
在 该 观 者 世界 线 上 为 零 . 只 要 偏离 该 世界 线 ， 六 "就 可 以 非 零 . 为 了 看 出 第 二 名 
话 的 物理 效应 ， 我 们 介绍 如 下 的 假想 实验 ， 在 自由 下 落 电梯 内 用 8 个 小 球 摆 成 一 
个 圆 形 花样 ( 圆 平面 与 地 面 垂 直 )， 如 图 7-8(a)， 先 用 牛顿 力学 讨论 ， 设 球 1，2 连 
线 的 延 线 正 好 过 地 球 中 心 ， 开 始 时 各 球 相对 静止 ， 由 于 引力 场 强 在 球 1 处 比 在 球 
2 处 略 大 ， 球 1 的 重力 加 速度 比 球 2 的 略 大 ， 于 是 两 者 间 的 距离 渐 增 ， 一 段 时 间 
后 的 整个 花样 将 变 成 如 图 7-8(b), 不 再 是 圆 形 . 设想 球 1 是 个 观 者 , 他 将 发 现 球 2 
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与 他 的 距离 随时 间 增 大 ， 然 而 ， 如 果 无 引力 地 区 的 惯性 飞船 内 也 有 8 个 小 球 摆 成 
圆 形 花 样 (而 且 开始 时 相对 静止 )， 则 球 1( 作 为 观 者 ) 不 会 发 现 球 2 与 他 的 距离 有 任 
何 变化 ， 可见， 即使 就 力学 实验 而 言 ， 电 梯 与 飞船 也 并 非 完全 等 效 . 

以 上 是 假想 实验 ， 但 道理 与 此 相 类 似 的 现象 却 可 在 日 常生 活 中 找到 : 海水 的 
潮汐 现象 就 是 一 例 . 下 面 是 用 牛顿 力学 对 这 一 现象 所 做 的 简化 分 析 ， 引 在 突出 本 
质 ， 潮 汐 现 象 的 主要 起 因 是 月 球 ， 其 次 是 太阳 . 忽略 太阳 的 影响 可 使 问题 简化 而 
不 影响 对 实质 的 理解 地球， 作为 一 个 物体 ， 处 于 月 球 的 引力 场 中 .假定 地 球 表 
面 被 一 层 海水 所 覆盖 ,考虑 水 面 上 的 A, B 两 点 , 其 连 线 经 过 地 心 . 设 某 一 时 刻 4 
点 离 月 球 最 近 ， 则 B 点 离 月 球 最 远 ，4，B 点 受到 的 来 自 月 球 的 引力 有 所 不 同 ， 
两 点 就 要 相互 远离 , 于 是 A, B 附近 的 海面 向 外 鼓 起 [图 7-9(a)].” 随 着 地 球 的 自转 ， 
A 点 不 再 正 对 月 球 , 海水 高 度 降低 . 地 球 自转 半 周 后 , 4 点 离 月 球 最 远 [图 7-9(b)]， 
海水 再 次 鼓 起 .可见 海水 每 天 都 有 两 次 涨潮 和 退潮 . 这 种 “潮汐 现象 ”其 实 也 不 
限于 海水 ， 对 地 面 附近 自由 下 落 的 人 来 说 ， 头 顶 和 脚底 与 地 心 距离 不 同 ， 也 存在 
把 人 拉 长 的 力 ( 只 考虑 地 球 引力 场 ), 不 过 这 种 “潮汐 力 ” 很 小 , 不 会 造成 感觉 .如 
果 你 在 中 子 星 表面 自由 下 落 ， 潮 汐 力 可 以 大 到 101N 的 程度 ， 你 将 被 据 裂 而 丧 
生 . 注 : @ 中 子 星 是 一 种 主要 由 中 子 组 成 的 、 密 度 高 达 水 密度 的 10“ 倍 (!) 的 星体 ， 
高 密度 导致 表面 引力 场 强 的 变化 率 奇 大 ， 见 $9.3， 名 按照 估算 ， 人 体能 经 受 的 临 
界 压力 或 拉力 (超过 此 限 则 人 体 破裂 ) 约 为 10"N/m”. 


地 而 地 面 (月 ) (月 
@ 中 da) tb) 
图 7-8 ”电梯 内 小 球 花样 在 自由 下 落 中 变形 图 7-9 潮汐 现象 示意 


以 上 讨论 说 明 地 球 和 月 球 引 力 场 中 的 自由 下 落 物 体 都 受到 潮汐 力 ， 其 实 潮汐 
现象 是 引力 场 的 普遍 性 质 ， 我 们 分 别 用 牛顿 引力 论 和 广义 相对 论 对 潮汐 现象 做 定 


QD 从 地 球 观 者 看 来 ，4 点 鼓 起 的 原因 是 两 个 力 的 合力 :(a) 月 球 引力 ，@b) 地 球 绕 地 月 共同 质心 做 圆周 运动 导致 
的 惯性 离心 力 . 两 力 的 合力 叫 生 潮 力 (或 起 潮 力 ). 
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量 讨 论 . 

先 用 牛顿 引力 论 . 不 失 一 般 性 ， 仍 以 地 球 附近 的 爱 因 斯 坦 电梯 为 例 ， 设 电梯 
内 处 处 放 有 小 球 ( 见 图 7-10)， 以 FG) 和 FG)+4(7) 分 别 代 表 两 个 紧邻 小 球 1 和 2 相 
对 于 笛 卡 儿 系 坐标 原点 o 的 位 矢 , 则 4(1) 是 球 2 相对 于 1 的 位 矢 , 故 d2X/dr? 是 球 
2 相对 于 1 的 加 速度 (潮汐 加 速度 ).， 为 计算 潮汐 加 速度 , 可 借用 引力 势 $ 和 牛顿 第 
二 定律 写 出 


dx _ 8 
dr? ox | 
及 dx +t4) 2 0 .009 
dz Ox' se Ox Ox’ Ox . 
两 式 相 减 得 
2 oi 2 
EE SR (7-6-1) 
dt Ox Ox! 


这 就 是 牛顿 引力 论 中 潮汐 加 速度 的 表达 式 . 

用 式 (7-6-D 可 对 图 7-8 中 两 球 距离 的 变化 做 到 心中 有 数 . 取 坐 标 系 {x, y, z} 使 
z 轴 竖 直 向 上 ， 则 球 1，2 间 的 相对 加 速度 的 7 分 量 为 

a” = 4 二 直 7 i 4 l (7-6-2) 

其 中 了 是 同 地 心 的 距离 . 地 球 引力 势 加 =- GMe /re ，, 故 线 =2GMeh1rme. 设 两 
球 初始 距离 4* =lm ， 以 国际 制 数值 CGC= 6.67x101 ，Me =6x10* 及 六 =6.37 
xl10 代入 得 乍 =0.31x105m '.s“ 设 两 球 初始 时 相对 静止 ， 则 两 球 距 离 在 At =5s 
后 的 增 量 为 


AA = 5 (AD)” = 5 x0.31x10” x5’s4x105m. (7-6-3) 


下 面 再 从 广义 相对 论 的 角度 考察 潮汐 现象 .我 们 将 证 明 ， 潮 汐 效应 起 因 于 时 
空 曲率 ， 是 时 空 内 豪 弯曲 的 必然 表现 . 仍 以 图 7-10 为 例 .每 一 小 球 可 看 作 一 个 自 
由 下 落 观 者 ， 他 们 的 世界 线 都 是 以 固有 时 = 为 仿 射 参数 的 类 时 测 地 线 ， 这 些 测 地 
线 构 成 时 空中 某 个 开 域 UV 上 的 一 个 测 地 线 汇 ”( 物 理 上 对 应 于 一 个 自由 下 落 参 考 
系 )， 测 地 线 的 切 矢 Z” = (6/37)* 是 U 上 的 一 个 类 时 矢量 场 ， 令 jw(s) 是 一 条 光滑 的 
横向 曲线 “[ 横 向 是 指 yw(s) 上 任 一 点 的 切 矢 都 不 与 过 该 点 的 测 地 线 相 切 ]， 则 线 汇 中 
与 jw(s) 相 交 的 每 一 测 地 线 y(z) 可 用 s 标志 ， 即 可 记 作 yx (z) , 其 中 s 是 该 测 地 线 与 


QU 内 的 一 个 线 汇 (congruence of curves) 是 一 族 曲线 ， 对 每 一 peU 有 该 族 的 唯一 曲线 经 过 . 
@@ 还 应 满足 某 些 要 求 (如 非 自 相交 ). 
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As) 交 点 的 8 值 ， 选 择 各 yy,(7) 的 固有 时 初始 设 定 使 每 一 y,(7) 与 yo(5) 交 点 的 7 为 
零 . 设 办 是 矢量 场 Z 对 应 的 单 参 微 分 同 胚 (局 部 ) 群 的 一 个 元 素 ， 以 As) 代 表 曲 线 
AmAGs) 在 办 有 映射 下 的 像 ( 见 图 7-11 ). 不 同 * 值 的 所 有 曲线 pxds) 铺 成 一 个 子 集 . 灾 ,其 
上 每 点 由 两 个 实数 (坐标 )z 和 * 确定 ， 因 此 是 个 2 维 子 流 形 ..” 上 的 所 有 测 地 线 构 
成 测 地 线 汇 的 一 个 子 集 ， 其 中 每 条 测 地 线 可 用 参数 * 标记 ， 所 以 也 称 为 一 个 单 参 
测 地 线 族 ( 线 汇 中 的 测 地 线 充满 时 空中 的 4 维 开 域 0, 而 这 个 单 参 测 地 线 族 只 铺 出 

一 个 2 维 面 ..). 总 之 ,给 定 一 条 横向 曲线 jw(s) 就 挑 出 了 一 个 单 参 测 地 线 族 {7,(7)}. 
令 n” =(0/0s)” ， 则 己 和 17 便 是 .上 的 坐标 基 矢 场 ， 因 而 对 吻 : 

0=[Z, 7] =Z?V,74 ~ V2Z", (7-6-4) 


Yo( D Yas( D 


图 7-10 ” 爱 因 斯 坦 电 梯 内 处 处 放置 。 ”图 7-11 一 条 横向 曲线 挑 出 一 个 单 参 测 地 线 族 
的 小 球 {y,(7)} ， 纸 面 代表 该 族 铺 出 的 2 维 面 
其 中 Vi 可 为 任意 导数 算 符 ， 选 V, 与 时 空 度 规 适 配 ， 则 
ZIV, (14Z )=7 DOVZ2 +Z DZ V1 =2,2° Vp" 

2 V2" = V,(2.2°) 0; (7-6-5) 
其 中 第 二 步 是 因为 Z 是 测 地 线 的 切 矢 ， 第 三 步 用 到 式 (7-6-4) ， 第 五 步 用 到 
ZZ" = -1 对 各 点 成 立 ， 式 (7-6-5) 说 明 1?Z, 沿 任 一 测 地 线 y,(7) 为 常数 . 因此， 只 
要 开始 时 选 jw(s) 使 它 与 所 有 yy,(7) 正 交 (这 总 可 做 到 )， 则 任 一 x (s) 都 与 所 有 yy,(7) 
正 交 . 这 样 选 定 后 , .上 每 点 的 都 可 看 作 过 该 点 的 测 地 观 者 y,(7) 的 空间 矢量 ， 
因此 从 现在 起 按 本 书 习 惯 把 7? 改 记 作 w". 设 As 为 小 量 ， 则 yo(7z) 和 yas(7) 可 分 别 
看 作 图 7-10 的 球 1 和 2 的 世界 线 .， 把 yo(7) 称 为 基准 观 者 (fiducial observen ， 令 
1a =weAs ， 则 和 2 可 看 作 图 7-10 的 元 ， 即 球 2 相对 于 基准 观 者 ( 球 D) 的 位 矢 ， 于 
是 到 =Z*V,W 便 可 解释 为 球 2 相对 于 基准 观 者 的 3 速 [注意 ， 它 是 球 1 世界 线 
yo(7) 上 的 空间 矢量 场 ， 因 2Z,(Z*V,)=2Z"V,(ZsX )- 和 ZeV。D =0， 其 中 第 二 
步 用 到 测 地 线 方程 Z"V。Z =0 和 4 的 空间 性 ( 即 Z,4? =0).]， 类 似 地 
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a° =2Z°V,(Z°V,4°) 
可 解释 为 球 2 相对 于 球 1 的 3 加 速 [ 亦 为 mo(z) 上 的 空间 矢量 场 ]， 考虑 单 参 测 地 线 
族 的 第 三 条 测 地 线 Asz(z) (相当 于 图 7-10 中 1 ，2 联 线 的 延 线 上 的 某 个 邻近 小 球 
2 ), 它 相 对 于 球 1 的 位 矢 4" 自然 是 元 “= weA5 , 故 它 的 潮汐 加 速度 与 球 2 的 潮汐 
加 速度 之 比 是 常数 As/As . 于 是 索性 甩 开 具体 的 球 2, 2,…( 甩 开 4) 而 径直 用 wr 定 
义 适用 于 单 参 测 地 线 族 内 与 球 1 邻近 的 所 有 小 球 的 普 适量 
Wu := ZV we (7-6-6) 
和 
0 := ZV iu =Z°V, (ZV,w’), (7-6-7) 

ww 和 a’ 都 是 基准 观 者 y0(r) 上 的 空间 矢量 场 ， 实 际 上 ，w” 起 着 该 族 的 位 和 撩 的 量度 
单位 的 作用 : 族 内 任 一 ya,(7) 的 位 矢 等 于 w 乘 以 As .文献 中 对 w 的 称谓 不 很 统 
一 ， 本 书 称 之 为 分 离 矢 量 (separation vector)， 同 Misner et al.(1973) 及 Hawking and 
Ellis (1973) 一 致 . 类 似 地 , 和 a 也 起 着 该 族 的 3 速 和 3 加 速 的 量度 单位 的 作用 ， 
分 别称 为 球 1 测 得 的 3 速 和 3 加 速 (潮汐 加 速度 )， 指 定 一 个 单 参 测 地 线 族 以 及 族 
内 一 条 基准 测 地 线 7o(z) ， 就 有 确定 的 3 速 场 和 3 加 速 场 < 我 们 的 任务 是 揭 
示 a 与 时 空 曲 率 的 密切 联系 ， 请 看 如 下 命题 : 

命题 7-6-1 任 一 单 参 类 时 测 地 线 族 内 任 一 基准 测 地 线 x0(7) 测 得 的 潮汐 加 速 
度 与 时 空 的 曲率 张 量 有 如 下 关系 [ 称 为 测 地 偏离 方程 (geodesic deviation equation)]: 


ac =—R ,ZW ZL . (7-6-8) 
证 明 
0 =ZeV CDZ Vow )=ZV (WY,Z')= WI VV,Z° + (ZV w)V,Z° = p° +qg°) 
[第 二 步 用 到 式 (7-6-4)， 即 [2Z, wy =0.] (7-6-9) 
其 中 p=w ZV V,Z, gq =(Z°V wi)V,Z°, 


而 
Pp’ =wWZ°V,VZ° ~ w ZR Ze = WY, (ZV ZL) (WY,Z")V, 2Z° 
-Rg ZW DC =—(ZIV,w’)V Ze ~ RZ Ww2" =-g° -RZ WwZ!, 

其 中 第 三 步 用 到 测 地 线 方程 及 式 (7-6-4).， 上 式 代 入 式 (7-6-9) 便 得 式 (7-6-8). DD 

下 面 对 测 地 偏离 方程 再 做 四 点 说 明 . 

(1) 测 地 偏离 (deviation) 方 程 (7-6-8) 是 描写 两 条 相 邻 (“无 限 邻 近 ”) 测 地 线 的 相 
对 加 速度 4 的 方程 ， 而 af 是 描写 两 线 分 离 情 况 (separation) 的 分 离 矢 量 w 的 2 阶 
导数 .两 线 之 间 当 然 有 所 分 离 (w 0), 分离 矢 量 还 可 能 不 断 变化 (u” 二 0), 但 未 
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必 有 偏离 (a 未必 非 零 ).? 

(2) 式 (7-6-8) 反 映 a 与 时 空 曲 率 张 量 Rac 的 密切 联系 : 对 平 直 时 空 
(Re =0) ，4a 必定 为 零 , 因此 初始 平行 的 测 地 线 永 保平 行 [ 仍 见 (D 后 的 脚注 ]. 然 
而 ， 只 要 Rj. 二 0 ， 就 存在 这 样 的 单 参 测 地 线 族 ， 其 测 地 偏离 (由 ea 表征 ) 非 零 ， 
这 可 以 解释 为 初始 平行 的 测 地 线 后 来 变 得 不 再 平行 ， “初始 平行 ”的 准确 含义 是 
Ww 1._o= ZVsw 1.o=0, 因为 此 式 表明 两 邻近 测 地 线 开始 时 (z=0 ) 相 对 3 速 (借用 
ww 对 类 时 测 地 线 族 的 物理 意义 ) 为 零 ， 因 而 “初始 平行 ”. 然而 ， 只 要 ac1 
=Z "Vpu 1 ozx0 ,一 段 时 间 后 必 不 再 为 零 ， 即 两 线 “ 不 再 平行 ”. 正如 83.5 所 说 
的 ， 曲 率 张 量 非 零 的 一 个 等 价 表述 就 是 存在 初始 平行 后 来 不 平行 的 测 地 线 . 

(3) 克 氏 符 T” ,依赖 于 坐标 系 , 选择 自由 下 落 无 自转 观 者 的 固有 坐标 系 可 使 
克 氏 符 在 观 者 世界 线 上 为 零 ( 见 命题 7-5-1)， 由 此 可 解释 爱 因 斯 坦 电梯 观 者 的 失重 
感 . 然而 ， 潮 汐 加 速度 af 与 黎 曼 张 量 Rape 直接 相 联 [ 式 (7-6-8)]， 作 为 张 量 ， 后 者 
不 可 能 通过 选择 坐标 系 而 变 为 零 ， 因 此 潮汐 加 速度 不 能 通过 坐标 变换 消除 ， 爱 因 
斯 坦 电 梯 观 者 虽然 感觉 不 到 引力 (他 所 在 处 的 “引力 场 强 ” 为 零 )， 却 仍然 感觉 到 
潮汐 力 , 这 就 是 从 广义 相对 论 角度 对 图 7-8 的 解释 . 另 一 方面 , 式 (7-6-3) 的 A4z 如 
此 之 小 ， 至 少 从 一 个 侧面 验证 了 前 面 关 于 “时 空 曲率 效应 只 有 在 足够 的 时 空 范围 
内 才 可 有 所 显示 ”的 说 法 . 

(4) 前 面 集 中 注意 于 类 时 测 地 线 族 ， 把 仿 射 参数 明确 选 为 固有 时 , 把 所 (9) 选 
得 与 测 地 线 正 交 ， 无 非 是 为 突出 a 是 潮汐 加 速度 这 一 物理 意义 (更 好 地 与 图 7-10 
对 应 )， 从 纯 数 学 角度 讲 ， 测 地 偏离 方程 (7-6-8) 对 类 空 和 类 光 测 地 线 族 也 成 立 ， 只 
须 把 z 理解 为 测 地 线 的 仿 射 参数 . 这 时 a 不 再 有 潮汐 加 速度 的 物理 解释 ， 分 离 矢 
量 7 ”也 不 一 定 要 选 得 与 Z 正 交 .， 其 实测 地 偏离 方程 对 非 洛 伦 兹 号 差 的 度 规 也 成 
立 . 更 有 其 者 ， 一 个 没有 度 规 的 流 形 只 要 有 导数 算 符 就 可 谈 及 测 地 线 ， 虽 然 这 时 
谈 正 交 根 本 没有 意义 ， 但 照样 有 测 地 偏离 方程 ， 即 下 述 命题 成 立 ， 

命题 7-6-1 ”(M,V) 中 任 一 单 参 测 地 线 族 {y,(4)} 的 测 地 偏离 方程 为 

ac =—R ,TmT4, (7-6-8") 

其 中 Raid 是 黎 曼 张 量 ，7” = (3/34)? 是 基准 测 地 线 y0(4) 的 切 撩 ,17 "是 X,(4) 上 的 
分 离 矢 量 (定义 如 前 )，a® =TeV。(CT?Vo72) . 

证 明 与 命题 7-6-1 的 证 明 一 样 . 口 


中 平 直 时 空中 存在 这 样 的 测 地 线 族 ,其 中 基准 测 地 线 yo(t) 上 有 w=0 和 = 0 (平行 测 地 线 族 就 如 此 ), 平 直 
时 空中 也 存在 这 样 的 测 地 线 族 ,其 yo(z) 上 有 ww #0 [让 yo(7) 附近 的 测 地 线 与 为 (z) 不 平行 就 可 做 到 ]. 然而 不 存在 
这 样 的 测 地 线 族 ， 其 y(t) 上 有 ar 0 ， 除 非 时 空 不 平 直 . 
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[选读 7-6-11] 

式 (7-6-8) 的 潮汐 加 速度 a 是 用 w 定义 的 [ 式 (7-6-7)]. 为 了 与 牛顿 引力 论 对 应 ， 
我 们 曾 引 入 A 三 wrAs ， 并 认为 它 对 应 于 图 7-10 的 相对 位 矢 4 .为 什么 1 可 被 解 
释 为 球 2 相对 于 球 1 的 位 矢 ? 设 p，9 是 平 直 空间 中 任意 两 点 ，w” 是 p，9 间 的 
直线 在 疡 点 的 单位 切 矢 ，As' 是 两 点 间 的 直线 长 , 则 4A” 三 w“As' 可 称 为 gq 相对 于 p 
的 位 矢 (注意 141= As')， 回 到 弯曲 空间 的 测 地 偏离 问题 ， 取 横向 曲线 族 中 的 任 一 
条 JL(s), 令 p=J.(0)，9=J(As)(p， 94 两 点 分 别 是 基准 观 者 和 被 测 质 点 在 z 时 
刻 的 表现 )，、 用 线 长 s 对 (5s) 重 参数 化 ， 即 JW(s)=JW(s)， 以 W 和 w" 分别 代表 
LW(s) 和 Jw(s) 在 p 点 的 切 矢 ， 则 w ”= WwW2ds/ds' ， 故 若 令 4 =w As， 则 当 As 很 
小 时 有 4” =w*As =w?As'. 注意 到 1w*1=1, 便 知 14|= As' ,与 平 直 空间 的 位 矢 对 
照 ， 不 妨 说 4 是 球 2 相对 于 球 1 的 位 和 拓 ， 在 正文 的 处 理 中 不 必 引 入 线 长 参数 s'， 
因而 也 没有 WwW'”， 只 须 关 心 长 度 随 r 而 变 的 w (请 注意 As 不 随 f 而 变 ), 球 1, 2 之 
闻 的 “距离 ”变化 完全 体现 在 1w4 随 r 的 变化 中 , 用 和 人 =wW As 定义 相对 3 速 和 相 


对 3 加 速 与 图 7-10 对 应 得 很 好 . [选读 7-6-1 完 ] 
[选读 7-6-2] 


如 果 给 每 一 y,(7) 的 z 加 上 一 个 与 5 有 关 的 常数 ， 从 (9) 就 变 得 与 测 地 线 不 正 
交 ， 可 见 14 同 Z 正 交 与 否 取 决 于 各 测 地 线 固 有 时 的 零点 设 定 . 进一步 说 ， 如 果 
用 任意 仿 射 参数 T' 代 苦 固 有 时 + ， 情 况 又 如 何 ? 因为 + 是 仿 射 参数 ， 由 定理 3-3-3 
可 知 T' 是 仿 射 参数 当 且 仅 当 T'=Qr+B. g ,在 每 条 测 地 线 上 当然 应 是 常数 ( 且 
Q 关 0)， 但 对 不 同 测 地 线 可 以 不 同 ， 即 Qa 和 认可 为 s 的 函数 : T=Q(s)r+ p(s). 
仿 射 参数 的 这 一 改变 可 看 作 2 维 流 形 .FF 上 的 一 个 坐标 变换 {7T, s} 卢 {7',s}， 其 中 


3 T=Q(s)T + BP(s). (7-6-10) 
以 Z” 和 1" 代表 新 的 坐标 基 矢 ， 即 Z” =(8/br) ,71 ”=(8/68) ， 则 不 难 证 明 
Z"* = wa Z?， 1 =714 +TVZ' ， (7-6-11) 


其 中 v(t, 5s)= 一 (rdaq/ds +dBlds) 可 看 作 . 上 的 函数 . 因为 我 们 只 关心 基准 测 地 线 
Yo(T") 与 其 邻近 测 地 线 ys(T') 的 分 离 情况 ,所 以 7” 和 7 可 看 作 描 述 同 一 分 离 的 夭 
量 . 就 是 说 , 如 果 分 离 欠 量 7” 和 1 只 差 Z” 的 一 个 倍数 ,它们 就 档 述 同一 分 离 . 可 
见 分 离 和 失 量 的 选择 存在 “规范 任意 性 ”. 如 果 坚 持 用 固有 时 ,但 允许 各 测 地 线 有 
完全 任意 的 零点 设 定 ， 就 相当 于 式 (7-6-10) 中 的 =1 而 PB(s) 任意， 这 时 Z4 =2?， 
n= +VZ”,， VvV=-dpBlds. 式 (7-6-8) 可 表 为 
a =—R ,Zn 2 = -RZ 0 +vVZ )Z" = ad， 

(其 中 用 到 Rpg ZZ*?2Z” = Rma 2Z“Z™”Z”=0.) 可 见 堆 点 设 定 不 影响 a 人 的 值 ， 然 
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而 ， 如 果 不 坚持 用 国有 时 ， 即 允许 w 不 为 1， 则 只 能 做 到 
4 = -RZ 2" =a a. 
这 是 自然 的 ， 因 为 用 "代替 固有 时 + 相当 于 用 “ 誉 标 钟 ” 代 着 标 准 钟 ， 该 坐标 钟 
的 走时 率 是 标准 钟 的 a 倍 ， 用 该 钟 测 得 的 “潮汐 加 速度 ”与 用 标准 钟 的 测量 结 
果 自 然 差 Qa™ 倍 . 
[选读 7-6-2 完 ] 
[选读 7-6-3] 

测 地 偏离 方程 (7-6-8) 的 一 个 解 ] 称 为 所 论 测 地 线 y(4) 上 的 一 个 雅 可 比 场 
(Jacobi field)， 不 同 的 两 点 P,gey(4) 称 为 共 斩 的 (conjugate)， 若 7Y(4) 上 存在 一 个 
不 恒 为 堆 的 雅 可 比 场 1 ， 它 在 p 和 9g 点 为 零 . 这 时 也 说 站 ，9 为 测 地 线 y(4) 上 的 
一 对 共 斩 点 (conjugate points)， 人 例如， 图 7-13 所 示 的 2 维 球面 上 的 南 、 北 极点 s 
和 nn 就 是 从 5s 到 nn 的 测 地 线 y ( 半 个 大 圆 ) 上 的 一 对 共 罗 点 . 不 难 接 受 如 下 直观 说 法 : 
p,q EY 是 共 斩 点 对 , 若 存 在 从 p 到 gq 的、 与 7 无限 令 近 而 又 不 同 于 7 的 测 地 线 ( 例 
如 图 中 的 y ).“ 若 ” 字 之 后 的 条 件 的 准确 含义 是 : 存在 从 p 到 9g 的 单 参 测 地 线 族 ， 
其 中 一 条 是 y . 上述 逻辑 关系 可 明确 表 为 : 

存在 从 刀 到 9g 的 、 与 /无 限 邻 近 而 又 不 同 于 7 的 测 地 线 

人 存在 从 pp 到 9g 的 单 参 测 地 线 族 ， 其 中 一 条 是 y. 
二 > p,q EY 是 共 斩 点 对 会 yy 上 存在 不 恒 为 零 的 雅 可 比 场 , 它 在 p 和 9g 点 


nt) hs(T) 


图 7-12 7” 和 7 描述 同一 分 离 情况 图 7-13 s 和 nn 是 一 对 共 罗 点 ,，s 和 d 不 是 
这 一 逻辑 关系 有 助 于 洪 清 两 个 微妙 问题 ， 下 面 用 问答 方式 讲述 (约定 y 是 测 地 线 ). 

问 设 p,qey 是 共 罗 点 对 , 是 否 一 定 存 在 从 Dp 到 9g 的、 与 Y 无 限 邻 近 而 又 不 
同 于 y 的 测 地 线 ? 

答 否 . 因为 上 述 逻 辑 关 系 中 的 之 不 能 改 为 仿 . 的 确 存 在 这 样 的 情况 ， 其 
中 p,q ey 共 力 ， 但 就 是 找 不 到 从 疡 到 9 的、 与 7 无限 邻 近 而 又 不 同 于 7 的 测 地 线 
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( 略 ). 

问 ” 设 存在 一 条 过 p,qgey 而 又 不 同 于 y 的 测 地 线 y”， 可 否 肯 定 p,，g 共 圈 ? 

答 否 . 因为 只 存在 y" 不 足以 保证 p，9 之 间 存 在 单 参 测 地 线 族 ， 其 中 一 条 
是 Y. 反例 : 把 图 7-13 的 大 圆 狐 7y 延长 至 @ 点 ， 把 所 得 的 大 半 个 大 圆 弧 记 作 六 ， 
则 ,de7 ， 而 且 存在 一 条 过 s,，d 而 又 不 同 于 了 的 测 地 线 y" (小 半 个 大 圆 狐 )， 但 
5,d EY 不 是 共 罗 点 对 ， 因 为 (直观 地 说 ) 不 存在 联结 s,，d 的 与 了 “无 限 邻 近 ” 的 测 
地 线 (y" 当然 不 令 近 )， 或 者 (准确 地 说 ) 不 存在 满足 要 求 的 雅 可 比 场 1?. 

共 斩 点 对 在 线 长 问题 上 的 重要 意义 见 83.3， 其 在 奇 性 定理 证 明 中 的 作用 见 
Wald(1984)P.223~233. [选读 7-6-3 完 ] 


$7.7 爱 因 斯 坦 场 方程 


既然 物质 分 布 产生 引力 ， 而 引力 表现 为 时 空 弯曲 ， 一 个 自然 的 猜想 是 时 空 曲 
率 要 受 物质 分 布 的 影响 .物质 分 布 由 能 动 张 量 To 描写 ， 因 此 应 存在 一 个 把 时 空 
曲率 与 Tu 相 联系 的 方程 .考虑 到 牛顿 引力 论 应 是 广义 相对 论 的 弱 场 低速 近似 ， 
测 地 侦 离 方程 (7-6-8) 与 牛顿 引力 论 的 潮汐 力 表达 式 (7-6-D) 的 对 比 提供 了 寻求 (猜测 ) 
这 个 方程 的 重要 线索 .由 于 式 (7-6-8) 的 a 是 用 w 而 非 和 2 定义 的 ， 为 便于 对 比 ， 
应 把 式 (7-6-D) 的 4 改 为 w . 设 {z ]} 为 3 维 欧 氏 空间 的 笛 卡 儿 系 , 则 式 (7-6-D 可 写成 


UU 二 4 | 一 一 一 | 一 下 WW | 
Ox Ox: ) dt ox: Bx’ \ Ox 
有 | 路 |--waaz 


这 是 按 牛 顿 引力 论 得 出 的 潮汐 加 速度 , 应 是 按 广义 相对 论 求 得 的 a 的 近似 . 因此 ， 
上 式 与 式 (7-6-8) 的 对 比 上 暗示 如 下 对 应 关系 : 
Ra ZZ 0,0°¢. (7-7-1) 
上 指标 c 与 下 指标 b 缩 并 得 
Rpa ZZ O00G=V p=4np=4nT,2°721, 

其 中 V*p=4np 是 牛顿 引力 论 中 的 泊 松 方程 ， 最 后 一 步 用 到 86.4 开头 第 3 点 的 (a) 
(把 该 式 的 A 改 为 Pp)， 以 上 对 应 关系 使 我 们 希望 下 式 成 立 : 

R22 SART Zs (7-7-2) 


满足 上 式 的 最 简单 假设 为 
R,, = 4nT,. (7-7-3) 


a 


事实 上 ， 爱 因 斯 坦 最 初 就 是 这 样 假设 并 公开 发 表 的 . 然而， 由 $6.4 可 知 能 动 张 量 
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Tw 满足 9"7,, =0 ， 利 用 87.2 的 最 小 蔡 换 法 则 便 有 V“T = 0 ， 故 式 (7-7-3) 导 致 

V°R,, =0,， (7-7-3") 
而 这 将 导致 物理 上 难以 接受 的 推论 ， 由 比 安 基 恒等式 Vi,R,y =0 缩 并 得 
ViaRooa” =0， 因 而 

0=V,Rooa +VoRapa +VoRoagd =VoRoc 一 VoRid + VoRoa, 
用 度 规 把 下 指标 4 上 升 并 与 下 指标 b 缩 并 得 
0=V,R“-VR+VIR” =2V°R, -VR, 
所 以 式 (7-7-3') 要 求 
V.R=0. (7-7-4) 
这 是 式 (7-7-3) 给 Re 强加 的 额外 条 件 . 为 说 明 这 一 条 件 的 不 可 接受 性 ， 令 
T= g~T,, ， 用 度 规 把 式 (7-7-3) 的 下 指标 b 上 升 并 与 下 指标 a 缩 并 得 R= 4r7 . 故 
式 (7-7-4) 导 致 V.T =0, 即 了 在 整个 物质 场 中 为 常数 . 以 理想 流体 为 例 , 由 式 (6-5-1) 
(把 式 中 的 4 改 为 p ) 得 
T=T" =DOULUI +p(6° +UU")=-p+3p, 

在 牛顿 近似 下 有 p>>p, 故 7 兰 -CD , 因而 7 为 常数 意味 着 能 量 密度 p 在 整个 流体 
场 中 为 常数 . 这 与 物理 上 知道 的 理想 流体 的 情况 显然 不 符 。 所 以 式 (7-7-3) 必 须 修 
改 . 问题 出 在 VT =0 而 VY* Rs 不 应 为 等， 如果 能 够 找到 一 个 (0，2) 型 对 称 张 量 
Ga, 它 既 自动 满足 VY“G,, =0 ,又 能 在 代替 Rw, 写成 类 似 于 式 (7-7-3) 的 等 式 后 仍 导 
致 式 (7-7-2)， 困 难 便 可 克服 . 爱 因 斯 坦 果然 找到 了 这 一 张 量 ( 故 称 爱 因 斯 坦 张 量 ， 
见 $3.4 定义 3 及 定理 3-4-8.)， 即 


G,, =R,,— =R gp VG,=0, (7-7-5) 
他 用 方程 Co = 8xT 代 蔡 式 (7-7-3)， 亦 即 假定 
R -3R gp = BnT,. \ (7-7-6) 


方程 (7-7-6) 既 与 V*Tw =0 相 容 ， 又 可 在 牛顿 近似 下 (Ts -p ) 回 到 我 们 希望 的 式 
(7-7-2)， 首 先 ， 由 式 (7-7-6) 得 8rTe = Ra - 55°R -R-2R=-R, 即 


R=— 8T7 ， (7-7-7) 
可 见 式 (7-7-6) 导 致 


从 而 


224 ， 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 
R,2°2Z° =8n(T,,2°2? — 5 gpZ" ZT)=8n(p+ 37) 


887 (p-7p) =4np =4nT,2°2". 


而 这 正 是 式 (7-7-2)， 于 是 爱 因 斯 坦 把 式 (7-7-6) 作 为 描述 时 空 曲率 与 物质 场 关 系 的 
方程 ， 并 于 1915 年 11 月 发 表 ， 后 人 称 之 为 爱 因 斯 坦 场 方程 ， 是 广义 相对 论 的 一 
个 基本 假设 . 

闵 氏 时 空 处 处 有 Rse = 0, 故 Gap = 0, 由 爱 因 斯 坦 方程 知 Ts = 0. 然而 , 没有 
物质 还 有 物理 学 吗 ? 实际 上 ， 狭 义 相对 论 物 理学 研究 各 种 物理 客体 的 运动 及 各 种 
相互 作用 ,但 却 忽略 它们 之 间 的 引力 作用 ， 亦 即 忽略 各 物理 客体 产生 的 引力 场 ， 
因此 时 空 近 似 平 直 . 可 见 狭 义 相 对 论 物 理学 是 广义 相对 论 物理 学 在 引力 (时 空 曲率 ) 
可 忽略 时 的 近似 ， 只 要 引力 不 可 和 忽略， 时 空 就 不 能 近似 看 作 平 直 ， 原 则 上 就 不 能 
使 用 狭义 相对 论 . 

Tap =0 是 一 类 重要 的 特殊 情况 ， 这 时 的 爱 因 斯 坦 方程 成 为 


R,, — = Rg =0， (7-7-8) 


叫做 真空 爱 因 斯 坦 方程 . 选 定 坐标 系 后 , 里 奇 张 量 的 分 量 R,, 可 由 度 规 分 量 8 及 
其 偏 导数 (直至 2 阶 ) 表 出 [ 见 式 (3-4-21)], 而 且 R， 对 8 的 依赖 关系 是 高 度 非 线性 
的 .2 所 以 式 (7-7-8) 可 看 作 关 于 未 知 函数 组 g,, 的 一 组 非 线性 2 阶 偏 微 分 方程 ， 每 


个 解 gw 就 是 一 个 真空 度 规 ， 闵 氏 度 规 自然 是 方程 (7-7-8) 的 解 ， 但 方程 (7-7-8) 的 解 
却 可 以 是 弯曲 度 规 ， 一 个 重要 例子 是 施 瓦 西 在 爱 因 斯 坦 方程 发 表 不 到 一 年 后 找到 
的 真空 度 规 ， 详 见 88.3 和 第 9 章 . 

不 难 证 明 Ts = 0 时 标量 曲率 R 为 零 ， 因 而 真空 爱 因 斯 坦 方程 (7-7-8) 可 简化 为 

Rp = 0， (7-7-87) 
这 表明 真空 度 规 (真空 爱 因 斯 坦 方程 的 解 ) gw 的 黎 曼 张 量 等 于 其 外 尔 张 量 ( 见 83.4 
定义 2)， 一 般 非 零 . 

T,, #0 的 式 (7-7-6) 称 为 有 源 爱 因 斯 坦 方 程 ， 它 很 像 闵 氏 时 空中 的 有 源 麦 氏 方 
程 ,但 有 一 个 重要 区 别 . 对 于 麦 氏 方程 ， 可 以 在 场 源 (4 电流 密度 玫 ) 指 定 的 前 提 下 
对 未 知 量 Fs 求解 . 看 来 , 对 爱 因 斯 坦 方程 也 可 以 先 指定 Ts (作为 已 知 量 ) 再 求解 未 
知 量 gw， 然 而 这 里 有 一 个 问题 : 在 gs 不 明确 时 Ti 意义 不 明 . 以 压强 为 零 的 理想 
流体 (尘埃 ) 为 例 . 所 谓 给 定 尘 埃 这 一 物质 场 ,就 是 给 定 其 4 速 场 和 固有 密度 场 p. 
尘埃 的 能 动 张 量 T, = pU,U, ,其 中 U, = g.U°. 因 此， 只 要 gu 尚未 明确 ，72 就 意 


@ 具体 地 说 ，G,, 对 8 的 2 阶 导数 的 依赖 是 线性 的 ， 对 8 ,的 1 阶 导数 的 依赖 是 2 次 的 . 更 精 的 是 G， 还 
含有 gu, 的 递 8 (用 于 升 指标 )， 当 表 为 8,, 的 函数 时 就 非常 复杂 . 
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义 不 明 . 再 者 ，4 速 场 rr 应 该 类 时 且 归 一 ， 而 这 两 个 概念 都 涉及 度 规 gw， 在 8ap 
为 未 知 量 时 把 大 看 作 已 知 量 也 说 不 清楚 . 可 见 把 gw 和 Ta 分别 作为 未 知 量 和 已 知 
量 的 做 法 不 妥 . 爱 因 斯 坦 方程 与 麦 氏 方程 的 这 一 区 别 的 根源 是 : 在 麦 氏 理论 中 时 空 
背景 ( 闵 氏 时 空 ) 早 已 约定 ， 给 定 4 电流 矢量 也 就 使 方程 V”Fss = 一 47J 的 右边 
-4rsi 7 成 为 已 知 量 ; 对 爱 因 斯 坦 方程 ， 描 述 时 空 背景 的 8aw 是 待 求 量 ， 它 偏偏 不 
但 出 现在 方程 左边 而 且 出 现在 右边 , 因此 不 能 简单 地 认为 右边 可 作为 已 知 量 事先 给 
定 . 求解 爱 因 斯 坦 方程 时 应 该 把 描述 物质 场 的 量 (对 尘埃 就 是 和 p) 与 gw 一同 作 
为 未 知 量 联 立 求解 .88.4 将 给 出 一 个 求解 实例 ， 那 里 的 物质 场 是 电磁 场 . 

爱 因 斯 坦 方程 的 非 线 性 性 使 赦 加 原理 不 成 立 ， 这 会 导致 诸多 后 果 . 例如 , 方 
程 的 两 个 解 之 和 并 非 方程 的 解 。 这 是 与 麦 氏 方程 的 又 一 重大 区 别 . 

爱 因 斯 坦 张 量 满足 VY“G。w =0 [ 见 式 (7-7-3]， 因 此 爱 因 斯 坦 方程 草 合 Y Tw 
=0 ， 这 一 方程 包含 着 关于 物质 运动 的 大 量 信息 .事实 上 ， 对 理想 流体 ， 它 就 是 
物质 场 的 运动 方程 (参见 86.53)， 对 压强 为 零 的 理想 流体 ， 即 尘埃 ,由 Y Tu =0 可 
知 尘 埃 粒 子 的 世界 线 为 测 地 线 [ 参 见 式 (6-5-8) 及 其 后 的 几 句 话 ]. 这 一 结论 还 可 推广 
至 任何 自 引 力 足够 弱 的 足够 小 的 物体 [Fock(1939); Geroch and Jang(1975)]， 可 克 ， 
$7.1 关于 自由 粒子 世界 线 为 测 地 线 的 假设 不 再 是 独立 假设 . 


87.8 线性 近似 和 和 牛顿 极限 
7.8.1 线性 近似 [线性 引力 论 (linearized theory of gravity)] 


爱 因 斯 坦 场 方程 的 非 线性 性 给 求解 以 及 整个 广义 相对 论 带 来 许多 困难 .在 大 
多 数 情况 下 引力 场 很 弱 ， 这 时 可 用 近似 处 理 把 场 方程 变 为 线性 方程 ， 从 而 使 问题 
大 为 简化 ， 在 4 维 语言 中 ， 弱 引力 场 意味 着 时 空 度 规 ga 接近 闵 氏 度 规 wap， 用 下 
式 定 义 jop: 

Bab = Wap + Yap? (7-8-1) 

则 yx,。“ 很 小 ”， 其 含义 是 ys 在 1 的 某 个 洛 伦 兹 坐标 系 的 分 量 满足 1yj,1<<1 ， 
以 致 7 的 2 阶 和 高 阶 项 都 可 忽略 . 这 一 近似 条 件 使 yo 可 被 当 作 闵 氏 时 空中 的 未 
种 物理 场 (类 似 于 电磁 场 ) 来 处 理 . 它 和 一 般 物理 场 的 区 别 在 于 它 与 7me 之 和 就 是 时 
空 度 规 go, 从 这 一 角度 来 说 (加 之 ys“ 很 小 ”), 7 又 可 看 作对 7u 的 一 种 微 扰 . 为 
了 方便 和 避免 混淆 ， 我 们 约定 张 量 的 指标 升降 一 律 用 w“ 和 ws (而 不 是 8 和 gos) 
进行 ， 只 有 一 个 例外 ， 那 就 是 8“， 它 仍 代表 8 的 道 而 不 是 7 7“ gu ， 在 线性 近 
似 下 由 式 (7-8-1) 不 难得 知 


Q@ 在 线性 引力 论 中 通常 只 讨论 背景 流 形 为 R* 的 时 空 ， 即 (R*，gap)， 因 此 闵 氏 度 规 ww 有 意义 . 
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gs = 7 a N 0 ， (7-8-2) 
因为 由 此 可 得 8g” gs. = 6 -0 的 2 阶 项 ). 设 9, 和 VV 分别 是 与 n, 和 gww 适 配 的 导 
数 算 符 ， 则 由 式 (3-2-10) 知 ga 在 洛 伦 兹 系 的 克 氏 符 ( 亦 即 0 与 V 之 “ 差 ”) 为 


C 1 C 
《ww 二 8 (8g +0,8ag 一 0578)， (7-8-3) 
把 式 (7-8-1) 和 (7-8-2) 代 入 上 式 且 只 保留 ys 的 1 阶 项 得 
c _l1. 
TW ab -27 “ (Oypg + Opy og 一 0 7 ) ， (7-8-4) 


利用 六 “本 身 为 1 阶 小 这 一 性 质 ， 把 上 式 代入 式 (3-4-20) 可 得 gw 的 ( 降 指标 ) 黎 
曼 张 量 的 1 阶 近似 ( 称 为 线性 黎 曼 张 量 ) 


RO = 0a0[aYcy 一 OpOraYeja ; (7-8-5) 
用 7” 对 上 式 升 指标 后 缩 并 可 得 gw 的 里 奇 张 量 的 1 阶 近似 (线性 里 奇 张 量 ) 
Rp =0°0(, yy. —10°0.y,, — 10,0,y ， (7-8-6) 


其 中 y=y” =72 7 .由 此 易 得 爱 因 斯 坦 张 量 的 1 阶 近似 ( 称 为 线性 爱 因 斯 坦 张 量 ) 
1 1 _ 1 1 
GD = RO WA = O°0(py ye -=0 Oy -了 0oBo7 WG Oy —0°0.7). 


(7-8-7) 
于 是 
c 1 ~ 1 ] c c 
9 O(aYpye 9 Ocyap “FOa0p7 ~ 3110 (9 O° yoa 下 Oc7) 87T,, (7-8-8) 


称 为 线性 爱 因 斯 坦 方程 (linearized Einstein equation)， 令 


1 
Yab = Ld ” (7-8-9) 
则 线性 爱 因 斯 坦 方程 又 简化 为 
70°07 十 0 OVoye 一 7000"0" 7 = 8TT7 ，. (7-8-8") 


用 3"=w”0。 作 用 于 上 式 左边 , 结果 为 零 ,可 见 上 式 保证 WT,, =0， 这 有 重要 物理 
意义 ， 它 表明 线性 引力 论 中 的 能 动 张 量 的 散 度 为 零 ， 从 而 保证 能 量 、 动 量 、 角 动 
量 等 守恒 律 在 线性 引力 论 (作为 一 种 物理 理论 ) 中 也 成 立 . 
式 (7-8-8”) 还 可 简化 ， 为 此 先 复习 一 个 很 有 启发 性 的 例子 . 闵 氏 时 空 的 麦 氏 方 
程 0 Fs = 一 4nJ 可 用 电磁 4 势 A。 表 为 [ 见 式 (6-6-30)] 
O°0,A, —0,0°A, =— 47], . (7-8-10) 
设 X 为 任 一 标量 场 ， 则 As 的 如 下 变换 
A, =A,+0,7 (7-8-11) 
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叫 规范 变换 ， 因 为 4. 与 A。 对 应 着 相同 的 Fop. 选择 洛 伦 兹 规范 
0°A, =0， (7-8-12) 
则 式 (7-8-10) 简 化 为 
0°0,A, =— 4rj (7-8-13) 
在 线性 引力 论 中 也 存在 十 分 类 似 的 规范 自由 性 ， 设 2 是 任意 无 限 小 矢量 场 (“ 无 
限 小 ”是 指 6 的 分 量 E* 足够 小 ， 以 致 其 自我 乘积 或 与 /的 乘积 都 可 看 作 2 阶 量 
而 上 略 去 ，)，ys 的 如 下 变换 
Yap = Yap + Ou6p + Opo, (7-8-14) 
叫 线性 引力 论 的 规范 变换 ， 因 为 由 0 同 2 的 可 交换 性 不 难 验证 1+, 与 
mab + yap 有 相同 的 线性 黎 曼 张 量 . Rb 的 不 变性 导致 RD 和 GY 的 不 变性 ， 因 此 ， 
奉 Ya 是 线性 爱 因 斯 坦 方程 (7-8-8) 的 解 ， 则 也是， 规范 不 变性 使 我 们 可 从 众多 
等 价 的 yo 中选 一 适当 者 ( 即 选 适当 规范 ) 来 简化 线性 爱 因 斯 坦 方程 (7-8-8). 仿照 4。 


选择 洛 伦 效 规 范 (7-8-12) 的 做 法 ， 下 面 将 证 明 在 等 价 类 中 存在 一 个 子 类 ,其 中 任 一 
/ 对 应 的 Yap 满足 下 式 . 


0”7s =0  ( 称 为 线性 引力 论 的 洛 伦 兹 规范 条 件 ). (7-8-15) 
由 上 式 可 知 这 类 7 的 线性 爱 因 斯 坦 方 程 (7-8-8”) 右 边 第 二 、 三 项 为 零 , 于 是 简化 为 
0°0.7, =—16nT,, (7-8-16) 


与 式 (7-8-13) 十 分 相似 ! 下 面 补 证 式 (7-8-15) 总 可 通过 选择 6 得 到 满足 ， 设 元 ,不满 
足 式 (7-8-15)， 和 欲 选 上 使 由 式 (7-8-14) 决 定 的 六, 对 应 的 
~ 1 Ps 
/二 op (y=7 °F ) 
满足 式 (7-8-15)， 由 式 (7-8-14) 出 发 的 简单 计算 表明 3? 元 ， = 7 + 50,6, ， 因 此 ， 
只 要 选 乞 满足 
O°0,E, =— OF, , (7-8-17) 
便 能 保证 97,, =0. 满足 式 (7-8-17) 的 上 必定 存在 ， 因 为 在 惯性 坐标 系 中 写 为 分 量 
OE G6 OE 5, 
形式 后 就 是 如 下 的 熟知 方程 : 人 站 + 一 ee - OV 在 二 Yuv 给 定 
后 ， 其 解 不 但 存在 ， 而 且 很 多 . 
[选读 7-8-1] 
正文 中 用 主动 语言 介绍 了 线性 引力 论 的 规范 变换 ， 在 被 动 语言 中 ， 这 一 变换 
种 如 下 的 无 限 小 坐标 变换 ， 
X =X  —6" (x) (括号 中 的 x 是 x 的 简写 )， (7-8-18) 
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其 中 E?(X) 是 四 个 无 限 小 (任意 小 ) 的 任意 函数 . 详 见 Misner et al.(1973)P.439-440. 

前 面 从 式 (7-8-3) 推 得 式 (7-8-4) 时 忽略 了 诸如 yO yo 的 项 ,理由 是 y“ 和 9 yyy 
都 为 1 阶 小 ， 因 而 两 者 乘积 为 2 阶 小 ， 然 而 ， 为 什么 y% 是 1 阶 小 能 保证 07, 也 
是 1 阶 小 ? 先 考虑 函数 f(x)=xcosx. 设 x 为 小 量 ,， 则 f(x) 为 1 阶 小 ， 但 
df/dx=cosx 一 XsinxX~cosx 却 不 是 1 阶 小 量 . 于 是 式 (7-8-4) 似 乎 成 了 问题 . 下 面 
说 明 这 一 问题 其 实 并 不 存在 . 

因为 8m 是 爱 因 斯 坦 方程 G=8rT7T， 的 一 个 确定 解 (“ 死 ”的 )， 所 以 
Yab = 8ab 一 ?ab 是 一 个 确定 的 度 规 . 由 于 它 的 分 量 满足 1y,j,1<<1 ， 可 以 说 它 “ 很 
~”. 但 既然 它 是 确定 的 ， 就 不 能 说 它 无 限 小 (无 限 小 涉及 变化 趋势 )， 为 使 “1 阶 
小 ”、“2 阶 小 ”的 提 法 更 为 合法 ， 可 以 考虑 一 个 单 参 度 规 族 (one-parameter family 
of metrics) gap(s) (其 中 s 代表 参数 )， 满 足 8op(0) =1122 . 令 


| 
Hap = dgap /dl -o=lm-Lgwo(s) 一 7op]， 
3 一 >0 9 


则 gp(s)=7, + sHsp +O(s’). (7-8-19) 
令 1] (9) 三 SU 二 O(C ) ， (7-8-20) 
则 gap(s)=70, + yap(s). (7-8-21) 


式 (7-8-1) 中 的 gap 和 Ys 是“ 死 ” 的， 现在 的 gap(s) 和 yp(s) 是 “ 活 ” 的， 它们 随 s 
而 变 . 式 (7-8-1) 的 Yo“ 很 小 "对 应 于 式 (7-8-21) 的 yas(5) 在 5 很 小 时 “很 小 "( 即 s <<1 
时 sljwv1<<1). 与 前 面 关于 f(x)=Xxcosx 的 讨论 的 区 别 在 于 O06ypa 是 对 时 空 坐标 
求 导 而 不 是 对 小 量 参 数 s 求 寻 ( 求 导 时 5 不 变 )， 故 由 Yopa ~ SUpaqa 有 Osypaq ~ SOa Mpa ， 
从 而 Oypa ~O(s)， 即 O06ypa 为 1 阶 小 . 

[选读 7-8-1 完 ] 


7.8.2 ”牛顿 极限 


本 小 节 证 明 牛 顿 引力 论 可 以 看 作 广 义 相 对 论 在 弱 场 低速 条 件 下 的 极限 情 
况 . 先 对 “ 弱 场 低速 条 件 ” 做 一 解释 .以 地 球 周围 的 引力 场 为 例 ， 它 相应 于 一 个 
略微 弯曲 的 度 规 场 86 = +Yos， 其 中 ys 是 “小 量 '. 在 图 7-14 中 , E 和 DD 分 
别 代表 地 球 和 地 面 大 炮 发 出 的 炮弹 的 世界 线 (两 者 的 相对 速率 xp <<1), bk 代表 宇 
宙 射 线 中 某 “ 高 速 ”k 子 的 世界 线 . “高 速 ”是 地 球 观 者 的 看 法 ，k 子 则 认为 目 
己 不 动 而 E 在 高 速 运动 ， 总 之 是 两 者 的 相对 速率 大 到 接近 光速 (ue 1)， 作 为 平 
直 度 规 场 ，n,, 有 许多 惯性 坐标 系 , 例如 以 EE 的 世界 线 为 一 条 t 坐标 线 的 惯性 系 {1 
x} 和 以 的 世界 线 为 一 条 rt 坐标 线 的 惯性 系 {r, x"} , 两 者 之 间 差 一 个 伪 转 动 . 地 
球 、 炮 弹 以 及 汽车 、 飞 机 等 相对 于 {t,x} 系 的 3 速率 都 很 小 , 而 相对 于 {t,x"} 系 
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的 3 速率 都 很 大 . “ 弱 场 低速 极限 ”应 理解 为 : 存在 7 的 
惯性 坐标 系 (对 上 例 是 指 {t,x}), 其 中 所 有 关心 的 物体 的 坐 
标 速率 都 很 小 于 1 (因此 不 能 用 牛顿 理论 在 {tf, x } 系 中 讨 
论 涉及 H 子 的 问题 )， 而 且 17y 1=18jy 一 7 1<<1. 

具体 地 说 ，“ 弱 场 低 速 ” 条 件 保 证 存在 使 
yop = 8ap 一 1 为 “小 量 ”， 而 且 存 在 7 的 惯性 坐标 系 {1 
x , 满足 : 

(1) 引力 场 源 的 能 动 张 量 To 在 该 系 可 表 为 图 7-14 地 球 E、 炮 弹 D 

Ty 3 p(dt), (dt),; (7-8-22) 和 4 了 于 的 世界 线 

就 是 说 ，7T 在 该 系 中 只 有 时 -时 分 量 Too (时 - 空 分 量 To 为 
零 是 因 物 体 速度 很 小 导致 动量 密度 很 小 ; 空 - 空 分 量 ;为 零 表 明 3 维 应 力 与 质量 
密度 相 较 可 忽略 , 例如 地 心 的 压强 p 只 有 密度 p 的 10” 倍 .). 可见， 虽然 在 广义 
相对 论 中 物质 场 的 能 动 张 量 Tu 的 各 个 分 量 对 时 空 弯曲 都 有 贡献 ， 但 在 牛顿 引力 
论 中 (正如 人 们 早已 知道 的 那样 )， 只 有 质量 密度 p 才 对 引力 场 有 所 贡献 . 

(2) (a) 引力 场 源 低速 运动 导致 时 空 几何 缓慢 变化 ， 故 97,,19t 可 忽略 ; 

(b) 物体 低速 运动 导致 其 4 速 近似 等 于 {t,x} 系 的 观 者 的 4 速 Z” 

[=(9/07)*] ， 即 UV 2°. 

洛 伦 兹 规范 下 的 线性 爱 因 斯 坦 方程 (7-8-16) 在 上 述 近 似 下 可 用 下 法 化 简 : 

式 (7-8-16) 左 边 的 分 量 =0”0,7,, =0°907,, +0'0;7,, 0'0;7y =V 7 ， 
其 中 第 三 步 用 到 近似 条 件 (2)，V? 是 3 维 坐 标 系 {x} 的 导数 算 符 V 的 平方 .而 由 近 
似 条 件 (1) 可 知 式 (7-8-16) 右 边 的 分 量 当 =v=0 时 -16np ， 其 他 分 量 为 零 ， 即 


h 


V’7% =—16np,， (7-8-23) 
V’7, =0， (7-8-24) 
V27, =0. (7-8-24") 


方程 (7-8-24) 及 (7-8-24') 在 无 限 远 表现 良好 的 唯一 解 元 ; 及 元 为 常数 ,而 借助 一 个 规 
范 变换 又 可 把 这 常数 变 为 零 ， 所 以 元 ,的 唯一 非 零 分 量 为 ma ， 它 满足 方程 
(7-8-23). 令 


se 7 7% (7-8-25) 
并 把 人 解释 为 牛顿 引力 势 ， 则 方程 (7-8-23) 便 成 为 牛顿 引力 论 中 熟知 的 油 松 方程 : 
V6=4np. (7-8-26) 


yw 的 唯一 非 零 分 量 为 7oo 的 结论 也 可 用 张 量 等 式 表 为 
Yap = Yoo(dt), (dt), =—4¢ (dt), (dt),. (7-8-27) 


. 230 . 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 
于 是 
7 =7" 7 = NH0n (dt), (dt), = 一 元， =46. (7-8-28) 
1 ， 四 
而 由 yo = 7 Wd /2 得 zy=712 7 = 17 + Mopy /2=7 +27 ， 故 yy =--7， 
因而 


/ap = Yap -37 : (7-8-29) 
借用 式 (7-8-27)、(7-8-28) 可 把 上 式 改 写 为 
yap = 一 由 4(d1) (dt), +27,]. (7-8-30) 
在 上 述 基 础 上 就 可 导出 牛顿 近似 下 的 质点 运动 方程 . 设 质点 除 引 力 外 不 受 力 ， 
则 从 广义 相对 论 角度 看 来 它 的 世界 线 应 为 测 地 线 , 在 7 的 惯性 坐标 系 中 的 方程 为 
dx jy dx dxc 


十 0 7-8-31 
dz? vo dr dr ( ) 


其 中 > 是 质点 的 固有 时 .和 牛顿 近似 下 质点 4 速 VY 所 满足 的 条 件 V"s Z? 保证 
tt1( 固 有 时 近似 等 于 坐标 时 ) 及 w = dx'/dt = 0(3 速 近似 为 零 )， 故 U"” =dx"/dt 近 


2 

I (7-8-32) 

dr” 
由 式 (7- 8-4) 可 求 得 [ 略 去 右上 方 的 (1)] 

10 
Tw -7 ~ (yo0.0 + Yoo0.0 — yoo0) =-7 0， 
1 ; 1 0 

Tw = (yj00 + Yoj.0 — Yoo,] = -70700 = et i=1, 2, 3, (7-8-33) 
(其 中 第 二 步 是 由 于 yjo = Fj0 toy =0.) 故 式 (7-8-32) 在 44=0 时 给 出 恒等式 ， 
在 J=i 时 给 出 上 人 -2 (i=1, 2, 3)， 再 由 式 (7-8-29) 、 (7-8-28) 得 


oo = 700/12= 一 24 ,代入 上 式 , 注 意 到 式 (7-8-25), 得 dxi/dt? =-0616xi. 而 dzxi/ dr? 


是 质点 相对 于 惯性 坐标 系 {t,x} 的 3 加速 a 的 i 分 量 ， 故 上 式 可 表 为 3 矢量 等 式 
d=-Vy. (7-8-34) 


这 正 是 牛顿 引力 论 中 只 受 引 力 的 质点 的 运动 方程 。 式 (7-8-26) 和 (7-8-34) 是 牛顿 引 
力 论 的 基本 方程 ， 可 见 牛 顿 引 力 论 可 看 作 广 义 相 对 论 的 弱 场 低速 极限 . 由 


1 1 
一 7-8-35 
$ 4’% 7 /00 ( ) 
得 go =700+Yoo = 一 (1+2G) ,或 
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人 = -7 + 8o0). (7-8-36) 


这 反映 牛顿 近似 下 度 规 分 量 go 同 牛顿 引力 势 的 密切 联系 ， 再 以 图 7-10 的 小 球 1， 
2 为 例 ， 选 因 的 惯性 系 {z x, y, z] 使 z 轴 竖 直 向 上 ， 则 式 (7-6-8) 中 的 Ze = (3/80)? 
注意 到 式 (7-6-7), 可 把 式 (7-6-8) 改 写 为 4° = Roo ,其 z 分 量 为 人 = 一 Roo0X: (不 
对 z 求 和 )， 在 牛顿 近似 中 对 + 的 导数 可 忽略 ， 故 由 式 (7-8-5) 得 Ro, = 


70°yo0/07? =0°G/9z? =d*G/dr”, 因而 6 =--(d2G/dr?)4 ,与 式 (7-6-2) 一 致 . 这 


是 如 下 结论 的 一 个 验证 ; 广义 相对 论 中 由 曲率 张 量 按 式 (7-6-8) 决 定 的 潮汐 加 速度 
在 弱 场 低速 近似 下 回 到 牛顿 力学 按 式 (7-6-2) 决 定 的 潮汐 加 速度 . 


$7.9 引力 辐射 


引力 场 同 电磁 场 的 相似 之 处 使 人 期 望 广义 相对 论 存在 与 电磁 辐射 类 似 的 引力 
辐射 ， 事实 上 ， 爱 因 斯 坦 方程 存在 以 光速 传播 的 波动 解 一 事 从 广义 相对 论 诞生 不 久 
就 已 为 人 所 知 ， 然 而 在 相当 一 段 时 间 内 引力 波 的 真实 性 一 直 受 到 怀疑 . Eddington 
在 1922 年 提出 如 下 疑问 : 引力 波 解 可 能 只 代表 时 空 坐标 的 波动 , 因而 没有 观测 效 
应 .情况 从 20 世纪 50 年 代 开 始 出 现 转 机 . Bondi 及 其 合作 者 们 借用 不 依赖 于 坐 
标 系 的 手法 证 明 引 力 波 的 确 携带 能 量 、 动 量 以 及 系统 在 发 射 引力 波 时 质量 必然 减 
小 ， 使 引力 辐射 的 物理 真实 性 及 其 可 观测 性 逐渐 被 普遍 接受 . 

我 们 先 在 线性 引力 近似 下 对 引力 辐射 问题 做 一 简要 讨论 . 由 7.8.1 小 节 可 知 真 
空 爱 因 斯 坦 方 程 的 线性 近似 为 

0°0 7,, =—16nT, ， (7-9-1) 

其 中 元 "满足 洛 伦 效 规范 条 件 
0“ 万 ， =0. (7-9-2) 
上 述 规范 条 件 是 受 电磁 场 的 洛 伦 效 规范 3“4, =0 启 发 而 得 的 . 然而 , 条 件 9*4, =0 
并 未 把 4. 完全 确定 ， 因 为 如 果 令 4. = A +0,x ， 其 中 Y 满 足 8"8Y =0， 则 多 也 
满足 党 伦 兹 条 件 9h, =0. 在 讨论 电磁 辐射 时 可 以 利用 这 一 剩余 规范 自由 性 来 选 
择 妨 使 其 在 某 惯性 系 {x" = x'} 中 的 为 在 无 源 (J*=0) 区 为 零 .具体 做 法 如 下 : 
设 4 是 满足 34 =0 的 任 一 4 势 ， 其 分 量 为 (4, 6). 设 瑟 是 上 = 加 的 超 曲面 ， 对 
色 的 初 值 X | 及 0X/01 提出 如 下 要 求 : 


中 实际 上 只 能 在 无 源 区 的 这 样 一 些 点 (例如 p) 上 做 到 4 =0 :过 p 的 光 锥 在 Pp 和 甩 之 间 的 部 分 都 在 无 源 区 中 . 
后 面 说 到 线性 引力 论 中 的 无 源 区 时 指 的 也 是 这 个 意思 . 
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VY ls =-V.a ls ， (7-9-3) 
[a1;, 给 定 后 Var 为 称 上 的 已 知 函 数 ， 互 上 满足 方程 (7-9-3) 的 函数 存在 且 很 
多 .] 

az/8f =—Ao ls, . ~ (7-9-4) 
令 X 为 方程 090,x =0 在 初始 条 件 式 (7-9-3)、(7-9-4) 下 的 解 (方程 930s。x =0 在 任意 
指定 初 值 zl 和 6x/3tl;, 下 的 解 的 存在 唯一 性 早已 在 数学 上 证 明 )， 我 们 来 证 明 由 
YX 和 4 按照 和 =4+8 构造 的 和 在 无 源 区 果然 满足 ho0=0 .首先 ， 由 

= A +04x 可 知 4 满足 


0°0 .As =0°0,Ay +000°0,.X =0°0,Ah, =— 477o,， (7-9-5) 
15,=hols+9x/9tls,=0 [其 中 第 二 步 用 到 式 (7-9-4)]， (7-9-6) 
OA /01tls, = 0A0/0tls, +0° x/0t 1s = Vdls, +V’xls,=0. (7-9-7) 


[其 中 第 三 步 用 到 式 (7-9-3) ， 第 二 步 是 由 于 0=8“4, =-040/91:1+V.a 导致 
040/9t1=V.a 以 及 0=00,XY= 一 XY/0t2 +V2Y 导致 字 Y/91* =V*Y .] 对 无 源 电 
磁场 ， 式 (7-9-5) 成 为 89.4 =0 ,而 此 方程 满足 初始 条 件 式 (7-9-6)、(7-9-7) 的 唯一 
解 是 40 =0 .可 见 是 既 满 足 洛 伦 兹 条 件 04; =0 又 满足 4 =0 的 规范 , 这 称 为 辐 
射 规范 (radiation gauge)， 线 性 引力 论 的 情况 与 此 非常 类 似 : 洛 伦 效 规范 条 件 式 
(7-9-2) 并 未 把 元 完全 确定 ， 因 为 如 果 令 

Yab = Yap 十 9 十 055 ， (7-9-8) 
其 中 满足 

0'0,€, =0， (7-9-9) 

则 交 也 满足 方程 (7-9-1) 和 条 件 式 (7-9-2). 仿照 电 磁场 的 做 法 ， 可 以 利用 这 一 剩余 
规范 自由 性 选择 y’ 使 其 在 某 惯性 系 {x =t, x } 的 分 量 在 无 源 区 (7 =0 ) 满 足 
y=0 ，76; =0，i=1, 2, 3， 为 此 ， 从 满足 式 (7-9-2) 的 任 一 ys 出发， 以 和 & 分 
别 代表 抱 在 该 系 的 时 、 空 分 量 ， 要 求 初 值 铝 芭 ，E 1s, ，940/0tls, ，9&/9ils, 满足 
如 下 方程 : 


2 (V.E -06/0t)ls =— yls, ， (7-9-10) 
2 [—- V6 +V.(0E/01)]s, =—Oy/0tls, ， (7-9-11) 
[(06/01) +(06/0x )]> =— oils,， a (7-9-12) 


A (7-9-13) 


vs 二 i es OYo; 
ot Of 
20 
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令 6 (4=0, 1,， 2, 3) 为 方程 8 95 纪 = 0 在 初始 条 件 式 (7-9-10) ~ (7-9-13) 下 的 解 ， 
则 仿照 电磁 场 的 讨论 不 难 证 明 由 6 = (dx*), 及 yos 按 式 (7-9-8) 构 造 的 ys 在 无 源 
区 既 满足 洛 伦 兹 规范 条 件 0°7 =0 又 满足 X=0 和 yo:=0 , i=1 , 2 , 3 .从 现在 
起 把 满足 上 述 条 件 的 ys 简 记 为 yw. 由 X=0 可 知 Fs = yop ， a 
0“7] =0 与 yo; =0 结 合 导致 


Oyw0/0t=0. (7-9-14) 
从 而 线性 爱 因 斯 坦 方程 (7-9-1) 在 无 源 区 给 
V’y%w =0. (7-9-15) 


如 果 在 全 时 空 都 无 源 ， 则 方程 (7-9-15) 在 无 限 远 表 现 良 好 的 解 就 只 能 是 yo= 党 
数 . 可 以 证 明 ( 习 题 )， 通 过 进一步 的 规范 变换 可 把 jo 变 为 零 ， 同 时 保留 前 面 所 有 
既得 成 果 . 因此 ,在 这 一 新 规范 中 有 y=0，yo; =0 (i=1, 2, 3) 以 及 po=0. 我们 


就 在 这 一 规范 下 讨论 线性 引力 论 的 引力 辐射 单 色 平面 波 是 真空 线性 爱 因 斯 坦 方 
程 0°0.y6s =0 的 最 简单 解 ， 它 可 表 为 (参见 6.6.5 小 节 对 单 色 平面 电磁 波 的 讨论 ) 

yap = Hap Cos(K, x ) ， (7-9-16) 
其 中 Hw 是 对 称 常 张 量 场 (“ 常 ” 是 指 0.8。 =0), 代表 波 的 振幅 , 亦 称 偏振 张 量 ; 
K* 是 常 矢量 场 K(4 波 矢 ) 的 分 量 , 满足 (来 自 0°0.y4s =0) 


K,K* =myK’*K’ =0, : (7.9-17) 
即 KR 是 类 光 矢 量 场 ， 表 明 引 力 波 同 电磁 波 一 样 以 光速 传播 . 把 玉 做 3+1 分 解 : 
K° = (0/01)* + 大 2 ， (7-9-18) 
则 wo 和 大 = 上 2 可 分 别 解释 为 波 的 角 频 率 和 3 波 矢 ， 且 由 式 (7-9-17) 可 知 
0 =K 三 有 (7-9-19) 
式 (7-9-16) 同 洛 伦 兹 条 件 0”y,, =0 结合 得 
H,,K’ =0， u=0,1,2,3, (7-9-20a) 


反映 单 色 平面 引力 波 的 4 维 振幅 Hs 同时 空 传播 方向 KK 正 交 . 式 (7-9-16) 同 yo, =0 
和 y=0 结 合 则 给 出 
H,, =0, v=0,1,2,3 (7-9-20b) 
和 
H=n”H,,=0. (7-9-20c) 
由 ,= Hy 可 知 Ho 至 多 有 10 个 独立 分 量 ， 但 它们 还 受 式 (7-9-20) 的 限制 ， 式 
(7-9-20) 共 含 4+4+1= 9 个 方程 , 但 式 (7-9-20a) 中 的 方程 Ho,K" = 0 是 式 (7-9-20b) 
的 结果 ， 式 (7-9-20) 的 9 个 方程 中 只 有 8 个 独立 . 因此 互 p 只 有 10-8=2 个 独立 分 
量 ， 它 们 在 物理 上 代表 平面 引力 波 的 两 种 独立 偏振 态 ( 偏 振 模式 )， 详 见 选 谈 7-9-1 
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之 末 . 

爱 因 斯 坦 方 程 是 非 线 性 方程 ， 广 义 相 对 论 是 非 线性 理论 ， 虽 然 在 许多 情况 下 
可 用 弱 场 近似 ,但 在 强 引 力 场 情况 下 必须 对 非 线 性 性 给 予 充 分 注意 ， 这 是 引力 波 
与 ( 凡 氏 时 空 的 ) 电 磁 波 的 重要 不 同 ， 麦 氏 方 程 是 线性 方程 ， 欠 加 原理 对 电磁 场 适 
用 ， 同 一 空间 传播 的 两 列 电磁 波 互 不 影响 ， 反 之 ， 一 般 而 言 ， 两 列 引力 波 之 间 存 
在 相互 作用 (散射 )，Penrose，Khan 和 Szekeres 等 对 平面 引力 波 的 碰撞 问题 曾 做 过 
开拓 性 人 研究， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 4Inverno (1992). 

下 面 简介 引力 波 的 发 射 . 先 与 电磁 波 做 一 对 比 ， 如果 系 统 的 带电 粒子 做 变速 
运动 (相对 于 惯性 系 )， 它 便 发 射电 磁 波 .众所周知 ， 对 辐射 场 的 主要 贡献 来 自 电 
偶 极 辐射 ， 其 次 ( 弱 得 多 ) 是 磁 偶 极 辐射 和 电 四 极 辐射 (两 者 量 级 相同 )， 类 似 地 , 在 
牛顿 近似 下 ， 如 果 系 统 的 质点 做 变速 运动 ， 它 便 发 射 引 力 波 ， 与 电 偶 极 矩 对 应 的 
是 质量 偶 极 矩 (mass dipole moment) 


D= >》 mpi;， (7-9-21) 
质点 P 


其 中 mp 和 页 分 别 是 质点 P 的 质量 和 矢 径 ， 上 式 右边 要 对 系统 中 的 所 有 质点 求 
和 .由 于 电 侦 极 辐射 的 强度 正比 于 电 侦 极 矩 对 时 间 的 2 阶 导数 的 平方 ， 可 以 预期 
由 质量 偶 极 矩 贡献 的 引力 辐射 强度 正比 于 部 . 然而 ， 由 式 (7-9-21) 可知 


LV 


引力 波 中 不 含 对 应 于 电 偶 极 辐 射 的 引力 偶 极 辐射 根据 电磁 辐射 理论 ， 磁 偶 极 辐射 
的 强度 正比 于 磁 偶 极 和 矩 对 时 间 的 2 阶 导数 的 平方 .引力 系统 与 磁 偶 极 矩 对 应 的 量 为 
有 = 2，(P 的 矢 径 ) X (P 贡献 的 流 矢量 )= 》 疡 x(mpiz)， 
质点 P 


质点 P 

其 中 i 是 质点 P 了 的 速度 . 上 式 右边 无 非 是 系统 的 总 角 动 量 . 由 角 动 量 守恒 律 可 知 
及 =0 ,因此 引力 波 中 也 不 含 对 应 于 磁 偶 极 辐射 的 引力 偶 极 辐射 . 简 言 之 , 引力 波 
中 不 含 偶 极 辐射 . 只 有 转 而 研究 四 极 辐射 才 会 得 到 非 零 结果 [ 详 见 Misner et al. 
(1973)P.974~978]. 由 于 四 极 辐射 在 量 级 上 小 于 偶 极 辐射 ， 引 力 系 统 发 射 的 引力 波 
在 量 级 上 弱 于 条 件 类 似 的 电磁 系统 发 射 的 电磁 波 . 

一 般 认为 强 引力 波 的 发 射 源 都 同 剧烈 变化 的 天 体 物理 过 程 有 关 ， 例 如 星体 晚 
期 的 急剧 的 非 球 对 称 引 力 场 缩 、 超 新 星 爆发 ( 见 9.3.2 小 节 ) 以 及 活动 星系 核 中 的 
剧烈 扰动 等 。 这 时 引力 场 不 弱 ， 线 性 近似 不 适用 .对 这 些 过 程 的 严格 处 理 必然 涉 
及 在 非 球 对 称 情况 下 求解 非 线 性 爱 因 斯 坦 方程 这 一 艰巨 课题 ， 人 们 对 强 引 力 波 的 


QD 根据 Birkhoff 定理 ( 见 8.3.3 小 节 ), 球 对称 星 体 的 任何 球 对 称 演化 (例如 声 缩 或 振荡 ) 无 论 多 么 剧烈 都 不 会 发 
射 引力 波 , 正如 麦 氏 理论 中 不 存在 球 对 称 电磁 波 那样 [ 电 偶 极 振子 在 远 区 的 球面 波 并 非 球 对 称 电磁 波 , 因为 场 量 
各 并 无 球 对 称 性 . 事实 上 ,， 球 对 称 电磁 波 相当 于 电 单 极 矩 Imonopole) 贡 献 的 辐射 ， 麦 氏 理论 中 不 存在 这 种 辐射 . ] 
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发 射 问题 的 了 解 至 今 还 很 不 完善 

既然 广义 相对 论 预 言 了 引力 辐射 的 物理 存在 性 ， 引 力 波 的 探测 就 成 为 十 分 重 
要 的 课题 . 由 于 到 达 太 阳 系 的 引力 波 的 波源 都 很 遥远 ， 被 探测 的 引力 波 完全 可 以 
看 作 平面 波 ， 并且 弱 得 使 线性 近似 适用 ， 这 使 引力 波 的 探测 理论 比 发 射 理论 介 
单 . 然 而， 引力 波 的 直接 探测 在 实验 上 有 很 高 难度 : 微弱 的 被 测 对 象 对 探测 仪器 
的 灵敏 度 提 出 很 高 要 求 ; 探测 实验 还 带 有 “守株待兔 ”的 味道 (随时 等 待 较 近 处 较 
剧烈 的 天 体 过 程 带 来 较 强 的 引力 波 )、Weber 于 1966 年 在 Maryland 大 学 开拓 性 地 
建立 了 世界 上 第 一 个 引力 波 探测 器 (一 根 悬 挂 着 的 长 153cm， 直 径 66cm 的 铝 棒 及 
其 附加 装置 ), 经 过 数 年 不 懈 努 力 , 他 宣布 在 两 地 探测 器 上 同时 测 得 引力 波 脉冲 . 遗 
憾 的 是 其 他 引力 波 探 测 者 对 此 都 未 予 认 证 ， 例 如，Tyson 的 探测 器 比 Weber 的 探 
测 器 有 更 高 的 灵敏 度 , 却 丝毫 未 收 到 类 似 脉 冲 [ 见 Ohanian(1976); 刘 辽 (1987)]. 1987 
年 2 月 ， 地 球 上 的 天 文学 家 观测 到 离 银河 系 最 近 的 河 外 星系 “大 麦哲伦 云 ” 中 爆 
发 的 一 颗 超 新 星 (SN1987A， 距 地 球 只 有 16 万 光 年 . )， 国 外 一 个 小 组 于 1987 年 
宣称 接收 到 来 自 该 超新星 的 引力 辐射 ， 但 也 未 取得 世界 上 其 他 (为 数 不 多 的 ) 引 力 
波 探测 器 的 认证 ， 然 而， 对 脉冲 星 由 于 发 射 引力 波 对 自身 运动 的 影响 的 观测 却 异 
军 突起 地 取得 突破 性 成 果 . 脉冲 星 (pulsan 是 一 种 快速 自转 的 中 子 星 ( 见 9.3.2 小 节 )， 
由 于 某 种 机 制 而 不 断 发 射电 磁 波 .如果 地 球 位 于 波束 扫射 范围 之 内 ， 就 会 按 准 确 
周期 接收 到 射电 脉冲 信号 .由 两 颗 恒星 组 成 的 近似 孤立 的 引力 系统 叫做 双星 ， 这 
两 颗 恒 星 称 为 子 星 ， 子 星 围 绕 系统 的 质心 公转 ， 根 据 广义 相对 论 ， 子 星 的 这 种 加 
速 运动 会 因 发 射 引力 波 而 损失 能 量 ， 后 果 是 轨道 变 小 和 公转 周期 变 短 ， 与 剧烈 变 
化 的 天 体 物理 过 程 不 同 ， 双 星系 的 引力 场 很 弱 ， 可 用 线性 引力 论 计算 其 引力 波 带 
走 的 能 量 及 由 此 导致 的 轨道 周期 变化 ， 要 使 这 些 效 应 能 被 测量 ， 至 少 应 满足 两 个 
条 件 : 中 轨道 非常 小 (两 子 星 足够 近 )， 以 使 广义 相对 论 效应 足够 明显 ; @ 有 一 种 
精度 很 高 的 轨道 周期 测量 方法 . Hulse 和 Taylor 在 1974 年 发 现 的 脉冲 双星 PSR1913 
+ 16 正好 满足 这 些 条 件 [脉冲 双星 (binary pulsa?) 是 指 一 个 子 星 为 脉冲 星 的 双星 ， 
PSR 是 脉冲 星 的 识别 符 ，1913 和 + 16 分 别 代表 它 的 赤 经 和 赤 纬 (角度 坐标 ).]， 该 
双星 的 两 子 星 的 最 大 距离 只 有 10 m 的 量 级 ( 约 1 个 太阳 半径 ), 一 个 子 星 为 脉冲 星 
则 使 条 件 @ 得 以 满足 : 由 于 脉冲 星 所 发 脉冲 的 周期 被 誉 为 “ 钟 一 般 地 准确 ”, Taylor 
及 其 合作 者 们 便 能 以 异常 高 的 精度 观测 ， 从 而 推算 轨道 周期 变化 率 ， 经 过 4 年 来 
上 千 次 的 观测 , 他 们 于 1978 年 宣布 了 对 轨道 周期 变化 率 的 观测 结果 , 与 线性 引力 
论 的 四 极 辐射 公式 计算 的 理论 值 吻合 得 很 好 . 这 是 引力 波 理论 提出 60 年 来 关于 引 
力 波 携 带 能 量 的 第 一 个 定量 观测 证 据 ， 虽 然 只 是 间接 的 证 据 ， 他 们 后 来 又 对 这 一 
脉冲 双星 继续 观测 并 取得 进步 ， 终 于 获得 1993 年 诺 贝尔 物理 奖 . 
[选读 7-9-1]] 

下 面 以 一 个 具体 例子 介绍 广义 相对 论 (不 限于 线性 近似 ) 中 的 平面 引力 波 [ 参 


230 ， 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


见 Sachs and Wu(1977)]， 设 {t,x,y, Zz} 是 闵 氏 时 空 区 , 717) 的 一 个 整体 惯性 系 ， 令 
u=1 一 z，f(u) 和 g(w) 是 u 的 两 个 任意 的 光滑 函数 ， 只 要 求 +g? 不 恒 为 零 ， 设 
PP 是 坐标 Xx,，y 和 L 的 如 下 函数 : 
1 
PO, y, W)=3f (0) (x° —y°)+8(u) xy, (7-9-22) 
不 难 验证 由 下 式 定义 的 
gop := Tap + 2P(du), (du), =71 +2P[(dt), 一 (dz) J[(dt), —(dz),] (7-9-23) 
是 月 上 的 一 个 洛 伦 益 度 规 场 ， 首 先 ， 由 上 式 易 见 go 是 对 称 的 其次， 令 
K® =(0/0t) +(0/0z),， (7-9-24) 
则 容易 验证 gobpK"K? =0 , 即 K* 以 gab 衡 量 为 类 光 矢量 场 . 引入 取 上 的 基底 ( 标 架 ) 
场 
(el)* =(0/0x)",  (e) =(0/0y), (es) =K’, 
(ea)” =1[(0/0t)° ~ (0/0z)°]+ PK®, 
由 直接 计算 (练习 ) 可 知 gap 在 此 基底 的 分 量 g,, = gap(es)(e,)》 排 成 如 下 算 阵 : 
1 0 0 0 


(7-9-25) 


(7-9-26) 


逢 阵 有 逆 表 明 gap 非 退化 ,因而 是 度 规 张 量 场 . 不 难看 出 它 有 洛 伦 兹 号 差 . 以 上 讨 
论 表 明 ( 民 ', gap) 是 一 个 时 室 ， 它 与 阅 氏 时 室 (RR', 71p) 有 相同 的 底 流 形 了 及" 而 有 不 同 的 
度 规 场 . 曲率 张 量 的 计算 表明 这 是 一 个 弯曲 时 空 ( 见 稍 后 的 命题 7-9-1). 由 式 (7-9-26) 
求 得 逆 和 矩阵 ， 配 上 式 (7-9-25) 的 基 舌 便 得 

g* =(0/0x)" (0/0x) +(0/0y) (0/0y) ~ (+2P)(0/0t)° (0/07) 

+(1—2P)(0/0z)" (80/0z) —2P[(0/01)° (0/0z) +(0/0z)° (0/01)] . 
以 下 的 指标 升降 一 律 用 g~ 和 gap. 

命题 7-9-1 式 (7-9-23) 定 义 的 ga 是 真空 爱 因 斯 坦 方 程 的 非 平 直 解 . 

证 明 先 用 $5.7 的 标 架 法 计算 gos 的 黎 曼 张 量 Rasc. 第 一 步 ， 选 用 式 (7-9-25) 
的 标 架 . 由 式 (7-9-26) 可 知 这 是 刚性 标 架 (虽然 非 正 交 归 一 )，$5.7 的 具体 算法 适 
用 . 容易 验证 其 对 偶 标 架 为 

(e),s =(dx),, (e”)s =(dy),, (e ), = dD), + (dz)a]— P(du),, (e’), = (du),. 


(7-9-27) 


(7-9-28) 
第 二 步 ， 由 定理 5-7-4 或 5-7-1 计算 联络 1 形式 ， 发 现 非 零 的 wm 只 有 如 下 4 个 : 
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-On = = ue = 一 (x+8gy) du, 
一 Di = Oa = ue” =—(gx— fy) du. 
由 式 (7-9-26) 求 逆 易 见 g 人 “在 对 偶 标 架 的 分 量 8 多 亦 排 成 式 (7-9-26) 右 边 的 矩阵 ， 故 
由 =8 On 可 知 非 零 的 为 
Oo = =(fx+gy) du, @, = =(gx—fy) du. (7-9-30) 
第 三 步 是 用 嘉 当 第 二 方程 由 gp 计算 全 部 曲率 2 形式 尺 . 由 于 全 部 非 零 @? 由 
式 (7-9-30) 表 示 ， 有 @ 入 @x? =0， 故 及 "=d@w ， 于 是 全 部 非 零 尺 为 
Ri=R’=fdrrdutgdyAdu=f el rett+ge Ne, 
R,” =R» =gdxA 和 du—f dy 和 ^ 人 du -4 er Ae*—fe Ne,. 
由 此 可 得 黎 曼 张 量 
Re 于 Rip (e ).(é ) + Rep (e- ) (es ) + Ripe (e- )。 (ei)” 十 Rd (e- ).(eé» ) 
=[f (el)s 和 (e), + g (e’)s A(e’),] [(e').(e3)” +(e’),(e)’] 
+ [g (el)s Ce), ~—f (e?)s A(e’),] [(e’) le) +(e’)(e2)’]. (7-9-32) 
这 是 非 零 张 量 ， 因 为 
Ri 要 Re (es) (el ) (ea) (e )a =—f 

及 R24 RR (e4) (e 2 (e4)” (e )a = 一 8 

中 至 少 有 一 个 非 零 (开始 时 对 和 8 的 要 求 是 及 + g 不 恒 为 零 )， 这 表明 (R'，gap) 

不 是 平 直 时 空 . 由 式 (7-9-32) 不 难 求 得 里 奇 张 量 

Rs = Rose =(f —f)(e),(e'), =0， 

可 见 8 是 真空 爱 因 斯 坦 方程 的 解 . 品 ] 
为 了 后 面 的 需要 ， 可 由 式 (7-9-32) 导 出 Rapca 的 表达 式 ， 见 如 下 命题 : 
命题 7-9-2 

Rped =[LF(e)sA(e)p+8g(e os 和 (Ge )] (e) 和 Ge) 


(7-9-29) 


(7-9-31) 


(7-9-33) 
+ [g (e)s A(e), —f (e’)as A(e’),] (e’), 和 (Ge )a. 
证 明 习题 . 提示 : 用 Rpca = 8geRabe ， 注 意 
8de(6) =(63)4 = 83x(e )a = 834(e )a = 一 (ea, 
8ue(e) =(e)a = gii(e )a = (e )4 加 


鉴于 类 光 矢 量 场 K*" 对 引力 波 传播 的 重要 性 ， 我 们 证 明 如 下 命题 : 


@ 此 式 实 为 R_ = 一 (010,P+0,0,P) (e*),(e*)。 ,了 取 式 (7-9-22) 的 特定 形式 使 O01,P = 了 =-9,6,P ,从 而 保证 
R=0. 
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命题 7-9-3 设 Vb 是 同 gap 适 配 的 导数 算 符 ， 则 V,K®=0. 

证 明 采用 式 (7-9-25) 的 标 架 及 其 对 偶 标 架 (7-9-28) 并 注意 K" =(es)* . 由 式 
(5-7 了 4 可知 09% = 一 y*， (Ee')s，V=1 ,2 ,3,4. 因 为 非 零 的 "由 式 (7-9-30) 表 
示 ;所 以 克 =0 ,VvV=1 2, 3, 4. 于 是 由 上 式 得 y=0， 2 ee 
从 而 由 式 (5-7-1) 知 

(e) Vole) =y3(e) =0, T=1,2,3,4. 
由 于 (e:) 是 任 一 基 矢 ， 上 式 表明 V,(e3)* =0. 注意 到 (e3)* = K", 便 有 VK =0. 
口 

由 命题 7-9-3 得 K"V,K*=0 及 VisKs =0， 可 见 (DK 的 积分 曲线 是 (类 光 ) 测 
地 线 ; (DK 是 Killing 矢量 场 . 

以 上 是 数学 计算 结果 . 物理 地 说 ， 上 面 定义 的 弯曲 时 空 (R4, gap) 代 表 一 个 引力 
平面 波 ， 由 式 (7-9-23) 可 知己 是 决定 (了 ，8up) 的 唯一 可 供 选 择 的 量 ， 因 此 在 研究 引 
力 波 时 首当其冲 应 该 考察 的 就 是 函数 P(x, y, u)， 为 了 帮助 理解 ， 先 看 一 个 简单 特 
例 . 设 fu) 和 g(u) 可 表 为 

f(u)= Feosou, g(u) = Gcosou (F，G 和 ww 为 正 的 常数 )， (7-9-34) 
则 2P(x, y, u)=[F(x*—y)+2Gxy]cos (wt 一 kz) ”( 其 中 k=@).: (7-9-35) 

上 式 的 诱 人 之 处 是 它 很 像 菜 种 单 色 平面 波 .但 应 注意 , 尽管 (0/61)* 和 (8/8z)? 
用 1 衡量 分 别 是 类 时 和 类 空 矢量 场 ， 用 gos 衡量 却 未 必 ， 而 如 果 (9/01)* 非 类 时 或 
非 类 空 ,就 不 能 把 t,z 分 别 看 作 时 间 和 空间 坐标 ,对 式 (7-9-35) 的 波动 解释 就 遇 到 
困难 .幸好 可 以 证 明 (R, gap) 中 存在 这 样 的 时 空 区域 ， 其 中 (60/91)* 和 (86/0z)* 用 gop 
衡量 分 别 为 类 时 和 类 空 ， 因 此 至 少 
在 这 种 区 域 中 可 把 式 (7-9-35) 解 释 为 
沿 Z 向 以 光速 c=1 传播 的 单 色 引 力 
平面 波 . “ 单 色 ”是 指 有 单一 的 角 
频率 中; “平面 是 因为 每 一 时 刻 ; 
的 波 阵 面 (等 相 面 ) 是 z 为 常数 的 平面 
(时 刻 ! 的 相位 = 四 一 反 只 是 z 的 函 
数 ); “引力 ”是 由 于 gab 代表 引力 
场 ， 以 上 是 3 维 语言 ， 用 4 维 语言 
图 7-15 沿 z 轴 正 向 传播 的 平面 引力 波 的 时 空 图 。 的 讨论 与 6.6.5 小 节 对 电磁 波 的 讨论 

六 是 时 空中 的 等 相 面 ，S0 是 和 0 时 刻 的 波 阵 面 ， ”类 似 (8ap 及 其 曲率 Rapcd 分 别 对 应 于 
电磁 4 势 As 及 电磁 场 Fap), 见 图 7-15. 
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式 (7-9-24) 定 义 的 天 与 中 之 积 OKR?“ 可 解释 为 4 波 拓 ,因为 式 (7-9-24) 表 明 OK? 在 坐 
标 系 {t,x,y, Zz} 的 时 间 分 量 和 空间 分 量 分 别 为 该 系 测 得 的 衣 频 率 史 和 3 波 和 失 ， 
WK = 四 ， w K! = wwK’ =0, WK =k=0. 
KK( 因 而 WK") 的 类 光 性 反映 上 述 引 力 波 的 相位 ou 以 光速 传播 . 设 G1 和 Gs 是 两 个 
惯性 观 者 (以 71s 衡 量 )， 其 空间 坐标 分 别 为 (xX, y, zi) 和 (x, y, z2)， 两 人 在 时 刻 一般 
有 不 同 相 位 ， 分 别 为 Ot 一 kz 和 ot 一 kz, . 设 在 一 段 时 间 妨 一 五 后 GO “获得 ” GI 
刚才 (时 刻 国 ) 的 相位 ， 即 
Wt — kzy = Wt — kz ， 
我 们 便 说 相位 值 wt 一 kz 在 时 间 志 ,一 二 内 由 G1 传 到 了 G,， 传 播 速率 自然 为 
Vv=(z ~ 2)/(b —t)= /k=1, 
可 见 引 力 波 的 相位 传播 速率 为 光速 (这 只 是 坐标 速率 , 更 有 意义 的 是 几何 语言 中 的 
相 速 ，4 维 语言 中 波 阵 面 .9 的 类 光 性 保证 这 一 相 速 是 光束.)， 图 7-16 是 这 一 讨论 
的 4 维 表 述 ， 图 中 是 类 光 4 矢 Kr* 的 一 条 积分 曲线 (类 光 测 地 线 )，p1， ps 是 / 线 
与 观 者 G1, G2 的 世界 线 的 交点 . G1 在 时 刻 Pi 的 相位 值 QOt 一 kz 被 G2 在 时 刻 pa“ 获 
得 ”: 相位 沿 类 光 测 地 线 从 p1 传 到 了 pz. 请 注意 上 述 物理 解释 只 适用 于 (了 4 gs) 的 
部 分 时 空 区 域 ，(6/01)* 和 (8/8z) 在 其 中 分 别 为 类 时 和 类 空 ， 然而 现在 可 以 抽 掉 观 
者 、 坐 标 等 非 内 豪 因素 而 只 留 下 类 光 测 地 线 7 及 其 任意 两 点 Pi，P ， 从 而 把 波动 
解释 推广 到 全 时 空 。 其实 本 所 代表 的 是 引力 波 的 全 部 信息 (而 不 只 是 相位 ) 的 传播 
方向 . 理由 如 下 : 作为 Killing 矢量 场 , R 对 应 的 单 参 微分 同 胚 群 是 单 参 等 度 规 群 ， 
KK 的 积分 曲线 正 是 这 个 等 度 规 群 的 轨道 设 Us 是 ps 的 任 一 领域 ( 见 图 7-17)， 则 
必 存 在 pi 的 邻 域 U1 和 等 度 规 映射 p :Ui 一 U, 使 p, =J(pi). 因此 U, 中 关于 引力 
波 的 任何 信息 都 完全 一 样 地 (等 度 规 映射 的 后 果 ) 存 在 于 Ui 中， 在 这 个 意义 上 可 以 
说 引力 波 的 所 有 信息 都 沿 K( 因 而 以 光速 ) 传 播 ， 这 种 基于 等 度 规 映 射 的 解释 不 但 
适用 于 去 (7-9-34) 那 样 的 特例 ， 而 且 适 用 于 由 式 (7-9-22)[ 其 中 f(w) 及 g (四 任意 ] 和 
(7-9-23) 定 义 的 gap. 于 是 我 们 说 时 空 (区 “, gap) 存 在 引力 平面 波 ,或 把 ( 权 4 gap) 就 称 为 
引力 平面 波 时 空 (gravitational plane wave spacetime). Sachs and Wu(1977) 还 从 和 群 论 
角度 通过 与 闵 氏 时 空中 平面 电磁 波 对 比 为 这 一 平面 引力 波 解释 提供 了 更 为 深刻 
的 论据 . 命题 7-9-3 表明 这 种 引力 波 的 射线 相互 平行 .” 当 了 和 8g 线性 相关 时 则 称 
(R”, gz) 为 单 色 引力 平面 波 时 空 . 


QD 因此 称 为 有 平行 射线 的 平面 波 前 引力 波 ， 简 称 pp 波 (plane-fronted gravitational waves with parallel rays). 一 
般 说 ， 凡 有 满足 Vs。K”=0 的 类 光 矢 量 场 KR 的 时 空 都 叫 pp 波 ， 见 Kramer et al.(1980). 
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GO C? 


忆 2= (fs, X， y, 2Z2) 


六 = (tf1,X, y, 21) 


图 7-16 观 者 Gi 在 让 时 的 相位 值 wti 一 kz 经 图 7-17 Kr?" 把 引力 波 在 Ui 的 信息 如 实地 
历时 间 记 一 让 后 传 到 观 者 G， 传播 至 U。 

为 进一步 理解 (要 4 gz) 的 引力 波 , 我 们 再 补充 如 下 内 容 (命题 7-9-4、7-9-5 和 注 
1，2)， 急 于 学 习 引 力 波 接收 机 理 的 读者 可 跳 过 这 一 部 分 .为 了 有 更 大 的 首 适 性 ， 
以 下 两 个 命题 中 对 P(x, y, 的 函数 形式 不 加 限制 . 

命题 7-9-4 以 Va 代表 与 式 (7-9-23) 的 Bab 适 配 的 导数 算 符 9 则 


VV,P=(0°P/Ox’)+(0° P/Oy’). (7-9-36) 

证 明 习题 . 口 
注 1 设 ou x,y,Z) 是 闵 氏 时 空中 的 已 知 函 数 ， 则 

0 0 P(t, x, y, z) = Q(t, x, y, Z) (7-9-37) 


在 数学 物理 中 称 为 关于 待 求 函 数 P(t,x, y, z) 的 (有 源 ) 波 动 方 程 ， 满 足 此 方程 的 物 
理 量 P(t, x, y, 2) 代 表 某 种 波动 ， 式 (7-9-36) 左 边 V ”VaP 也 可 表 为 8g“VuWP ， 当 
gp =711 时 退化 为 94OP ,可 见 V*"VaP 是 9%P 在 弯曲 时 空 的 推广 ,因而 式 (7-9-36) 
代表 训 则 时空 ， gab) 中 物理 量 P(x, y,u) 的 某 种 波动 . 当 已 取 式 (7-9-22) 的 形式 时 
(02P/dx*)+ (0 P/Oy’)=0, 
故 V*VsP=0，, 即 式 (7-9-22) 的 P(x, y, 册 是 弯曲 时 空中 无 源 波动 方程 的 解 ， 加 上 Rac 
=0( 即 ga 满足 真空 爱 因 斯 坦 方程 ), 便 可 看 到 “弯曲 时 空 (R', gap) 代 表 真 空中 的 引 
力 波 ” 的 说 法 的 合理 性 .由 此 也 可 (至 少 部 分 地 ) 看 出 把 已 取 为 式 (7-9-22) 的 形式 的 


用 意 所 在 . 
命题 7-9-S ”(R”, go) 中 的 等 由 面 是 类 光 超 曲面 . 


证 明 ”由 式 (7-9-25) 得 Ks。= gowpK =8w(e) .仿照 式 (2-6-10a) 的 推导 可 得 
gap(63) = 83u(e*)。， 故 
K, = g3u(e)a = 834(e )。 = 一 (e )。 =— Vau, 
其 中 最 末 一 步 用 到 式 (7-9-28)， 注意 到 Vou 是 等 u 面 的 法 余 矢 ， 可 知 其 法 和 拓 
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Vu = 一 天 为 类 光 . 加 

注 2 在 式 (7-9-34) 的 特例 中 ，Q@wu = wt 一 所 代表 波 的 相位 , 而 外 为 常数 ， 故 等 
u 面 即 4 维 语言 中 的 3 维 等 相 面 ( 波 阵 面 ) .9 .. 史 为 类 光 超 曲面 表明 式 (7-9-34) 的 引 
， 力 波 以 光速 传播. 命题 7-9-5 保证 在 P= P(x, yu) 的 一 般 情况 下 等 面 仍 是 类 光 超 
曲面 ( 仍 以 类 光 和 失 量 民 为 法 和 失 )， 因 此 不 妨 把 u 看 作 某 种 (推广 的 ) 相 位 ， 而 等 u 面 
是 类 光 超 曲面 则 表明 这 个 一 般 的 P(x, y, 所 代表 的 引力 波 的 相 速 仍 是 光速 . 

下 面 以 上 述 平面 引力 波 为 例 介绍 引力 波 接收 的 机 理 ， 在 Weber 探测 器 中 ， 包 
棒 的 每 个 分 子 可 看 作 一 个 观 者 , 铝 棒 可 看 作 定 义 于 时 空 (R, gap) 中 的 一 个 子 时 空 的 
参考 系 . 由 于 分 子 之 间 存 在 引力 之 外 的 相互 作用 ， 分 子 世界 线 不 是 测 地 线 ， 不 过 
可 以 只 讨论 世界 线 为 测 地 线 的 参考 系 (这 种 参考 系 最 简单 )， 因 为 铝 棒 参考 系 对 引 
力 波 的 响应 可 从 测 地 参考 系 的 响应 通过 牛顿 力学 和 固体 物理 学 推出 [ 见 
Weber(1961)]， 测 地 参考 系 中 相 邻 观 者 在 时 空 曲率 作用 下 的 相对 加 速度 就 是 潮汐 
加 速度 ( 见 87.6)， 在 式 (7-9-35) 的 引力 波 的 作用 下 ， 潮 汐 加 速度 将 周期 性 地 改变 大 
小 和 方向 ， 从 而 导致 两 相 邻 观 者 的 相对 振动 ， 取 测 地 线 y(T) 为 基准 观 者 ， 我 们 来 


计算 他 周围 的 相 邻 观 者 相对 于 他 的 潮汐 3 加 速 ai. 设 pey，2" 是 y 在 p 点 的 4 速 
(7 的 单位 切 矢 )，W, 是 p 点 切 空间 WV, 中 与 世 正 交 的 3 维 子 空间 ( 画 在 图 上 就 是 一 
个 与 到 正 交 的 小 平面 )， 则 空间 分 离 矢量 Ww 便 代表 一 个 邻近 观 者 (87.6).， w” 相应 
的 观 者 相对 于 基准 观 者 7(z) 的 潮汐 加 速度 ai 由 测 地 偏离 方程 (7-6-8) 给 出 : 
ac =—R ,ZW 2". (7-9-38) 
VWweW, ， 由 上 式 便 可 确定 一 个 ac eW,， 因 此 上 式 定义 了 一 个 线性 映射 
W : W, 王 W,. 由 “ 张 量 面 面 观 ”( 见 $2.4) 可 知 W 可 看 作 Wb 上 的 一 个 (1, 1) 型 张 量 ， 
记 作 % ， 即 
0 =Y° Ww . (7-9-39) 
与 式 (7-9-38) 对 比 便 得 
w” =— Rapa’2°2°. (7-9-40) 
为 了 计算 Ww“ ， 可 先 给 W, 选择 一 个 方便 的 正 交 归 一 3 标 架 {(ED }): 
(E) =(0/0x)* + E ZK’, 
(E,)” =(0/0y) + E 2,K’, (7-9-41) 
(E) =E KkK° -2°, 
其 中 =- 8,2Z*K?*>0，Zi=g8spZ”(0/0x)? =2Z,(0/0x) ( 故 Z1 是 Zp 的 坐标 分 量 而 


@ 更 准确 地 说 , Ww 只 给 出 一 个 ' 分 离 方 向 ”, WiAs( 其 中 As 为 小 量 ) 才 确定 在 该 方向 上 的 一 个 相 邻 观 者 , 见 §7.6. 
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非 标 架 分 量 )， 22 = gapZ "(0/0y) = 2,(0/0y). 请 读者 验证 : QD{(E)?} 以 gab 衡量 的 
确 正 交 归 一 ; (2(E3) 是 p 点 的 Kr’ 在 W, 上 的 投影 h?,K? =K*+2Z?Z,K? 做 归 一 化 的 
结果 ; (3){(E)} 沿 测 地 线 平移 (因而 费 移 ) [证 明 提示 : 由 y(z) 的 测 地 性 及 VK? =0 
可 知 沿线 为 常数 ， 由 此 易 证 ZV, (Es)* =0. 注 意 到 只 (3/3xz) = 一 K*“wm3，, ， 便 可 
证 明 Z"V,()*=0.]， 以 代表 含 点 pey 的 波 阵 面 ( 见 图 7-18 的 类 光 超 曲面 )， 
2 代表 内 中 切 于 2 的 全 体 元 素 构成 的 3 维 子 空间 ，S,=.2nW， 
= {weW, 18apw K”=0} ， 则 {(BED04 (E2)” } 是 8 的 一 个 基底 ， 由 于 画图 时 总 把 多 
的 子 空间 (例如 Wp) 务 成 小 平面 (把 Vi 的 子 集 画 成 M 的 子 集 )， 故 . 史 在 图 7-18 中 与 
了 并 无 区 别 . 以 上 数学 设 定 的 物理 意义 很 明确 : 测 地 观 者 y(z) 在 时 刻 己 认为 引力 
波 沿 空间 方向 (B) 传 过 ，2 维 波 阵 面 与 传播 方向 (E3)j* 正 交 ( 见 图 7-18). yw 在 3 
标 架 {(Ei)*} 的 分 量 为 8 
Vj =, (EAE) =yo(E) (EY =ys(E) (EY =- RaZ" (EYZ°(E), 
(7-9-42) 
其 中 用 到 正 交 归 一 标 架 的 性 质 (E') =O9(E,》 =(E)， 以 式 (7-9-33) 的 Ropeq 和 式 
(7-9-41) 代 入 上 式 , 便 得 Ww' 的 算 阵 


a 0 0 
(W'j) = 1 -a 0 
0 0 0 
上 式 的 推导 留 作 习 题 ， 提 示 : 
(1) 注意 利用 (e ),(E,)? =(e?),(E)* =(e),(E) =(et),(E,) =0; 
(2) (e’),2°= gw2°(e') = gpZ"g (ey =-gZ Kt=E, 其 中 8 是 g 中 在 
标 架 {(e“)。]} 的 分 量 ， 见 式 (7-9-26); 
(3) (eV), (Es) =(e),[E (es) -2°]=-(e), 2° =-E. 
现在 讨论 式 (7-9-43) 的 物理 意义 ， 设 y(T) 为 基准 观 者 ，pey，Q 是 正 交 “小 
和 平面 "Wp 上 以 p 为 心 、 以 小 量 为 半径 的 球面 则 球面 上 每 点 可 看 作 一 个 相 邻 观 者 
在 时 刻 p 的 表现 ( 见 图 7-19). 我 们 用 式 (7-9-39) 和 (7-9-43) 讨 论 在 引力 波 作用 下 这 些 
相 邻 观 者 相对 于 Y(7) 的 潮汐 3 加 速 a 人 . 球面 上 每 点 对 应 于 一 个 WW， 设 它 在 正 交 归 


一 3 标 架 {(E)"} 的 分 量 为 w ，w ， WwW”， 则 它 的 3 加 速 的 分 量 排 成 的 列 矩 阵 为 


] 1 


， 2 P=-E’g. (7-9-43) 


a “Ia pb 0 Ww 
a’ |=|B -a 0llw |. (7-9-44) 
ol |0 0 0lly 
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图 7-18 测 地 观 者 Y( 刀 在 时 刻 尸 认为 引力 波 沿 ”图 7-19 正 交 面 岗 上 以 忆 为 心 的 小 球面 @ 
(E3) 传 过 ， 波 阵 面 8 与 (E3) 正 交 的 每 点 代表 一 个 相 令 观 者 在 时 刻 p 的 表现 z 


如 果 Ww =w =0， 即 wr? 平行 于 引力 波 传播 方向 (83) ， 则 由 式 (7-9-44) 得 al =a? 
=a =0 ,可 见 这 种 相 邻 观 者 根本 没有 3 加 速 . 这 是 引力 波 横 波 性 的 一 种 物理 表现 : 
位 于 纵向 (与 传播 方向 平行 的 方向 ) 的 相 邻 观 者 毫 无 反应 ， 只 有 横向 相 领 观 者 才 有 
振动 .或 者 说 ， 所 有 潮汐 加 速度 都 正 交 于 传播 方向 (E3j"， 因 而 位 于 图 7-18 的 波 阵 
面 yp 内 ， 于 是 可 以 只 关心 横向 响应 ， 即 把 式 (7-9-44) 简 化 为 


a a Bllw 
网 a | (7-9-45) 


即 只 关心 由 (ED) 和 (E2) 支 起 的 2 维 子 空间 的 一 个 小 圆周 上 各 点 的 响应 . 取 圆 周 上 
4， B, C, D, 已， 上， Cr， 万 等 8 个 有 代表 性 的 点 ( 见 图 7-20)， 并 分 别 讨论 以 下 两 
种 特殊 情况 : (a)B=s0，a>0; (b)a=0，B >0. 由 简单 计算 可 得 表 7-1 和 图 7-20 
的 结果 . 图 7-20 所 示 的 变形 称 为 前 切 (shear)， 详 见 $14.1. 


情况 (a) & >0,B=0 情况 (b) a =0,B>0 


图 7-20 引力 波 作 用 下 圆周 在 某 一 时 刻 的 变形 趋势 (参见 表 7-1) 


表 7-1 和 图 7-20 只 反映 圆周 在 某 一 特定 时 刻 的 潮汐 加 速度 (及 其 变形 趋势 ). 要 
把 握 圆 周 在 一 段 时 间 内 的 变形 (振动 ) 情 况 ， 就 要 先 给 出 函数 ftu) 和 g(w) 的 具体 形 
式 . 我 们 仍 只 讨论 f(u) = 了 cos (wt 一 kz) 和 g(u)=Gcos (wt 一 kz) 的 情况 . 式 (7-9-43) 
表明 ， 决 定 潮汐 加 速度 的 直接 因素 是 E”f 和 Eg 而 非 f 和 g. 不过， 由 K* 的 测 地 
性 可 知 巨 在 测 地 线 y(z) 上 为 常数 ， 所 以 潮汐 加 速度 反映 的 也 就 是 F 和 8 的 值 ， 又 
由 于 测 地 线 y(T) 上 的 u 与 固有 时 rz 有 线性 关系 du/dr= 匹 (证 明 留 作 练习 )， 观 者 
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测 得 的 wa, *z 曲 线 在 纵横 坐标 的 适当 伸缩 后 反映 引力 波 的 f~u 曲线 或 g~u 曲 
线 . 考虑 上 述 引 力 波 的 两 种 基本 偏振 模式 : (DG=0[ 因 而 g(u)=0], 称 为 模式 + ; 
@ 下 =0[ 因 而 Fu)=0]， 称 为 模式 x . 在 引力 波 足 够 弱 的 近似 情况 下 ， 圆 周 在 这 
两 种 模式 作用 下 在 一 个 周期 中 的 振动 情况 分 别 如 图 7-21(a)、(b) 所 示 . 一 般 振动 可 
表 为 这 两 种 振动 模式 的 登 加 . 


f=0 f=F>0 =—F<0 
(a) 偏振 模式 + [G=0， Ey ed Sn kz)] 


g=G>0 g=0 g=-G<0 
(b) 偏振 模式 Xx [G=0, F>0, 8g=Gcos(wt—kz)] 
图 7-21 线 偏振 平面 引力 波 作 用 下 圆周 在 一 个 周期 内 的 振动 


图 7-20 和 7-21 所 显示 的 引力 波 对 试验 粒子 的 效应 与 电磁 波 的 效应 有 所 不 
同 . 在 指出 这 种 区 别 之 前 ， 有 必要 说 明 一 点 .引力 波 是 “曲率 的 振动 的 传播 ”， 
而 曲率 导致 潮汐 加 速度 ,因此 要 通过 测量 一 个 自由 粒子 相对 于 另 一 个 (作为 基准 的 ) 
自由 粒子 的 相对 加 速度 来 探测 ， 已 如 上 述 . 电磁 波 是 电磁 场 的 振动 的 传播 ， 探 测 
时 只 须 测量 一 个 带电 粒子 相对 于 惯性 系 的 加 速度 ， 其 表达 式 比 潮汐 加 速度 简单 得 
多 ， 即 4=(g /1m)E. 设 被 测 的 是 线 偏 振 电 磁 波 ， 则 与 图 7-21 对 应 的 就 是 简单 得 多 
的 图 7-22. 现在 指出 引力 波 与 电磁 波 的 一 个 区 别 : 图 7-21 中 的 任 一 方 格 内 (实际 是 


指 任 一 时 刻 ) 的 花样 在 绕 传 播 方 向 (过 对 称 中 

。、_ | 心 重 直 于 纸 面 的 直线 ) 转 180"( 及 其 整数 倍 ) 后 

复原 (不 变 )， 而 图 7-22 中 任 一 方 格 内 的 花样 

有 至 少 要 转 360?" 后 才 复 原 . 这 一 区 别 体现 为 引 
和 力 子 与 光子 有 不 同 的 自 旋 [人 们 普遍 相信 广 

义 相 对 论 最 终 必须 同 量子 理论 结合 成 为 一 套 

完整 、 自 洽 的 量子 引力 论 .， 虽然 这 一 理论 至 今 尚 未 建成 ， 物 理学 家 仍然 经 常 谈 及 

引力 量子 化 及 其 量子 一 一 引力 子 (graviton)， 粗 略 地 说 ， 引 力 子 与 单 色 平面 引力 波 
的 联系 类 似 于 光子 与 单 色 平面 电磁 波 的 联系 .]， 引力 子 与 光子 一 样 没有 静 质 量 ， 

但 两 者 有 不 同 的 自 旋 ， 图 7-21 与 7-22 的 上 述 区 别 同 以 下 事实 有 密切 联系 : 光子 的 

自 旋 为 1， 而 引力 子 的 自 旋 为 2. [选读 7-9-1 完 ] 
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表 7-1 圆周 上 8 个 点 在 同一 时 刻 相对 于 圆心 的 潮汐 加 速度 5 (总 体 效 果 见 图 7-20) 
情况 (a) &>0,B6=0 
A B C D E F G H 


9 a a Bl bl Ha 
je | ea] G) [es) Ee] Es] [es] ls), 
2 


情况 (b) w=0,B>0 
A B C D E F G H 


9 a Bal bl a 
2 A Ls] Ee Esl 3] LS) BW da 
NN 


习 题 
“1. 试 证 弯曲 时 空 麦 氏 方 程 Y*F, =-4r1 列 含 电荷 守恒 定律 ， 即 Yoy =0. 注 : 
V“ 忆 ,= 一 4r7 等 价 于 式 (7-2-8) 而 非 式 (7-2-9)， 故 本 题 表明 式 (7-2-8) 而 非 式 (7-2-9) 可 推出 电 蓓 守 
恒 . 
“2. 试 证 上 纪 
dz 
“3. 试 证 费 米 导数 性 质 3. 

4. 试 证 类 时 线 G( 攻 上 长 度 不 变 ( 且 非 零 ) 的 矢量 场 v* 必 经 受 时 空转 动 . 提示: 令 
u*=Dv*/dr ， 则 wv =0. 先 证 : 无 论 vv" 为 零 与 否 , 总 有 G( 四 上 矢量 场 w* 使 Dv”=1. 再 验 
证 v* 经 受 以 (2, 圭 之 UraUp] 为 角速度 2 形式 的 时 空转 动 . 

5, 设 {TX 了 2) 为 闵 氏 时 空 的 洛 伦 兹 坐标 系 ， 曲 线 G(3 的 参数 表达 式 为 ””， 

T =A-'shAr, X = 4- ch4r， Y=Z=0， (其 中 4 为 常数 ) 


= + AZ,) Wo Veo, ew(0,)1). 
7 
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(a) 试 证 C(9 是 类 时 双 曲 线 ( 即 图 6-42 的 G)，r 是 固有 时 , 4 是 G(B 的 4 加 速 4? 的 长 度 . 
“(b) 试 证 从 {7 了, X,Y, 2} 系 原点 o 出 发 的 与 GC9 有 交 的 任 一 半 直 线 ws) 都 与 G(D 正 交 . 
“(o) 设 (b) 中 的 As) 的 参数 s 是 4 的 线 长 , 随 着 ws) 取 遍 所 有 从 o 出 发 并 与 GCD 有 交 的 半 直 
” 线 , 便 得 G(9 上 的 一 个 空间 矢量 场 w = (3/0s)* ， 试 证 w 沿 G(D 费 移 . 
*(d) 令 2"=(9/907) , 选 {2“,w, (8/07)?, (3/3Z)} 为 G(CD 上 的 正 交 归 一 4 标 染 场 , 求 出 G(D 
的 固有 坐标 系 {4 x y, z} 并 指出 其 坐标 域 . 
答 : T=(A™+x) shAt, X=(A-! +Xx)chAt, Y=y, Z=z. 
(e) 与 出 闵 氏 度 规 在 上 述 固有 坐标 系 中 的 线 元 表达 式 ， 计 算 闵 氏 度 规 在 该 系 的 克 氏 符 ， 验 
-0 7-4-3， 即 式 (7-4-10). 
6. 设 G 是 质点 工 在 点 pe 工 的 瞬时 静止 自由 下 落 观 者 ( 即 G 的 4 速 Z 与 L 的 4 速 UY 在 p 
We A“ 是 L 在 p 点 的 4 加 速 ,a? 是 L 在 p 点 相对 于 G 的 3 加 速 [由 式 (7-4-3) 定 义 ] , 试 证 as = 4? . 
: 本 命题 可 视 为 命题 6-3-6 在 弯曲 时 空 的 推广 . 
7. 度 规 gaw 叫 里 奇 平 直 的 ， 若 go 的 里 奇 张 量 为 零 . 试 证 gw 是 真空 爱 因 斯 坦 方程 的 解 的 充 
要 条 件 为 gw 是 里 奇 平 直 的 . 
8. 设 (M，gab) 为 里 奇 平 直 时 空 (定义 见 上 题 )，Z* 是 其 中 的 一 个 Killing 矢量 场 ， 试 证 
Fw 二 (d6)ww 满足 Qd ,8w) 的 无 源 (7。 = 0) 麦 氏 方程 . 提示 :利用 Killing 场 &° 满足 的 Ve" =0 (第 
4 章 习 题 11 的 结果 ). 
9. 设 部 (=0, 1, 2, 3) 为 方程 00。6, = 0 在 初始 条 件 式 (7-9-10)~(7-9-13) 下 的 解 ， 试 证 由 
s 94(dx“)。 及 Yap 按 式 (7-9-8) 构 造 的 ys 在 无 源 区 既 满 足 洛 伦 兹 规范 条 件 3° 殉 , =0 又 满足 
X=0 和 6; =0(i=1, 2，, 3) ， 提 示 : (1) 根 据 解 的 唯一 性 定理 ， 只 须 证 明 y=0 和 ,=0 分 别 是 
方程 00.y =0 和 0°0.y; =0 的 满足 初始 条 件 y ls,=0, 07"/0rtls, =0, yoils,=0 和 Oy8i/0t1;, =0 
的 解 。(2) 由 0'0,6, =0 可 得 02&, /1382 = V25 
10. 设 7 满足 (al)0 7 =0; (b)y =0 ; (c) Vor =0(1=1, 2, 3); (d) yoo = 常数 . 试 找 出 一 
个 “无 限 小 ”矢量 场 上 使 Yap = Ya + O06 +0,6, 满足 
(20°F =0; (b)F=0; (oO) Ni=0 (i=1,2,3); (d) Fo =0. 
11. 试 证 命题 7-9-2. 
12. 验证 式 (7-9-41) 后 的 (1)~(3). 
13. 试 证 式 (7-9-43). 
14. 试 证 式 0-9-36)， 即 Y“VP= (82P/axr2) +(82P/8y2) . 


第 8 草 爱 因 斯 坦 方程 的 求解 


爱 因 斯 坦 方程 的 求解 是 广义 相对 论 的 重要 问题 ， 许 多 精确 解 对 广义 相对 论 的 
包 究 和 发 展 起 到 重要 作用 .由 于 爱 因 斯 坦 方程 是 高 度 非 线 性 的 偏 微分 方程 ， 一 般 
情况 下 求解 ( 指 精确 解 ) 非 常 困难 .然而 ， 在 时 空 度 规 具 有 适当 对 称 性 (例如 有 若干 
独立 Killing 矢量 场 ) 时 求解 变 得 相对 容易 .第 一 个 精确 解 (也 是 物理 上 最 重要 的 解 
之 一 ) 一 一 施 瓦 西 真空 解 一 一 就 是 Schwarzschild ( 施 瓦 西 ) 在 时 空 具 有 静态 性 和 球 
对 称 性 的 前 提 下 、 在 爱 因 斯 坦 方程 发 表 不 到 一 年 后 求 得 的 . 


$8.1 稳 态 时 空 和 静态 时 空 


定义 1 时 空 (M, gu) 称 为 稳 态 的 (stationary), 若 它 存在 类 时 Killing 矢量 场 . 这 
时 也 称 go 为 稳 态 度 规 . 

设 (M, gaw) 存 在 类 时 Killing 矢量 场 &*, 其 积分 曲线 的 参数 为 1, 即 ee = (8/901). 
选择 以 1 为 第 零 坐 标 ( 即 1=xx)、 以 &* 的 积分 曲线 为 x 坐标 线 的 任 一 坐标 系 {x4}( 即 
的 适 配 坐 标 系 ， 见 $4.2)， 以 g,, 表示 gw 在 该 系 的 分 量 ， 则 

Og /Ot=(8) =0， (8-1-1) 
其 中 第 一 步 用 到 定理 4-2-2, 第 二 步 是 由 于 如 为 Killing 场 . 式 (8-1-1) 说 明 全 部 8 
都 与 时 间 坐标 t 无 关 ， 即 g,, 具有 “时 间 平 移 不 变性 ” 这 正 是 “ 稳 态 ”一 词 的 
由 来 . 
反之 ， 若 (M, gap) 中 存在 局 域 坐标 系 {x“} 使 
0gjv/9t=0 (t=x 是 类 时 坐标 )， (8-1-2) 
则 < =(8/80 是 坐标 域 O 上 的 光滑 矢量 场 ， 而 {x*} 正 是 这 一 矢量 场 的 适 配 坐标 
系 ， 故 由 定理 4-2-2 有 
(2 8) =0g8, /0t=0, 
因而 在 O 上 有 -多 gs, =0， 可见 6* =(9/01)* 是 类 时 Killing 矢量 场 ， 所 以 稳 态 时 空 
也 可 用 坐标 语言 定义 如 下 : 若 存 在 局 域 坐 标 系 {x*} (坐标 域 为 0) 使 gu 的 全 部 分 量 
与 类 时 坐标 x 无 关 ， 则 至 少 (0, g 四 ) 是 稳 态 时 空 . 

直观 地 说 ， 稳 态 时 空 对 应 于 不 随时 间 而 变 的 引力 场 . 然而 时 间 概 念 与 观 者 有 
关 . 例如 ， 由 于 地 球 引 力 场 在 地 面 比 高 空 较 强 ， 如 打 你 (作为 观 者 ) 在 从 地 面向 高 
空运 动 的 过 程 中 不 断 测量 地 球 的 引力 场 , 你 会 发 现 “ 地 球 引 力 场 随时 间 而 变 ”. 这 
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当然 不 表明 地 球 引 力 场 不 是 稳 态 引力 场 . 可 见 在 借用 观 者 判断 引力 场 的 稳 态 性 时 
需要 选择 适当 的 观 者 (参考 系 )， 如 果 你 设法 把 自己 保持 在 地 球 某 点 上 空 的 固定 高 
” 度 (你 的 世界 线 与 地 球 表面 世界 面 的 母线 平行 )， 你 就 会 ( 才 会 ) 发 现 地 球 引 力 场 “ 不 
随时 间 而 变 ”. 就 是 说 ， 地 球 引 力 场 相应 的 时 空 有 如 下 特点 : 存在 一 组 特定 的 类 
时 曲线 (重合 于 类 时 Killing 矢量 场 的 积分 曲线 )， 以 这 些 曲线 为 世界 线 的 观 者 测 得 
的 度 规 分 量 不 随时 间 而 变 ， 许 多 时 空 (例如 正在 膨胀 着 的 宇宙 ) 不 具备 这 一 特点 (不 
存在 类 时 Killing 矢量 场 )， 定 义工 正 是 这 一 特点 的 数学 表述 . 

例 1 闵 氏 时 空 是 稳 态 时 空 ， 因 为 其 洛 伦 效 坐标 系 {x 太 ]} 的 第 零 坐标 基 矢 场 
(9/9x")》 是 类 时 Killing 矢量 场 . 

例 2 某 2 维 时 空 的 度 规 在 某 坐标 系 {t,x} 中 可 表 为 ds” = -1™dr + dx ,t>0. 有 
人 认为 这 不 是 稳 态 度 规 ， 因 其 分 量 go% = -六 与 时 间 坐 标 1: 有关 . 然而 一 个 简单 的 
坐标 变换 了 = 广 、X=x 就 把 线 元 变 为 dy = 一 d7 + dx?, 这 无 非 是 2 维 闵 氏 度 规 ， 
当然 是 稳 态 的 ! 

例 2 从 一 个 角度 说 明 不 从 几何 角度 看 问题 容易 出 现 误解 . 稳 态 性 是 时 空 的 内 
课 几 何 性 质 ， 不 因 坐 标 系 的 选择 而 变 ， 请 注意 下 面 两 个 说 法 都 是 错 的 : 

(1) ( 错 !) 大 度 规 的 某 些 坐标 分 量 8 与 该 坐标 系 的 类 时 坐标 1 有关， 则 时 空 不 


是 稳 态 的 . 
(2) ( 错 0) 例 2 的 时 空 在 坐标 系 {T,X} 中 是 稳 态 时 空 ， 在 坐标 系 (1, x} 中 不 是 稳 
态 时 空 . 


定义 2 (M, gwwp) 中 的 矢量 场 w* 称 为 超 曲 面 正 交 的 (hypersurface orthogonal)， 
夺 Vp eM 存在 与 vw 处 处 正 交 的 超 曲 面 区 使 pe 区. 

定义 3 时 空 (M, go) 称 为 静态 的 (static)， 自 它 存在 超 曲 面 正 交 的 类 时 Killing 
和 天 量 场 . 这 时 也 称 go 为 静态 度 规 . 

可 见 静 态 时 空 必 稳 态 ， 但 反之 不 然 . 

命题 8-1-1 设 6=(0/01” 是 Killing 矢量 场 ，2 ={pesM 1t(p)=0} 是 处 处 
与 纯正 交 的 超 曲面 ， 则 超 曲 面 马 = {pe M 1t(p)=} 也 处 处 与 名 正 交 . 

证 明 习题 . 提示 : 邦 =bG[60]， 约 是 与 6 对 应 的 单 参 等 度 规 群 的 一 个 元 素 ， 
即 一 个 等 度 规 映射 . 口 

设 (M, 8ab) 为 静态 时 空 ，6*= (0/610) ”为 类 时 Killing 场 ， 邦 为 与 正 交 的 超 曲 
面 . 把 6 的 每 条 积分 曲线 与 马 的 交点 选 作曲 线 参 数 的 零点 ， 在 20 上 选 局 域 坐 标 
系 {x}. 因 马 上 各 点 有 综 关 0, 故 可 用 6 的 积分 曲线 把 这 3 个 坐标 “携带 ”至 马 
以 外 ( 即 令 2 的 每 条 积分 曲线 上 各 点 的 x 都 等 于 该 线 与 马 的 交点 的 x )， 再 把 每 
条 积分 曲线 的 参数 t 作为 线 上 每 点 的 类 时 坐标 x ( 称 为 Killing 时 间 坐 标 )， 便 得 一 
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个 4 维 局 域 坐标 系 蕊 x}, 它 以 2 的 积分 曲线 为 1 坐标 线 ， 又 由 于 x 坐标 线 都 身 
在 正 交 面 号 上 ， 所 以 类 时 坐标 基 矢 (8/01)” 与 类 空 坐 标 基 矢 (6/0x )* 正 交 ， 因 而 


go0; = gap (0/01)" (0/0x') =0, i=1, 2, 3, 
故 gw 在 此 系 中 的 线 元 表达 式 简 化 为 
ds” = goo(X ,x ,x dr? + gi (x ,xX ,x ) dx' dx (8-1-3) 


这 样 的 坐标 系 叫 时 轴 正 交 坐 标 系 (time-orthogonal coordinate system). 

设 (M, gop) 为 稳 态 时 空 ， 则 类 时 Killing 矢量 场 &* 的 积分 曲线 对 应 的 参考 系 叫 
稳 态 参考 系 (“ 对 应 ”是 指 把 积分 曲线 重新 参数 化 ， 以 固有 时 z 代 蔡 Killing 时 间 : 
作为 参数 . )、4" 为 超 曲 面 正 交 的 稳 态 参考 系 叫 静态 参考 系 . 一 个 观 者 称 为 稳 ( 静 ) 
态 观 者 , 若 他 是 某 一 稳 ( 静 ) 态 参考 系 的 观 者 . 命题 8-1-1 中 定义 的 马 称 为 静态 参考 
系 的 同时 面 (simultaneity surface)， 应 注意 此 处 的 “时 间 ”t 是 坐标 时 而 不 是 静态 观 
者 的 固有 时 zr( 除 非 go =-1)， 易 证 两 者 间 有 如 下 关系 : dz=\-8oodt. 

静态 时 空 不 但 有 稳 态 时 空 所 具有 的 时 间 平 移 不 变性 ， 而 且 具 有 时 间 反 射 不 变 
性 (不 考虑 可 能 出 现 的 某 些微 妙 情况 ). 设 2 = (6107) 是 超 曲面 正 交 的 类 时 Killing 
矢量 场 ， 则 时 间 反 射 变换 是 指 微分 同 胚 映射 
9: MM, 满足 1:9$(p))=-t(p)，x($(p))=x (p)， 
vp e M . 下 面 证 明 这 个 g 是 等 度 规 上 映射， 因而 说 
静态 时 空 有 时 间 反 射 不 变性 . 

设 C() 是 如 过 p 的 积分 曲线 , 目 p=C(h). 由 
x(G(p))=x(p) 可 知 q=9(p) 也 在 CD 上 先 证 
办 [(8/80 1,]=-(0/01) 1, . 令 v=(0/00)°1,， of 
Wu” 三 (0/01)* |, ，r=CO+AD) ，s=(r) ( 见 图 
8-1). 设 f 是 M 上 任 一 光滑 函数 , 则 g 点 的 矢量 pv” 图 81 时 间 反 出 G4: MM 
对 了 的 作用 结果 为 


(办 2) (f)=v(G °F) -过 
I 


9 “的 积分 曲线 
CU) -: 


f=f WY en A)l.-—(¢ f)1,] 


el 
pe |,— f1)=u(f), 
故 bv” =u ， 即 办 [(8/80) = 一 (8/80 1 ， 类似 地 可 证 
[CO/Ox) 1,]=(0/0x) I, i=1,2,3. 
以 gy 和 (8'g), 分 别 代表 gop 和 (G'g)ws 在 {t, x} 系 的 分 量 ， 则 
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(f° g)o0 ,=[(¢"* 8),, (0/07)° 0/902)°]1, 
=[gw (办 3/807 (G0/02)"]1, 
=[ga, (0/01)° (0/07)" ]1 = go0 ly= goo |,, 
最 后 一 步 是 因 0=(. 交 8),,=08jwv/9i , 即 gj 沿 CO 为 常数 . 类 似 地 有 (8'8); 1,= gj 1,， 
全 (人 8)oilp= 一 8o， i 故 (f' 8) 1,= 8 1,. 
[选读 8-1-1] 

Killing 矢量 场 的 定义 严格 说 来 有 
强 、 弱 之 分 弱 定 义 只 关心 局 域 性 质 ， 
凡 满 足 Killing 方程 V agp) =0( 等 价 于 
-< 恰 8 =0) 的 矢量 场 上 都 称 为 Killing 
矢量 场 ， 这 种 6 可 以 是 不 完备 的 ， 中 
其 参数 1 的 取 值 范围 不 是 全 了 下 而 只 

图 8-2” 强 静态 时 空 挖 去 WW 后 成 为 是 及 的 一 个 区 间 . 强 定义 则 还 要 求 &? 

人 完备 ， 相 应 地 , 稳 态 和 静态 时 室 的 定义 

也 分 为 强 、 弱 两 种 ， 视 其 类 时 Killing 

场 是 否 完备 而 定 . 在 只 关心 局 域 问题 时 不 必 强 调 两 者 的 区 别 ， 但 在 涉及 全 局 性 问 

题 时 ， 茶 些 结论 只 当时 空 满 足 强 条 件 时 才 成 立 ， 例 如， 在 强 静 态 时 空 (M, 8g,,) 中 

控 去 区 域 机 就 成 为 弱 静 态 时 空 ， 设 命题 8-1-1 中 的 劝 如 图 8-2 所 示 ， 则 当 1 足 够 

大 时 马 ={peM 1t(p)=t} 失 去 意义 ， 因 为 Killing 场 纪 在 “阴影 区 ”内 的 每 条 

积分 曲线 的 1 值 零 点 (因而 1 值 ) 并 无 定义 ， 可 见 对 静态 时 空 而 言 命 题 8-1-1 有 可 能 
只 是 局 域 成 立 . 

总 之 ， 强 、 弱 之 间 的 关键 区 别 在 于 鱼 是否 完备 .上 完备 时 可 生成 单 参 等 度 
规 群 ， 不 完备 时 只 能 生成 单 参 等 度 规 局 部 群 .为 了 简化 文字 ， 行 文中 往往 略 去 局 
部 二 字 . 


[选读 8-1-1 完 ] 


$8.2 ” 球 对 称 时 空 


先 讨论 3 维 欧 氏 空 s 间 | (R’, 6 0) 中 的 2 维 球面 (S*,h h,), 其 中 h, 是 6 的 诱导 


度 规 ， 在 球面 坐标 系 {& pg} 中 的 线 元 表达 式 为 
ds* = 三 (d02 +sin29dp2)， 
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其 中 r 是 球面 半径 .不 失 一 般 性 ， 我 们 只 讨论 单位 球面 (r = D) ， 其 线 元 为 
ds* =d0”" +sin’*0dg’. (8-2-1) 

由 上 式 可 知 
1 =(0/09) (8-2-2a) 
是 Killing 矢量 场 , 它 反 映 (S”, 有 hs) 有线 
z 轴 旋 转 的 不 变性 ， 其 积分 曲线 是 球面 
上 的 所 有 纬 线 (两 极 的 纬 线 各 缩 为 一 个 
点 )， 见 图 8-3. 从 直观 想像 不 难 相信 


(S”, h,) 具有 最 高 对 称 性 9 因此 应 有 3 图 8-3 球面 上 Killing 矢量 场 
个 独立 的 Killing 矢量 场 . 事实 的 确 如 (9/09)" 的 积分 曲线 
此 . 不 难 验 证 
纪 =(0/00)" singp +(0/09)° cotOcosw (8-2-2b) 
及 6 =[6, 6) =(0/00)° cosp—(0/09)° cotOsing (8-2-2c) 


也 是 Killing 场 ,而且 6 ，6,”， 如 "线性 独立 ， 由 $4.3 可 知 ， 一 个 Killing 矢量 场 
对 应 的 单 参 微分 同 胚 群 是 单 参 等 度 规 群 ， 故 (S”, hh,) 上 所 有 等 度 规 映射 的 集合 是 
个 3 参数 群 ， 与 3 维 欧 氏 空间 的 转动 群 SO(3) 同 构 ， 缺乏 群 论 知识 的 读者 对 此 不 
必 深 究 ， 只 要 知道 SO(3) 是 这 样 一 个 群 ， 它 的 每 个 元 素 是 3 维 欧 氏 空间 中 保持 原 
点 不 动 的 一 个 转动 ( 详 见 下 册 附 录 G). 

谈 及 时 空 对 称 性 时 ， 应 注意 等 度 规 映射 与 微分 同 胚 映 射 的 联系 和 区 别 ， 等 度 
规 映 射 一 定 是 微分 同 胚 映射 ， 但 反之 不 然 ， 每 一 光滑 矢量 场 对 应 于 一 个 单 参 微分 
同 胚 群 (以 下 略 去 “局 域 ”一 词 )， 所 以 任意 流 形 M 都 有 无 数 个 单 参 微分 同 胚 群 ， 
全 部 微分 同 胚 映射 的 集合 是 一 个 无 限 多 参数 的 群 , 叫 M 上 的 微分 同 胚 群 . (M, gan) 
上 每 一 Killing 矢量 场 对 应 于 一 个 单 参 等 度 规 群 ， 它 是 M 上 微分 同 胚 群 的 一 个 子 
群 ， 全 部 等 度 规 映射 的 集合 称 为 (M, gas) 的 等 度 规 群 (isometry group)， 由 于 4 维 时 
空 最 多 只 有 10 个 独立 的 Killing 矢量 场 ， 其 等 度 规 群 最 多 只 有 10 个 参数 . 设 Gi 
是 M 上 的 一 个 单 参 微分 同 胚 群 ， 则 vV pe M，G 中 所 有 元 素 作 用 于 p 所 得 的 点 的 
集合 叫 G1 的 、 过 p 的 一 条 轨道 ( 见 $2.2)， 轨 道 的 这 一 定义 可 推广 到 M 上 微分 同 胚 
群 的 任 一 子 群 . 不 难看 出 ， 设 G3 为 (S”, hs) 上 的 等 度 规 群 [与 SO(G3) 同 构 ]， 则 Gs 
过 任意 点 PeS- 的 轨道 都 是 S 本身. 

定义 1 时 空 (M, gap) 称 为 球 对 称 的 (spherically symmetric) , 若 其 等 度 规 群 含有 

一 个 与 SO(3) 同 构 的 子 群 G3， 且 G3 的 所 有 轨道 (不 动 点 除外 ) 都 是 2 维 球面 ， 这 些 
球面 称 为 轨道 球面 . 
注 1 (D 球 对 称 时 空 (M，gas) 的 等 度 规 群 可 比 SO(3) 群 大 ， 例 如， 闵 氏 时 空 
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等 度 规 群 有 10 个 参数 , 但 它 含 有 与 SO(3) 群 同 构 的 子 群 , 且 其 轨道 (除了 一 个 不 动 
点 外 ) 都 是 2 维 球面 ， 故 闵 氏 时 空 是 球 对 称 时 空 . @ 确 切 地 说 ， 定 义 1 只 对 球 对 称 
度 规 场 而 不 是 球 对称 时 空 下 了 定义 如果 时 空 存在 物质 场 ( 即 T 二 0)， 则 只 当 度 
规 场 和 物质 场 都 为 球 对 称 时 才 把 (KM, goo) 称 为 球 对 称 时 空 ($8.6 将 涉及 物质 场 对 称 
性 与 度 规 场 对 称 性 的 关系 问题 ). 
等 度 规 群 中 与 SO(3) 同 构 的 子 群 G3 对 应 于 3 个 独立 的 Killing 矢量 场 & ,6,”， 
5 . 设 才 是 G3 的 一 个 轨道 (2 维 球面 )， 则 6 ，6j，6 从 上 任 一 点 出 发 的 
积分 曲线 都 身 在 .上 , 故 宛 上任 一 点 的 入 ，6 ， 名 "都 切 于 邑 . 设 8 是 gi 在 
上 诱导 的 2 维度 规 ， 则 由 诱导 度 规 的 定义 可 知 . 吧 上 的 皇 ，6”，6 用 8, 衡 
量 也 是 Killing 场 , 可 见 (.9, 866) 具 有 由 6 ,6 和 如 代表 的 最 高 对 称 性 , 因而 (证 
明 见 选读 8-2-1) 8 只 能 是 标准 球面 度 规 has (由 3 维 欧 氏 度 规 在 球面 上 诱导 的 度 
规 )， 即 存在 常数 玉 > 0 和 坐标 系 {& 9} 使 8 的 线 元 可 表 为 
d 和 =K(d0 +sin2 0d9’). (8-2-3) 
以 闵 氏 时 空 为 例 . 设 2 是 某 惯性 系 的 一 


个 同时 面 ,指定 了 中 的 一 组 同心 2 球面 
( 见 图 8-4， 便 在 10 维 等 度 规 群 中 挑 出 
7 7 一 个 同 构 于 SO(3) 的 子 群 G3, 它 过 中 
- 任 一 点 p( 球 心 o 除外 ) 的 轨道 就 是 p 点 
8-4” 闵 氏 时 空中 某 惯性 系 的 同时 面 上 上 的 ”所 在 的 球面 .， 闵 氏 度 规 在 所 选 惯 性 
一 个 轨道 球面 .9 (压缩 一 维 ) 坐标 系 中 的 线 元 为 
ds” =—dt* +dr* +d$, 
其 中 
d$* =r*(d0’ +sin20 dp) ， 
可 见 式 (8-2-3) 的 天 对 闵 氏 时 空 而 言 就 是 所 论 轨 道 2 球面 . 的 半径 的 平方 . 为 了 弄 
清 天 在 非 平 直 时 空中 的 意义 ， 可 以 利用 .Z 的 面积 这 一 几何 概念 . 设 E 是 上 与 
8w 适 配 的 面 元 ， 则 .2 的 面积 为 4=| 2&， 其 中 又 可 用 .上 的 坐标 系 {0. 9} 表 
为 =V8 dg 人 dp ， 式 中 的 8 是 8 在 {& pg} 系 的 行列 式 ， 由 式 (8-2-3) 读 出 后 可 
求 得 8=K sin*0， 故 E=Ksin0d0 和 人 dp ， 从 而 
2T n 
A=K| dp | singdg= 4nk . 
可 见 天 就 是 球面 积 除 以 4r。、 和 定义 
r := (A/4n)'”, (8-2-4) 
并 仍 称 > 为 半径 ， 则 天 = 一 ， 式 (8-2-3) 可 改写 为 
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d$* =r*(d0’ +sin’Gd9’), (8-2-5) 
这 表面 上 与 闵 氏 时 空 的 d$* 表达 式 (8-2-3) 一 样 , 而且 式 中 的 7 也 叫 半径 , 但 在 一 般 
情况 下 半径 7 不 一 定 有 “ .上 各 点 与 球 心 
的 距离 ”这 样 的 意义 ， 事 实 上 ， 下列 三 种 
情况 都 有 可 能 : 中 时 空 流 形 中 根本 不 存在 
可 被 视 作 .8 的 球 心 的 点 . 先 看 一 个 简化 例 
子 : 设 S 是 流 形 及 xS'( 柱 面 ) 中 的 一 个 圆 
周 , 则 其 “圆心 ”p 将 不 在 流 形 及 xS 上 (图 
8-5). 类 似 地 ，RRxS” 中 也 不 存在 可 被 视 作 
S 的 球 心 的 点 ，@) 时 空中 虽 存 在 可 被 视 为 
.2 的 球 心 的 点 ， 但 由 于 度 规 弯曲 ，.Z 面 
与 该 点 的 距离 并 不 等 于 按 式 (8-2-4) 定 义 的 ”图 8-5 3 维 欧 氏 空间 中 的 圆柱 面 ， 面 上 任 
半径 r+，@ 存 在 不 止 一 个 球 心 . 一 圆周 的 圆心 p 都 不 在 柱 面 上 
[选读 8-2-1] 

在 写 出 式 (8-2-3) 前 曾 默认 一 个 命题 : 设 (.9,8,) 具 有 由 ，6j "和 如 "代表 的 
最 高 对 称 性 ， 则 8 的 线 元 总 可 表 为 式 (8-2-3). 现在 介绍 这 个 命题 的 证 明 思 路 . 设 
gw 在 坐标 系 {0,9} 的 分 量 为 人 ，822 ，812， 则 由 ?=(6/09)” 可 知人 ，822 ，812 
不 是 9 的 函数 . 写 出 6” 所 满足 的 史 64 =0 的 坐标 分 量 方程 组 ,把 811(0) ,822(0) ， 
812(O) 作为 待定 函数 求解 ， 得 812 =0, 811 =Kk (常数 )， 822 = Ksin’0 。 不 难 验证 
多 8p =0. 于 是 命题 得 证 . 


[选读 8-2-1 完 ] 


$8.3” 施 瓦 西 真 空 解 

8.3.1 静态 球 对 称 度 规 

命题 8-3-1 设 静 态 球 对 称 时 空 (M, gas) 只 有 一 个 超 曲 面 正 交 的 类 时 Killing 矢 
量 场 纪 , ” 则 其 等 度 规 群 中 与 SO(3) 同 构 的 子 群 G3 的 所 有 轨道 球面 必 与 5" 正 交 . 

证 明 peG 可 看 作 从 M 到 M 的 等 度 规 映射 由 于 矢量 场 的 类 时 性 、Killing 
性 以 及 超 曲 面 正 交 性 都 由 度 规 判断 ， 可 以 相信 和 bE” 也 是 超 曲 面 正 交 的 类 时 Killing 
矢量 场 ( 见 第 4 章 习 题 12)， 既 然 只 存在 一 个 这 样 的 矢量 场 ， 就 有 处 #2 =6*， 假 定 
6 与 G3 的 某 个 轨道 球面 .> 不 正 交 ， 则 它 存在 切 于 .的 投影 名 .总 可 找到 球面 


Q 任意 常数 乘 ”当然 也 是 类 时 Killing 矢量 场 ， 此 处 所 谓 “ 一 个 ”自然 是 指 “ 一 个 线性 独立 的 ”. 
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上 的 一 个 转动 $6 : 下 使 如 在 此 转动 下 有 所 改变 ， 即 名 如 ， 然 而 : 
了 忆 了 可 看 作 某 个 ge G (他 M 一 M ) 限 制 在 .上 的 结果 .就 是 说 ， 只 要 名 非 
零 ， 就 存在 ge G3; 使 办 2 2 ， 从 而 hE" 6， 矛盾 于 bE = . 口 
设 了 是 与 £&" 正 交 的 超 曲面 ， 则 根据 命题 8-3-1，Gs 过 5 任 一 点 的 轨道 球面 都 
躺 在 二 上 ， 如 图 8-6， 利 用 这 一 几何 特性 可 使 静态 线 元 表达 式 (8-1-3) 进 一 步 简 化 . 
二 6 


图 8-6 过 2 任 一 点 的 轨道 球面 都 身 在 上 (压缩 一 维 ) 
虚线 是 球面 法 矢 场 w 的 积分 曲线 
为 此 只 须 说 明 如 何 定 义 等 1 面 了 上 的 3 维 局 域 坐标 系 {x+，x?，x}. x 可 用 轨道 球 
面 的 半径 定义 : 每 一 点 的 x 就 定义 为 它 所 在 的 轨道 球面 的 半径 > x? 和? 则 可 用 
如 下 的 “携带 法 ”定义 : 设 .是 了 中 的 某 一 轨道 球面 , 则 它 是 了 中 的 (2 维 ) 超 曲面 ， 
其 上 有 切 于 的 归 一 法 矢 场 w， 由 于 过 的 任 一 点 都 有 一 个 躺 在 上 的 轨道 球面 ， 
m 是 定义 在 上 的 矢量 场 , 其 积分 曲线 处 处 与 轨道 球面 正 交 (图 8-6 用 虚线 示 出 其 
中 一 条 ). 在 .上 任 选 球 坐 标 9，wp， 就 可 用 mw 的 积分 曲线 把 这 两 个 坐标 “携带 ” 
到 其 他 轨道 球面 ( 即 令 每 条 积分 曲线 上 各 点 的 8 gp 值 都 等 于 该 线 与 .交点 的 0@ 9 
值 ), 区 上 便 有 局 域 坐标 系 {r, @ pg}. 此 坐标 系 使 式 (8-1-3) 中 的 gydx dx 取 最 简单 的 
形式 . 由 9 的 上 述 定 义 可 知 法 矢 场 mn" 的 积分 曲线 与 + 的 坐标 线 重合 (只 是 参数 不 
同 )， 所 以 gss (8/0r)*(6/00)”=0 ，gs (0/90r)*(3/09) =0， 于 是 8,dx'dx! 中 drd9 
drdyp 项 的 系数 为 零 ， 再 考虑 到 gydx dx 在 每 一 轨道 球面 的 诱导 度 规 都 由 式 (8-2-5) 表 
示 ， 便 得 
gydx dx = gudr* +r"(d0” +sin’0dg’), 
因而 
ds” = go0dt* + gudr* +r*(d0? +sin’0dp’). (8-3-1) 

根据 式 (8-1-3)， So0 和 811 都 不 是 1 的 孙 数 . 考虑 到 球 对 称 性 ， 可 以 相信 So00 和 S11 
也 不 是 9 和 9 的 函数 [有 兴趣 的 读者 可 利用 9 和 9 在 (8/3r)” 及 (6/07)” 的 积分 曲线 上 
为 常数 的 性 质 自行 证 明 ]， 把 gw 和 gj, 分别 记 作 --e "和 e*”“ ， 则 式 (8-3-1) 成 为 

ds” =—e’ dr +e’sNdri +r (dO +sin’? 0dp’). (8-3-2) 


这 就 是 有 唯一 静态 Killing 矢量 场 的 球 对 称 度 规 在 上 述 坐 标 系 {, +, 8,9} 中 相当 一 
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般 的 线 元 表达 式 ， 我 们 强调 {t, r, 8 pg} 是 M 中 的 局 域 坐标 系 ， 是 指 它 的 定义 域 ( 坐 
标 域 ) 不 可 能 是 全 流 形 M. 这 是 当然 的 ， 就 连 每 个 轨道 球面 上 的 坐标 2 9 也 不 能 在 
全 球面 上 定义 (不 能 用 一 个 坐标 系 覆 盖 整 个 SS， 见 $2.1)， 此 外 ,例如 ，(dn)。=0 的 
点 也 不 在 {t,r, 8 9} 的 坐标 域内 (图 9-13 的 X= 7= 0 就 是 这 样 的 点 ). 


8.3.2 施 瓦 西 真 空 解 


满足 真空 爱 因 斯 坦 方程 的 静态 球 对 称 度 规 称 为 施 瓦 西 真空 解 (Schwarzschild 
vacuum solution)， 简 称 施 瓦 西 解 ， 在 物理 上 描述 一 个 球 对 称 恒星 (如 太阳 ) 的 外 部 
引力 场 . 第 7 章 曾 指出 真空 爱 因 斯 坦 方程 等 价 于 ( 见 第 7 章 习 题 7) 
Rss = 0. (8-3-3) 
由 于 静态 球 对 称 度 规 ( 线 元 ) 的 一 般 形 式 (8-3-2) 只 含 两 个 待定 一 元 函数 4() 和 B(7)， 
方程 的 求解 变 得 简单 : 用 这 两 个 函数 表 出 里 奇 张 量 Ras, 令 其 为 零 并 对 所 得 的 关于 
4(D) 和 BC(7) 的 微分 方程 求解 便 可 . $5.7 已 详细 介绍 过 用 正 交 归 一 标 架 计算 线 元 式 
(8-3-2) 的 黎 曼 张 量 的 方法 和 结果 ， 由 此 易 得 Re 用 4(D) 和 B(7) 的 表达 式 . 为 了 帮助 
读者 掌握 用 坐标 基底 计算 曲率 的 方法 , 此 处 再 用 坐标 基底 法 直接 计算 Rap. 首先 计 
算 线 元 (8-3-2) 的 克 氏 符 .， 由 式 (3-4-19) 求 得 非 零 克 氏 符 为 
To de Va 
Ty»y=-re®, Ty=-rsin0 es?, 7?,=T, =1/r, (8-3-4) 
三 2 =— sinOcoso, Ts=T 3 =1/7, Ts = 7, = co0th, 


其 中 ' 代表 对 7 求 导 . 把 式 (8-3-4) 代 入 (3-4-21) 求 得 非 零 (不 恒 等 于 零 ) 的 RR, 为 


Ro =-e" "(A"+A'B'- A” -2r"A'), (8-3-5) 
Ri=-A’+A'B' -A”+2r"B', (8-3-6) 
R,, =~-e?[1+r(A’-B)]+1, (8-3-7) 
Rs=— {e [l+r (A’-B)]-1 } sin’0. (8-3-8) 


于 是 Re =0 便 等 价 于 以 下 3 个 关于 待 求 一 元 函数 A(n) 和 B(7) 的 微分 方程 [ 式 (8-3-7) 
和 (8-3-8) 给 出 同一 方程 ]: 


-4"+4'B'- 42 -2r4=0， (8-3-9) 
—A”’+A'B'-A”+2r-1B'=0, (8-3-10) 
-~e™3[1+r(A’-B")]+1=0, (8-3-11) 

方程 (8-3-9) 减 (8-3-10) 得 
A' ==B", (8-3-12) 
故 A=-B+Qa, Q = 常数. (8-3-13) 


注意 到 式 (8-3-12)， 方 程 (8-3-11) 可 改写 为 只 含 一 个 待 求 函数 B(n) 的 方程 
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1--27B' =e22 (8-3-14) 


ll 
es = E + | ， (8-3-15) 


a 


其 中 C 为 积分 常数 .由 直接 验证 可 知 式 (8-3-13) 和 (8-3-15) 也 满足 方程 (8-3-9) 和 
(8-3-10)， 故 它们 就 是 待 解 方程 组 (8-3-9)~(8-3-11) 的 通 解 .把 此 二 式 的 A 和 B 代 入 
线 元 式 (8-3-2) 得 


ds” =— E + e“2dt | + dr* +r’(d0* +sin 人 do 六) (8-3-16) 
广 广 


其 通 解 为 


定义 新 坐标 上 := e*t ， 得 
0 Ga 2 
ds =—|1+— |dt’ +|l+—| dr +r’(d0’ +sin’0 dp ). (8-3-17) 
r r 


Q 的 常数 性 保证 (80/67) 同 (8/91)* 一 样 是 类 时 Killing 矢量 场 ， 不妨 认为 一 开始 定义 
坐标 系 {tr, 8 9} 时 就 把 t 选 作 Killing 时 间 坐 标 ,因此 式 (8-3-17) 的 ?可 索性 改写 为 1: 


-1 
ds” =— 1 F df” + € F < dr* +r’(d0’ +sin’ dp’). (8-3-17") 
广 广 


这 就 是 施 瓦 西 真空 解 ( 施 瓦 西 度 规 )， 当 足够 大 时 ， 上 式 近似 回 到 球 坐 标 系 的 闵 氏 线 
元 表达 式 ， 可 见 施 瓦 西 度 规 是 渐 近 平 直 的 .然而 ， 式 (8-3-16) 在 > 一 oo 时 却 只 能 趋 于 
! ds =— edrt’ +dr* +r*(d0? +sind dp’), 

由 此 也 可 看 出 一 开始 就 把 选 作 时 间 坐 标的 好 处 . 

当 r 足够 大 时 ， 广 义 相 对 论 的 线性 近似 ( 见 7.8.1 小 节 ) 适 用 .又 因 (L+ C/Vr)” 
1 一 C/r ， 故 式 (8-3-17') 近 似 给 出 

ds2 =[-drf2 + dr +r2(d0? +sin dg’)]- 和 dz + dr?), 

上 式 右边 第 一 项 是 平 直 线 元 ， 通 过 坐标 变换 x= rsingcosp ，y=rsin0sing ， 
z=rcos9 可 改写 为 [~- dt* +dx*+dy*+dz*]. 所 以 +r 很 大 时 的 施 瓦 西 度 规 gab 可 表 
为 gap =714p +Yop ， 其 中 小 量 yis 的 00( 即 埠 分 量 y0o =- C/r ,与 式 (7-8-35) 对 比 得 
$=C/2r , 而 由 牛顿 引力 论 又 知人 力 = _M17 (其 中 MM 是 星体 质量 )， 因此 C =-2M ， 
式 (8-3-17') 于 是 可 表 为 


ds” =— 1 -2 dt” + E a dr“ +r (dO” +sin’"0 dg’”). (8-3-18) 
r r 


这 束 是 施 瓦 西 真 空 解 的 最 常见 表达 式 ， 式 中 的 MM 就 称 为 星体 的 质量 .对 “星体 质 . 


量 ” 概 念 的 准确 理解 见 选读 9-3-1 及 下 册 第 12 章 . 
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下 面 做 一 点 更 为 “物理 ”的 讨论 ， 即 讨论 一 个 静态 球 对 称 恒星 外 部 的 空间 几 
何 . 图 8-7 的 圆柱 面 代表 静态 球 对 称 恒 
星 表面 的 世界 面 , 柱 面 外 的 时 空 由 施 瓦 
西 度 规 描述 . 施 瓦 西 时 空 存在 静态 参考 
系 ， 每 一 等 1 面 了 ,可 解释 为 该 系 在 1 时 
刻 的 空间 ， 区 ;与 圆柱 面 的 交 面 5 代表 
时 刻 的 恒星 表面 (图 中 压缩 成 1 维 贺 
周 )， 设 G1!，G, 是 两 个 有 相同 9，o 值 
的 静态 观 者 ， 其 世界 线 与 2 的 交点 p，， 
p, 就 代表 这 两 个 观 者 在 ! 时 刻 的 位 图 8-7 静态 观 者 G1,G2 在 1 时 刻 的 空间 距离 是 
置 .5, 中 位 于 5 以 外 ( 星 外 ) 的 空间 几何 。 《全 的 轴 地 绕 7( 背 在 2 上 的 仿 六 
由 施 瓦 西 度 规 的 诱导 度 规 hs 描述， 相应 的 线 元 为 


2 2MY .es 2 
ds” = I dr“” +r’(d0° +sin’0 dp”). (8-3-19) 


我 们 来 计算 pi 与 p, 之 间 的 空间 距离 I， 黎 曼 空间 ( 度 规 正定 ) 中 两 点 的 距离 定义 为 
连接 这 两 点 的 所 有 曲线 中 的 最 短线 的 线 长 . ”不 难 证 明了, 上 从 pi 到 p, 的 、9 和 9 
都 为 常数 的 曲线 y 是 p,|，p, 之 间 最 短 的 线 ， 其 长 度 (因而 pi 与 p, 的 距离 ) 为 


1= | dra y= | | (-2M/r) ?dr> ni, 


其 中 ri 和 分别 是 G1 和 Gs 的 7 坐标._ 上 式 表 明 G1 和 G; 在 任 一 时 刻 t 的 空间 趾 
离 为 常数 (这 是 静态 观 者 的 性 质 ). ! 也 称 为 G1 和 Gz 的 固有 距离 (proper distance)， 
它 不 等 于 两 者 的 坐标 距离 r, 一 i， 这 正 是 (1, job) 的 非 欧 性 的 一 种 反映 . 

本 章 对 施 瓦 西 度 规 的 讲解 重点 在 于 求解 . 第 9 章 将 再 对 施 瓦 西 时 空 做 详细 
讨论 . 

为 便于 查找 ， 我 们 把 施 瓦 西 度 规 在 施 瓦 西 坐标 系 的 克 氏 符 和 ( 降 指标 ) 黎 曼 张 
量 的 非 零 分 量 列 出 如 下 ， 其 中 蕊 ， 关 ， 和 ,和 分 别 代 表 1 rr，9，90. 


NE = 邱 (GL-2M1D a = 气 (1-2M1n) 
人 = 和 (1-2M/D T=-r (1-2M/r), T=-r(1-2M/r)sin’ 0, 
T? ,=T7 =1/r, Ts=—sin0cos0, Ts=T3 =1/r, T= T°3 = Coth, 
(8-3-20) 


中 准确 地 说 , 黎 曼 空 间 ( 度 规 正 定 ) 中 两 点 间 的 距离 定义 为 该 两 点 间 所 有 曲线 长 度 的 集合 (作为 RR 的 子 集 ) 的 下 确 
界 . 


. 258 . 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


Roio1 = -2 ， Rom = 和 (1- 2M /7), Room = (1-2M/r) sin? 0, 
Ri =- 笃 (1- 2M /r)" Ri =- 各 (1- 2M/r) sin*0, Rs =2Mr sin?0. 


(8-3-21) 
[选读 8-3-H] 

我 们 曾 一 再 提 到 “引力 就 是 时 空 弯 曲 ”， 现 在 有 了 稳 态 时 空 的 概念 ， 对 这 名 
话 就 可 给 出 更 为 深入 、 具 体 的 解释 ， 引 力 概 念 最 最 早 来 自 对 地 球 附近 物体 运动 的 研 
究 . 当 你 释放 手中 的 革 果 时 ， 它 以 181= 9.8m.s 向 地 面 加 速 下 落 ， 所 以 说 苹果 受 
到 地 球 引 力 ， 或 说 地 球 在 自己 外 部 产生 引力 场 ， 这 个 如 此 重要 的 181 在 广义 相对 
论 中 对 应 于 什么 ? 从 广义 相对 论 看 来 ， 苹 果 做 测 地 运动 ， 其 4 加 速 为 零 ， 反之 ， 
你 (作为 稳 态 观 者 ) 虽 然 觉 得 自己 舒服 地 坐 在 椅子 上 ， 你 的 4 加 速 却 非 零 ， 稳 态 观 
者 的 4 加 速 为 (见习 题 3) 

4 =V”Inx， 其 中 X=(-66*")“， 6 是 稳 坟 时空 的 类 时 Killing 场 . (8-3-22) 
因为 4 加 速 与 4 速 正 交 ,所 以 A” 是 稳 态 观 者 世界 线 上 的 空间 矢量 场 ， 这 是 稳 坊 时 
空 几 何 本 身 的 一 个 内 豪 的 失 量 场 . 牛顿 语言 中 的 引力 场 强 节 必定 对 应 于 广义 相对 
论 的 某 个 内 豪 几 何 量 ，-A* 正 是 这 样 一 个 量 ， 所 以 可 以 称 为 稳 态 时 空中 的 “引力 
场 ”( 引 力 加 速度 场 ) 下面 证 明 这 一 称谓 同 你 心目 中 的 地 球 引力 场 131=9.8 ms 了 
的 确 数值 一 致 、 近 似 认为 地 球 外 有 施 瓦 西 度 规 ， 则 

X=(-6,6") =(-g00) =(1-2M/r)®?, 
式 (8-3-22) 成 为 
A X=- 坟 (1- 2M /Ir) (dr),, 


因而 
a a M M a 
EWENEN WL =-z (1-2M/7) 1Jgw(dr) (dr) -二 -2M1 el 


故 1441= 学 ( -2M/m) (8-3-23) 
r 


设 半 果 G 与 稳 态 观 者 Gs 世界 线 切 于 p( 见 图 
8-8)， 由 于 自由 下 落 ，G 对 应 于 闵 氏 时 空 的 惯 
性 观 者 ， 由 命题 6-3-6 和 等 效 原理 可 知 G 在 了 
时 刻 相 对 于 Gs 的 3 加 速 a 等 于 Gs 的 (绝对 )4 
加 速 4 的 负 值 ， 而 a 就 是 85， 把 式 (8-3-23) 


图 8-8 自由 下 落 蔷 果 G 相对 于 
稳 态 观 者 Gs 的 3 加速 qr= -A 改 回 国际 制 便 有 
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181=144|= 


-1/2 
[ 4 ] , (8-3-24) 


r” cr 
用 于 地 球 表面 ,以 M =M。 =6xl10” ,r=r=6.4x10s, c=3x10’, G=6.7x10™ 
代入 ,发 现 上 式 右 边 括 号 等 于 1-10”1， 故 

1g1lsGMo /rs” 9.8. 

于 是 我 们 说 稳 态 时 空 存在 着 -4 =-V“ Inx 的 引力 场 ， 它 是 地 球 引 力 场 3 的 
广义 相对 论 表述 .然而 又 出 现 新 的 问题 : 非 稳 态 时 空 没 有 稳 态 观 者 ， 上 述 意 义 的 
引力 不 存在 ，“ 弯 曲 时 空 作 有 引力 ”的 说 法 如 何 理解 ? 前 已 讲 过 ， 只 要 时 空 弯曲 
就 有 测 地 偏离 效应 (潮汐 效应 )， 可 称 为 相对 引力 效应 .这 是 一 种 “ 硬 邦 邦 ” 的 效 
应 ,与 前 一 种 意义 的 引力 效应 不 同 ( 在 稳 态 时 空中 可 通过 选择 自由 下 落 电 梯 消 除 第 
一 种 意义 的 引力 ， 却 无 法 消除 潮汐 效应 )， 事 实 上 ， 测 地 偏离 效应 才 是 任何 弯曲 时 
室 所 共有 的 性 质 ， 当 谈 到 “弯曲 时 空 作 有 引力 ”时 ， 对 非 稳 态 时 空 只 是 指 自由 落 
体 之 间 的 相对 引力 (潮汐 效应 )， 当 时 空 曲 率 RR 点 点 为 零 时 ， 两 种 意义 的 引力 效 
应 都 不 存在 ， 所 以 说 “没有 时 空 弯曲 就 没有 引力 ”. 

[选读 8-3-1 完 ] 
[选读 8-3-2] 


(a) 空间 图 (b) 时 空 图 


图 8-9 观 者 G,G' 和 G" 在 事件 p 分手 ， 在 4 重 轿 . G' 和 G" 为 测 地 线 ， 
线 长 关系 为 16 <IG < lo 


设伏 疡 吕 风 是 孤立 静态 球 对 称 恒星 外 的 施 瓦 西 坐标 系 ，G 是 星 外 静态 观 者 ， 
空间 坐标 值 为 r=15,O=Tl/22=0; G 是 在 恒星 引力 作用 下 绕 星 作 圆周 运动 的 自 
由 观 者 ， 其 O 值 永 为 TU2( 永 在 恒星 赤道 正 上 方 )， 其 世界 线 开 始 时 (r=0) 与 G 线 交 
于 p， 转 一 圈 后 复 与 G 线 交 于 q( 图 8-9)， 由 式 (8-3-18) 易 见 dt 对 G 和 G' 的 线 元 的 
贡献 相等 ， 而 G' 线 元 还 有 来 自 dp 的 符号 相反 的 贡献 rsin'9 dp” ， 因 此 p,q 之 间 
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的 G' 线 短 于 G 线 . 类 时 测 地 线 G' 为 何 竟 短 于 类 时 非 测 地 线 (G 线 )? 首先 ，“ 类 
时 测 地 线 长 度 为 极 大 ”是 与 无 限 令 近 的 类 时 线 相 较 而 言 的 (“局 部 最 长 ”), 而 G 
与 G' 并 不 邻近 . 其次， 的 确 存在 与 G' 无 限 邻 近 的 、 长 于 G' 的 类 时 线 ， 这 也 不 足 
为 怪 ， 因 为 “类 时 测 地 线 长 度 为 极 大 ”成 立 的 充 要 条 件 是 线 上 不 存在 共 轿 点 对 ， 
而 G' 不 满足 这 一 条 件 . 事实 上 ， 可 以 相信 (根据 选读 7-6-3 的 共 力 点 对 的 定义 可 以 
证 明 )G' 上 存在 无 数 共 罗 点 对 [满足 9=90o 和 gp =90+T( 其 中 0< po<T) 为 一 对 ]. P， 
4 之 间 的 、 没 有 共 罗 点 对 的 类 时 测 地 线 对 应 于 如 下 物理 情况 : 设 自 由 观 者 G" 在 事 
件 p 以 适当 初速 被 坚 直上 抛 再 自由 下 落 ( 径 向 测 地 线 ), 与 G 线 恰 重 轿 于 事件 gq ( 见 
图 8-9)， 则 其 世界 线 就 由 于 没有 共 罗 点 对 而 至 少 为 局 部 最 长 ， 事实 上 它 比 G 和 
G' 都 长 [注意 ， 从 式 (8-3-18) 看 出 G' 短 于 G 的 理由 不 适用 于 G"， 因 其 了 值 不 等 于 G 
的 7 值 ，dt 对 线 元 的 贡献 不 等 .]. 

[选读 8-3-2 完 ] 


8.3.3 Birkhoff ( 伯 克 霍 夫 ) 定 理 


施 瓦 西 证 明了 真空 爱 因 斯 坦 方 程 的 静态 球 对 称 解 为 施 瓦 西 解 ， 已 如 上 述 . 后 
来 发 现 静态 条 件 可 以 取消 , 因为 伯 克 霍 夫 在 1923 年 证 明了 以 下 定理 : 真空 爱 因 其 
坦 方程 的 球 对 称 解 必 静 态 ， 下 面 简介 定理 的 证 明 思 路 ， 静 态 球 对 称 线 元 的 一 般 形 
式 是 式 (8-3-2)， 如 果 取 消 静态 条 件 ， 线 元 表达 式 就 不 如 此 简单 ， 例 如 交叉 项 didr 
的 系数 非 零 ， 然 而 ， 通 过 适当 坐标 变换 可 把 线 元 变 得 与 式 (8-3-2) 形 式 一 样 ， 唯 一 
区 别 是 式 (8-3-2) 中 的 一 元 函数 4(D) 和 BC 要 改 为 二 元 函数 4(t 六 和 BG, 7). 以 4',B'， 
4,， 刀 分 别 代 表 34/8r ，8B/ar ，0A/9t ，8B/8f ， 通 过 比 8.3.2 小 节 的 计算 略为 复 
杂 的 求解 过 程 [ 见 Cameli(1982); Stephani(1982)]， 仍 然 得 到 施 瓦 西 线 元 式 (8-3-18)， 

Birkhoff 定理 是 个 强 有 力 的 定理 ， 它 断定 非 静态 物质 分 布 只 要 保持 球 对 称 性 
(例如 急剧 收缩 、 膨 胀 、 径 向 振 葛 甚至 爆炸 的 星体 )， 外 部 时 空 几何 就 仍 由 施 瓦 西 
真空 解 描述 ， 这 为 星体 演化 的 研究 提供 了 很 大 方便 ( 见 89.3 和 89.4) 

Birkhoff 定理 同 电动 力学 的 下 述 定理 很 相似 : 球 对 称 电荷 分 布 的 电磁 场 ( 即 真 
空 麦 氏 方程 的 球 对 称 解 ) 必 为 静电 场 .电磁 波 是 时 变 电 磁 场 在 空间 的 传播 , “ 球 对 
称 电磁 场 必 为 静电 场 ”表明 不 存在 球 对 称 电磁 波 (球面 电磁 波 是 指 波 阵 面 为 球面 的 
电磁 波 ， 其 电磁 场 并 无 球 对 称 性 ， 不 是 球 对 称 电 磁 波 )， 类 似 地 ， 由 于 引力 波 不 会 
在 稳 态 引力 场 中 出 现 ( 稳 态 就 是 “不 随时 间 而 变 ”)，Birkhoff 定理 表明 不 存在 球 对 
称 引力 波 ， 注 意 到 球 对 称 辐射 也 就 是 单 极 辐射 ， 以 上 结论 的 等 价 说 法 是 : 不 存在 
单 极 的 电磁 和 引力 辐射 ， 电 磁 辐射 的 主要 贡献 来 自 偶 极 辐射 ， 与 此 不 同 ， 由 $7.9 
可 知 对 引力 而 言 既 不 存在 单 极 辐射 也 不 存在 偶 极 辐射 。 引 力 辐射 的 主要 贡献 来 自 
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表 8-1 引力 辐射 与 电磁 辐射 对 照 表 


单 极 辐射 偶 极 辐射 四 极 辐射 
电磁 辐射 无 有 (主要 ) 有 
引力 辐射 无 无 有 (主要 ) 


后 来 发 现 Birkhoff 的 原始 提 法 不 够 准确 ， 修 正 后 的 Birkhoff 定理 可 表述 为 : 
真空 爱 因 斯 坦 方程 的 球 对 称 解 必 为 施 瓦 西 度 规 . 这 一 提 法 与 原始 提 法 的 区 别 在 于 
延 拓 后 的 施 瓦 西 度 规 在 部 分 时 空 区 域内 并 非 稳 态 , 话 见 9.4.3 小 放 . Petrov 于 1963 
年 最 先 对 Birkhoff 定理 提出 质疑 [ 见 Kramer et al.(1980)P. 157 及 其 所 引文 献 ], 修正 
后 的 定理 的 证 明 见 Hawking and Ellis(1973) 附 录 B. 序 志 全 和 梁 灿 | 彬 [Kuang and 
Liang(1988)] 进 一 步 把 定理 的 球 对 称 性 条 件 减 弱 为 “ 共 形 球 对 称 性 ”而 保持 定理 的 
结论 共 形 一 词 的 定义 见 812.1( 下 册 ). 


$8.4 ”Reissner-Nordstrom( 来 斯 纳 - 诺 斯 特 朗 ) 解 


8.4.1 电磁 真空 时 空 和 爱 因 斯 坦 -麦克 斯 韦 方程 


施 瓦 西 度 规 描 述 静 态 球 对 称 星 体外 部 (真空 ) 的 时 空 弯 曲 . 不 少 实际 星体 带 有 
电荷 ， 其 外 部 时 空 充 满 电磁 场 ， 并 非 真空 ， 除 电磁 场 外 没有 物质 场 的 时 空 称 为 电 
磁 真 空 (electrovac ， 是 electrovaccum 的 简写 ) 时 空 。 电磁 真空 受 因 斯 坦 方程 
Gp =8r75 中 的 To 是 某 种 电磁 场 (我 们 只 讨论 无 源 电 磁场 )Fu 的 能 动 张 量 ， 即 


1 1 
1 Cael 8bleaf 中 (8-4-1) 
故 电磁 真空 爱 因 斯 坦 方程 又 可 表 为 
Gap 二 KR,, -Rg =2 (FacP, -SF ? (8-4-2) 
其 中 Fs 要 满足 弯曲 时 空 的 无 源 麦 氏 方 程 
V°F, =0, (8-4-3a) 
VisFe =0, (8-4-3b) 


这 里 的 Vs 是 同 度 规 gj 适 配 的 导数 算 符 , 而 8 又 必须 满足 方程 (8-4-2). 可见 电磁 
真空 时 空 由 背景 流 形 M、 度 规 场 8,, 和 电磁 场 Fw 三 要 素 决 定 ， 其 中 gw 和 Fas 应 
是 由 式 (8-4-2) 和 (8-4-3) 构 成 的 联 立方 程 组 的 解 . 此 方程 组 叫 爱 因 斯 坦 -麦克 斯 韦 方 
程 组 ， 由 式 (8-4-1) 易 证 (习题 ) 电 磁场 能 动 张 量 Tw 的 迹 了 = 8”“7w = 0 ， 于 是 由 爱 因 


斯 坦 方程 Rs -Rgw = 8r7 易 见 (习题 ) 标 量 率 R=0， 因 此 电磁 真空 的 爱 因 斯 
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坦 方 程 简化 为 
R = 8TT 2 (8-4-4) 
电磁 场 Fw 可 按 物 理性 质 分 为 天 光电 磁场 和 非 类 光电 磁场 两 大 类 定义 复 张 
量 场 
5D, := F, +iP,, (8-4-5) 
其 中 Fs 是 Fs 的 对 偶 微分 形式 ，Fs 称 为 类 光电 磁场 (null electromagnetic field)， 


二 


右 


5 0, (8-4-6) 
否则 称 为 非 类 光电 磁场 (nonnull electromagnetic field)， 易 证 (习题 ) 
2 =2 (FP,F®+iF, Fp®), (8-4-7) 
因此 电磁 场 的 类 光 条 件 (8-4-6) 等 价 于 
FF® =0, (8-4-8a) 
和 
F,F™ =0. (8-4-8b) 


PP 所 的 瞬时 观 者 p, ZZ ) 测 得 的 电场 和 磁场 按 定义 为 Fa:= FP,Z 和 Ba:= -*F ,2Z*( 参 
见 6.6.1 小 节 )， 由 此 可 证 ( 见 第 6 章 习题 15) 

RPE” 2 (Bp), (8-4-9) 

FF =4E.B=4g®E,B,. (8-4-10) 

可 见 , 虽然 和 B 都 与 观 者 有 关 ，B? - E? 和 E.B 却 是 两 个 不 变量 ( 即 标 量 场 ， 事 

实 上 ,能 由 E 和 B 构 造 的 独立 的 不 变量 只 有 这 两 个 .)、 上 两 式 表明 式 (8-4-8) 等 价 

于 

B=E’, (8-4-11a) 

E.B=0. (8-4-11b) 

上 两 式 表 明 瞬 时 观 者 测 得 的 EE 和 B 长 度 相等 而 且 彼 此 正 交 , 这 两 点 正 是 闵 氏 时 

空 的 平面 电场 波 的 基本 特征 . 可 以 证 明 ( 见 下 册 附 录 D)， 设 任意 时 空中 有 类 光 

电磁 场 Fe， 其 能 动 张 量 为 Ta。， 则 瞬时 观 者 (p, Z) 测 Fos 所 得 的 4 动量 密度 
W” = 一 7”,Z”( 见 $6.4) 是 指向 未 来 的 类 光 矢量 . 


8.4.2 Reissner-Nordstrom 解 


现在 求解 静态 球 对 称 带电 星体 的 爱 因 斯 坦 -麦克 斯 韦 方 程 组 .根据 8.3.1 小 节 

的 讨论 ， 在 静态 球 对 称 情况 下 选择 与 度 规 的 两 个 几何 特性 (静态 性 和 球 对 称 性 ) 相 
适 配 的 坐标 系 {x*}={f,r,， 9, 9} 可 把 线 元 表 为 如 下 简单 形式 [ 即 式 (8-3-2)]: 

ds” =— ed +e2p0D0dr2 +r (dO +sin’0 dp’). (8-4-12) 
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[ 原 式 (8-3-2) 中 的 A(7) 及 B(7) 现 在 易 与 4 势 A 及 人 磁场 下 混淆， 故 改 记 作 w (7) 和 
B(r).] 这 一 坐标 系 不 但 可 简化 线 元 ， 而 且 可 简化 电磁 场 分 量 . 静态 球 对 称 带 
电 星体 产生 的 电磁 场 fos 也 是 静态 球 对 称 的 ， 其 电磁 4 势 4. 的 坐标 分 量 4 与 
坐标 4 8 9 无 关 , 且 无 切 于 轨道 球面 的 分 量 , 即 4 = 43 = 0. A。 有 规范 目 由 性 : 
设 X 为 7 的 任意 函数 ， 则 A = A +Vax 与 44 对 应 于 相同 的 Fap， 由 上 式 得 

4 =(0/0r)° (A, +V,X)= A +Ox/Or. 
可 见 对 任 给 的 A 总 可 选 适 当 的 x(n) 使 4 =0， 故 可 认为 4。 po Ao， 再 由 

Fv =2ViAy =20Ay1 =0,Ah, -0 
便 知 非 零 的 F, 只 有 

-Fi= Fo=0h,=dA/dr, (8-4-13) 

即 Fas 只 有 一 个 独立 分 量 Fio， 通过 求解 麦 氏 方 程 (8-4-3) 可 得 其 形式 表达 式 . 方程 
(8-4-3b) 由 于 用 了 4。 而 自动 满足 方程 (8-4-3a) 的 坐标 分 量 形式 为 


a v=0, 1,2,3. (8-4-14) 
用 推导 式 (3-4- ue 
rr (Er"), G419 


由 式 (8-4-13)、(8-4-12) 可 知 非 零 的 V-gF” 只 有 Vg FPF"'=-V-gF'"=r?Foe +5)sin9， 
于 是 式 (8-4-14) 在 v= 1，2，3 时 给 出 恒等式 ,在 v=0 时 给 出 
[ro (r)e "hn)] =0, 


其 通 解 为 
Fo- 护 e"#， 其 中 = 常数 (8-4-10) 
至 此 ， 满 足 麦 氏 方程 的 电磁 场 Fo 有 如 下 表达 式 ; 
Fy =- eh (dn), Adr),. (8-4-17) 
三 


上 式 尚 含 待 求 函数 wx 六 和 风 ， 它 们 应 由 爱 因 斯 坦 方程 (8-4-4) 解 出 ， 我 们 从 一 开始 
就 有 两 组 待 求 函数 一 {F,(r)} 和 {atP)， 友 六 }， 不 要 以 为 前 者 只 含 于 麦 氏 方程 而 
后 者 只 含 于 爱 因 斯 坦 方程 从 而 可 以 分 别 求解 . 事实 上 , 两 者 都 出 现 于 两 组 方程 中 ， 
可 见 爱 - 麦 方程 是 耦合 方程 (“ 你 中 有 我 ， 我 中 有 你 . ”)， 现 在 求解 爱 因 斯 坦 方程 
R= 877T, .为 此 先 计算 Fs 的 能 动 张 量 Tibp， 由 式 (8-4-1) 和 (8-4-12) 可 得 Tu 的 非 
零 坐标 分 量 为 


7 = 而 e /18r， T=-ho e/gn, 
D,=r Fo e/gn, T=r hye Dsin0/8n. (8-4-18) 
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另 一 方面 ,里 奇 张 量 Rs 的 非 零 坐标 分 量 R,, 的 表达 式 已 由 式 (8-3-5)~(8-3-8) 给 出 ， 
于 是 爱 因 斯 坦 方程 (8-4-4) 的 分 量 方程 Ro = 8rxTo 和 页 ; = 8rT 分别 等 价 于 
-eat+oapB' -a -2rlo0)= Fo eh, (8-4-19) 
-Qa"+oap' -a +2r p=- Fo ee. (8-4-20) 
由 上 两 式 易 得 wx =-p' ， 与 施 瓦 西 解 的 求解 过 程 所 得 的 式 (8-3-12) 一 样 ， 故 也 可 通 
过 重 选 上 而 得 c=- .在 此 前 提 下 ， 利 用 式 (8-4-16) 可 知 式 (8-4-4) 的 其 余 两 个 分 量 
方程 Rs = 8r722 和 Rs = 8r733 等 价 于 
(re “) =1-@21 产 ， 


2 
于 是 人 i (8-4-21) 
三 Ir 
-1 
从 而 e“/ = | 证 2 2 . (8-4-22) 
r r 


代入 式 (8-4-12) 便 得 时 空 线 元 
2 2 -1 
ds” =— | 十 十 2 dr | 2 d 广 +1(d0 +sin20 do2) ， (8-4-23) 
三 三 rr r 


把 ga=-B 代 入 式 (8-4-16) 则 得 


五 ,= 台 (8-4-24) 
7 
当 7 足 够 大 时 ，@C-/ 王 <C/r ， 故 式 (8-4-23) 近 似 成 为 
-1 
ds” =— 1 和 问 dt* + E + 问 dr”* +r*(d0’ +sin’0 dp’). (8-4-25) 
r Ir 


从 物理 角度 考虑 , 球 对 称 带电 恒星 在 > 足够 大 处 的 引力 场 应 近似 服从 牛顿 引力 论 ， 
时 空 度 规 应 与 施 瓦 西 度 规 近 似 一 样 ， 可 见 C=-2M， 另 一 方面 ， 星 球 在 > 足够 大 
时 可 视 为 点 电荷 , 它 产生 的 亚 o 应 等 于 其 电荷 除 以 王 , 故 由 式 (8-4-24) 可 知 常数 2 的 
物理 意义 是 星球 的 电荷 .于 是 式 (8-4-23) 最 终 可 表 为 


2 地 
r r r r 


(8-4-26) 
这 称 为 Reissner-Nordstrom 线 元 (简称 RN 线 元 )， 描 述 质量 为 M、 电 荷 为 2 的 更 
态 球 对 称 恒星 (物体 ) 外 部 的 时 空 几何 ， 相 应 的 电磁 场 Fas 和 4 势 As 则 为 


F, = < (df), A(dr),, 4 =- 4 (dt),. (8-4-27) 
矿 


r2 


式 (8-4-26) 表 述 的 度 规 gas 配 以 式 (8-4-27) 表 述 的 电磁 场 Fas 就 构成 爱 - 麦 方程 的 
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RN 解 . 

我 们 对 RN 解 的 电磁 场 再 做 一 点 讨论 . 由 式 (8-4-27) 易 得 FF” =-20-/ 斑 =0， 
可 见 RN 时 空 的 Fs 为 非 类 光电 磁场 ， 人 们 常 说 RN 时 空 的 电磁 场 是 静电 场 . 要 理 
解 这 一 说 法 ， 应 注意 在 谈 到 电场 和 磁场 时 要 明确 对 什么 观 者 而 言 . 下 面 证 明 静 态 
观 者 G 测 RN 解 已 所 得 的 电场 和 磁场 分 别 是 静电 场 和 零 . G 的 4 速 为 

Z?” =f-12(0/91) [其 中 六 =1-(2M/ 站 +O2/ 斑 ]， 
把 对 偶 坐 标 基 天 (dr)。， (d0 )a, (do)a 归 一 化 可 得 G 的 空 s 间 正 交 归 一 3 标 染 : 
(el),=f- dr),,  (e2),=r(d0)s,  (e)。=rsin0(dp)。， 


易 证 (习题 )G 测 得 的 电场 E, = FZ” 和 磁场 B,=-*F,2? 为 B= 所 (人 )。， 


Bs=0, 或 
E° = 与 B=0 [其 中 (e)? = 2(8/8m)? ]. (8-4-28) 


可 见 RN 时 空 的 静态 观 者 G 测 Fa 的 结果 是 一 个 由 点 电荷 8 激发 的 静电 场 而 无 磁 
场 ， 由 此 也 可 印证 Fo 的 非 类 光 性 .“ 

如 果 事 先 不 假定 度 规 为 静态 ， 即 一 开始 就 把 式 (8-4-12) 中 的 a (7) 和 B(7) 改 为 
g(t, 思 和 BP(t,n)， 则 最 终 所 得 结果 同上 述 结果 一 样 . [推导 过 程 虽 时 
Carmeli (1982)]. 这 可 看 作 Birkhoff 定理 的 某 种 推广 : 爱 因 斯 坦 方程 的 电磁 真空 
对 称 解 必 为 RN 解 . 


$8.5” 轴 对 称 度 规 简介 [选读 ] 


许多 星体 都 有 自转 ， 由 于 自转 ， 原 本 是 球 对 称 的 星体 的 对 称 性 就 降格 为 轴 对 
称 性 ， 此 外 ， 轴 对 称 的 物质 分 布 不 论 有 无 以 对 称 轴 为 轴 的 自转 都 有 轴 对 称 性 .从 
数学 上 说 , 度 规 ga 称 为 轴 对 称 的 (axisymmetric), 若 存 在 单 参 等 度 规 群 , 其 轨道 (不 
动 点 除外 ) 为 闭合 类 空 曲 线 . 可 见 轴 对 称 时 空 存在 具有 闭合 积分 曲线 的 类 空 Killing 
矢量 场 W”. 轴 对 称 度 规 ga 称 为 稳 态 轴 对 称 的 ， 如 果 它 存在 类 时 Killing 场 而 
且 e 与 代表 轴 对 称 性 的 类 空 Killing 场 W” 对 吻 : 

[é, Y] =0. (8-5-1) 
利用 这 一 对 易 性 可 选 坐 标 系 {x =f =9,X ,XxX } 使 £9 =(0/01)*，w”=(0/909)". 设 


@ 下 册 将 介绍 电磁 对 偶 变换 ， 它 只 改变 说 法 而 不 改变 实质 . 例如 ， 既 可 说 带电 静态 恒星 有 电荷 无 磁 荷 ， 也 可 
说 它 有 磁 荷 无 电荷 ， 还 可 说 它 既 有 电荷 又 有 磁 荷 ( 且 数 量 灵活 ， 只 要 两 者 平方 和 不 变 . )， 本 节 讨 论 RN 解 时 采用 最 
常见 的 说 法 ， 即 恒星 只 有 电荷 而 无 磁 荷 ， 其 相应 的 电磁 场 只 有 静电 场 而 无 磁场 . 
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8 必 是 8 在 该 系 的 分 量 ， 则 由 式 (4-2-3) 及 上 2 和 wr 的 Killing 性 得 
Og,v /ot =(8),y =0, 08 必 /60D = (sg8) w=0, (8-5-2) 
故 g,, 只 能 是 x ,x 的 函数 .为 进一步 
简化 求解 过 程 , 我 们 只 讨论 满足 如 下 条 
件 的 稳 态 轴 对 称 度 规 : V pe M, 3 过 p 
的 、 与 纪 和 WwW”1, 都 正 交 的 2 维 面 
图 8-10 5 是 与 6" 和 Ww" 都 正 交 的 两 维 面 ”3 (就 是 说 ,对 pp 点 的 任 一 切 于 5 的 矢量 
(图 中 压缩 一 维 ) 有 gopu'E 1,=gopu"W 1,=0. 由 于 4 
维 时 空 的 2 维 面 不 是 超 曲面 ， 它 有 不 止 一 个 线性 独立 的 法 矢 ， 见 图 8-10.)， 许 多 
重要 的 稳 态 轴 对 称 度 规 都 满足 这 一 条 件 ， 在 某 正 交 面 8 上任 选 坐标 系 {z2, 妇 } 用 
2 和 WwW" 的 积分 曲线 把 x ,x 携带 至 8 面 外 的 任 一 点 ( 即 令 妇 ， 妇 在 每 一 积分 曲线 
上 为 常数 )， 并 设 定 Killing 参数 1 和 g 的 零点 使 {ft 9 在 每 一 正 交 面 5$ 上 为 常数 (由 
类 似 于 命题 8-1-1 的 命题 可 知 这 总 可 做 到 )， 便 得 局 部 坐标 系 {x0=1 ， 
x 三 9，X ， 尖 } ， 其 友和 如 坐 标 线 分 别 是 和 的 积分 曲线 , 好 和 妇 坐 标 线 躺 
在 正 交 面 $ 上 . 于 是 gap 在 此 系 的 分 量 8 满足 
802 = 820 = gapE" (O/Ox”) =0， 803 = 830 = gape" (0/0x° ) =0,， 
812 = 821 = gapy (0/0x”) = 0， 813 = 831 = gapy" (O/Ox ) =0. 
令 V=-800=-8a5 6， W=80=8apC"W ，X=g811=8apW "WY? ， 则 线 元 可 表 为 
dy = 一 Vd + 和英 O2+2Wdtdo+go(dr2)2+83(dxz3)2+2 gdx2dx3， (8-5-3) 
由 式 (8-5-2) 知 V,，XX， W, 822，833， B823 都 只 能 是 x 的 函数 ， 因此 爱 因 斯 坦 方 
程 的 求解 归结 为 寻找 这 6 个 二 元 函数 .然而 问题 还 可 进一步 简化 ， 用 下 式 定 义 函 
数 p : 


p’ := VX +W?, (8-5-4) 
V, XX，W 不 是 1，9 的 函数 导致 Vp=0p/0t=0 和 Ww*Vp=9p/9p9=0, 即 Vp 
与 6 和 4W 正 交 ,因而 切 于 各 5 面 . 在 $0 面 上 做 两 件 事 : 选 p 为 第 二 坐标 x?, 回 任 
* 取 一 等 p 线 并 在 线 上 任意 定义 1 维 坐 标 z, 再 用 Vp 的 积分 曲线 把 z 携带 到 S0 面 的 
其 他 点 ， 这 样 得 到 的 2 维 坐 标 系 {x? 三 p，2=z}” 的 坐标 基 矢 (0/3p)* 正 交 于 
(8/8z) ” , 故 82z3lg=0. 如 上 所 述 地 用 上 2 和 巡 的 积分 曲线 把 刀 , 妇 携带 至 80 面 外 ， 
便 得 坐标 系 {x*} ,其 中 x =1 ,x =9 ,Xx * =p，, Y=z. 应 说 明 两 点 :Op 由 式 (8-5-4) 
定义 ,我 们 只 在 So 面 上 定义 六 =PD ,再 把 x 携带 出 面 外 . 在 面 外 为 何 也 有 x?=p? 


QD 当 Vep=0 时 这 种 定义 失效 ， 故 坐标 域 不 含 V_D = 0 的 点 . 
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这 是 EV,p=0 ，E*V,x =0( 携 带 法 的 要 求 ) [及 相应 的 WVsp=0，w*Vax? =0] 
以 及 (x 一 P)ls =0 的 联合 结果 . 名 由 823 l =0 ，E*Vo823=0 及 W V823==0 为 见 
823 =0 在 全 坐标 域 上 成 立 ， 后 两 式 的 证 明 如 下 ( 仅 以 EV.g82w3 =0 为 例 ) 
EV.g823 = EV [ga (0/0Ox”) (0/0x ) ]= [ga (0O/Ox” )* (0/0x  )] 
= gapl-% (0/Ox” )*](/o0 +8 (O/Ox” 二 (0/0x ) =0, 
其 中 最 末 一 步 用 到 .%(0/Ox”)"=[E, 3/9x”]=[3/9t,3/9x*]=0 及 %%(0/0x*)?=0. 
现在 令 人 2*=g;,，A=g8xw3/1 人 2*，w=W/V ， 则 式 (8-5-3) 可 改写 为 
ds* =—V(dt—-wdg)’ +V pdg’ + 1°(dp’ + Adz’). (8-5-5) 
于 是 决定 度 规 分 量 的 二 元 函数 又 从 6 个 减 为 4 个 , 即 V(p, z)，, w(D，z) ,42(D，z) ， 
A(p, z) . 如 果 待 求解 的 是 真空 爱 因 斯 坦 方程 ， 则 式 (8-5-5) 还 可 简化 为 [ 见 
Wald(1984) P. 166] 
ds* =—V(dt—wdog)’ +V [pdop +e” (dp*+dz’)], 7= 
(8-5-6) 
上 式 表 明 待 求 二 元 函数 又 从 4 个 减 为 3 个 , 即 Vp, z),w(p,z) 和 7yY(p, 7z). 上 式 在 V=1， 
w=V=0 的 特例 下 化 为 闵 氏 度 规 在 柱 坐 标 系 (1, z, p, 9) 的 线 元 达 表 式 
ds =— df* + prdg’ +dp’ +dz?. 
对 式 (8-$-6) 的 求解 感 兴趣 的 读者 可 参阅 Kramer et al.(1980) 第 18 章 . 只 想 知 道 求解 
梗概 和 结论 的 读者 则 可 参阅 Wald(1984) P. 166~168. 

真空 爱 因 斯 坦 方程 稳 态 轴 对 称 解 的 一 个 重要 特例 是 Kerr 解 , 它 描述 某 类 不 带 
电 的 旋转 星球 的 外 部 时 空 几何 ， 详 见 第 13 章 . 

如 果 轴 对 称 度 规 还 具有 活 对 称 轴 的 平移 不 变性 ， 就 称 为 柱 对 称 度 规 
(cylindrically symmetric metric)， 准确 地 说 ， 除 了 反映 轴 对 称 性 的 Killing 和 失 量 场 
Ww =(0/09)” 外, 柱 对 称 度 规 还 存在 一 个 反映 “ 沿 对 称 轴 的 平移 不 变性 ”的 Killing 
矢量 场 71 ， 满 足 山 [7, WJ =0; 四 7 的 积分 曲线 同 胚 于 展 . 

对 柱 对 称 度 规 有 兴趣 的 读者 可 参阅 Kramer et al.(1980) 第 20 章 . 


$8.6 平面 对 称 度 规 简介 [ 选 谈 ] . 


$8.2 在 给 出 球 对 称 度 规 的 定义 前 讨论 了 3 维 欧 氏 空 间 中 2 维 球面 (S*, 有 ,) 的 
对 称 性 . 与 此 相仿 ,在 给 出 平面 对 称 度 规 的 定义 前 应 先 重 温 2 维 欧 氏 平 面 (R?, 6,,) 
的 对 称 性 . 84.1 例 (1) 已 用 简单 方法 找到 (RR”, 6,) 的 全 部 (3 个 ) 独 立 Killing 矢量 场 ， 
即 反 映 平移 对 称 性 的 6&9=(0/0x)* 和 如 "=(0/0y)* 以 及 反映 旋转 对 称 性 的 
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5 =-》(8/8z) ”+X(8/87) 7 . 用 & ,如 "，&? 可 线性 组 合 出 无 数 Killing 矢量 场 ( 注 
意 ， 组 合 系数 应 为 常数 而 不 是 了 上 的 函数 )， 它 们 对 应 的 等 度 规 映射 构成 一 个 3 
参数 等 度 规 群 ， 称 为 欧 氏 群 ， 记 作 E(2) ( 详 见 G.5.5 小 节 )， 仿照 球 对 称 度 规 的 定 
义 ( 见 88.2 定义 1)， 可 给 出 平面 对 称 度 规 的 如 下 定义 ; 

定义 1 时 空 度 规 ga 称 为 平面 对 称 的 (plane symmetric)， 若 其 等 度 规 群 含有 
一 个 与 E(2) 同 构 的 子 群 G3， 且 G3 的 所 有 轨道 都 是 2 维 平面 . 

Taub(1951) 证 明了 如 下 定理 ; 真空 爱 因 斯 坦 方程 的 平面 对 称 解 必 为 静态 度 规 ， 
其 线 元 形式 为 

de = (472?+dZ9+0+ (dX? +dY?), (8-6-1) 

其 中 上 为 常数 。(-d7T”+d2”) 的 系数 为 正 表明 了 和 Z 分 别 为 类 时 和 类 空 坐 标 。 度 
规 分 量 不 含 了 说 明 (8/67) 是 类 时 Killing 场 ， 因 而 度 规 为 静态 ，Taub 文 开始 时 只 
要 求 度 规 有 平面 对 称 性 ， 即 只 要 求 有 3 个 Killing 和 失 量 场 (8/68X)” ，(3/37)” 和 
-了 (6/6X ) +X(0/07)", 由 此 就 能 证 出 必 含 第 4 个 (额外 的 ) Killing 矢量 场 (8/87)2. 
这 与 Birkhoff 定理 很 像 . 不 但 如 此 ， 而 且 Taub 定理 也 犯 了 一 个 同 Birkhoff 定理 类 
似 的 错误 : 在 得 出 式 (8-6-1) 的 过 程 中 遗漏 了 与 之 平权 的 另 一 可 能 性 ， 事实 上 ， 由 
真空 及 平面 对 称 性 出 发 可 证 度 规 要 么 如 式 (8-6-1)， 要 么 如 下 式 : 
ds” = 7 (-d7 -+dZ2)+(G+KZ)(dX2 +dY’). (8-6-2) 
上 式 中 (-d7 +dZ”) 的 系数 为 负 ， 说 明 忆 为 类 时 坐标 ， 了 为 类 空 坐 标 ， 度 规 分 量 
不 含 了 说 明 (3/87)? 为 类 空 Killing 场 ,与 其 他 两 个 类 空 Killing 场 (8/0X)?，, (9/0YYy 
合 起 来 表明 时 空 是 空间 均匀 的 (spatially homogeneous)， 因 为 它 在 空间 的 3 个 方向 
(由 了 , 和 和 了 轴 代 表 ) 上 有 平移 不 变性 . 这 个 度 规 没有 类 时 Killing 和 失 量 场 ， 因 而 
不 是 静态 的 . 可 见 Taub 定理 应 修正 为 : 真空 爱 因 斯 坦 方程 的 平面 对 称 解 要 么 是 静 
态 的 ， 要 么 是 空间 均匀 的 . 

、 Taub 文 的 另 一 缺点 是 式 (8-6-1) 含 有 任意 常数 上 ， 容 易 使 人 误 以 为 式 (8-6-1) 是 
一 个 单 参 度 规 族 ( 误 以 为 同 施 瓦 西 度 规 一样 . 施 瓦 西 度 规 的 参数 M 的 确 表明 它 是 
一 个 单 参 族 .) 在 kz0 情 况 下 引入 新 坐标 :=k TT, z=k3(1+kZ)， x=k23X， 
= 大 了， 则 式 (8-6-1) 和 (8-6-2) 变 为 

ds = z (dt? +dz2)+z(dx2 +dy’), (8-6-17) 

ds =—z (di+dz2)+z(dx2 +dy’). (8-6-2') 

这 说 明 在 k 关 0 情况 下 式 (8-6-1) 和 (8-6-2) 各 代表 一 个 度 规 而 非 一 族 度 规 ,在 这 方面 ， 
Taub 度 规 与 施 瓦 西 度 规 很 不 一 样 . 


第 8 章 爱 因 斯 坦 方程 的 求解 . 269 . 


对 电磁 真空 爱 因 斯 坦 方程 的 平面 对 称 解 的 研究 最 早 可 追溯 至 1926 年 . 但 其 通 
解 的 探求 则 始 于 20 世纪 70 年代，Letelier and Tabensky(1974) 在 Patnaik(1970) 工 作 
的 基础 上 找到 由 平面 对 称 电 磁场 产生 的 平面 对 称 度 规 的 通 解 [ 见 Kramer et al.(1980)] 


ds” = 5 (— dt* +dz2) 上 +72(z) (dx +dy’), (8-6-3) 
其 中 Y'(z)=dY/ dz ， 而 Y(z) 由 下 式 隐 给 出 : 
(Y-A)+2A*In(Y+A4A)=-Cz， Ah,C 为 常数 . (8-6-4) 


与 式 (8-6-3) 相 应 的 电磁 场 ,为 非 类 光 无 源 电 磁场 ， 其 坐标 分 量 为 (把 tf，Xx，y，Z 
分 别 认定 为 x ，X ，x，X ) 
Fp=C, =CYY /2， A=4x(C ”+C,)/C， CGC,C; 为 常数 
(8-6-5) 
当 Fop=0 时 式 (8-6-3) 简 化 为 式 (8-6-1)[ 对 (Vs 了 )V“Y<0] 或 (8-6-2)[ 对 (VY)V*Y >01. 
式 (8-6-3) 代 表 由 平面 对 称 电 磁场 天 产生 的 平面 对 称 度 规 . 所 谓 平面 对 称 电磁 
场 是 指 
0 Ysl,2% (8-6-6) 
其 中 "代表 反映 平面 对 称 性 的 3 个 Killing 矢量 场 ， 即 
6 = (0/0x)", < =(0/0y)", és =—y (0/0x) +x(0/0y) . (8-6-7) 
不 难 验 证 (习题 ) 式 (8-6-5) 的 Fy 满足 式 (8-6-6)， 然 而 ,平面 对 称 度 规 也 可 由 非 平面 
对 称 的 电磁 场 产 生 . 只 有 平移 对 称 性 而 没有 旋转 对 称 性 [ 即 式 (8-6-6) 只 对 i=1, 2 
成 立 ] 的 电磁 场 称 为 半 平 面 对 称 (semi-plane symmetric) 电 磁场 ( 改 用 “2/3 平面 对 称 ” 
会 更 贴切 )， 由 这 种 电磁 场 产生 的 平面 对 称 度 规 的 个 别 特 解 散 见 于 某 些 文献 中 . 李 
鉴 增 和 梁 籼 彬 [Li and Liang(1985)] 求 得 由 这 种 半 平 面 对 称 电磁 场 产生 的 平面 对 称 
度 规 的 通 解 ， 分 为 以 下 两 类 : 


A 类 dy -tC dT”* +d2°)+T (daX +dY’), (8-6-8a) 


J(T+Z2) 
T+Z 
其 中 J(T+2Z) 是 满足 /J >0 的 任意 函数 (j=0J/9T ).” ”与 式 (8-6-8a)、(8-6-8b) 相 
应 的 电磁 场 是 半 (2/3) 平 面 对 称 类 光 无 源 电磁 场 ， 通 解 (8-6-3) 和 (8-6-8) 分 别 对 应 于 
非 类 光 、 平 面 对 称 和 类 光 、 半 平面 对 称 无 源 电磁 场 ， 自 然 要 问 : 由 电磁 场 (不 论 其 


B 类 ds” = 二 (dT* +d2°)+(T+2) (dX*“+dY’), (8-6-8b) 


QD 两 个 不 同 浮 数 J(T+ 且 按 式 (8-6-8a) 或 (8-6-8b) 给 出 的 线 元 可 能 只 差 一 个 坐标 变换 ( 即 从 一 个 出 发 通过 坐标 变 
换 可 得 另 一 个 )， 这 样 两 个 线 元 代表 相同 几何 ， 因 此 这 样 两 个 函数 J(T+ 妃 称 为 等 价 的 . 要 弄 清 式 (8-6-8a) 和 (8-6-8b) 
描写 的 所 有 不 同 几 何 ， 就 要 找到 判断 任意 两 个 函数 (T+ 如 是 否 等 价 的 判 据 . 序 志 全 等 找到 了 这 一 充 要 判 据 [Kuang,， 
Li and Liang (1980)]. 
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对 称 性 如 何 ) 产 生 的 平面 对 称 度 规 除 式 (8-6-3) 和 (8-6-8) 外 还 有 没有 其 他 ? 序 志 全 
等 证 明 [Kuang, Li and Liang(1987)]: 人 中 电磁 场 产生 的 平面 对 称 度 规 只 有 式 (8-6-3) 
和 (8-6-8a)、(8-6-8b) 等 3 类 (及 由 它们 出 发 经 坐标 变换 而 得 的 线 元 ); @ 平 面 对 称 度 
规 (8-0-3) 不 能 由 有 源 电 磁场 产生 ; 平面 对 称 度 规 (8-6-8a)、(8-6-8b) 也 可 由 有 源 电 
磁场 产生 , 即 A 和 B 类 的 每 一 度 规 既 可 解释 为 由 无 源 电 磁场 产生 ， 也 可 解释 为 由 
有 源 电磁 场 产生 [这 两 种 解释 称 为 互相 对 偶 的 解释 (dual interpretation), 两 者 对 应 于 
同一 能 动 张 量 Ts. ]， 两 者 都 是 类 光电 磁场 ， 前 者 是 半 (2/3) 平 面 对 称 的 (只 有 平移 
对 称 性 而 没有 旋转 对 称 性 )， 后 者 则 与 前 者 恰 相 反 ， 只 有 旋转 对 称 性 而 没有 平移 对 
称 性 ( 即 - 环 有 =0， 安 陋 关 0， 妥 有 关 0)， 也 可 称 为 ( 另 一 类 ) 半 平面 对 称 电磁 
场 ， 更 准确 地 说 是 1/3 平面 对 称 电 磁场 . 至 此 ， 由 电磁 场 产 生 的 平面 对 称 度 规 终 
于 得 以 穷尽 . 

半 平 面 对 称 电磁 场 可 以 产生 平面 对 称 度 规 的 事实 表明 电磁 场 的 对 称 性 可 以 弱 
于 度 规 的 对 称 性 ， 自然 要 问 : 度 规 的 对 称 性 可 否 弱 于 电磁 场 的 对 称 性 ? 例如 ， 是 
否 存 在 由 平面 对 称 电 磁场 产生 的 半 平 面 对 称 度 规 ? 答案 是 肯定 的 ; 李 鉴 增 和 梁 灿 
彬 给 出 了 一 个 具体 例子 ( 特 解 )， 见 Li and Liang(1989)， 但 有 关 问 题 还 有 待 进一步 
探讨 . 

顺便 指出 ， 反 映 球 对 称 性 的 3 个 Killing 场地 位 均等 ， 不 存在 由 半 (2/3 或 1/3) 
球面 对 称 电 磁场 产生 的 球 对 称 度 规 . 由 电磁 场 产生 的 球 对 称 度 规 只 能 是 RN 度 规 ， 
其 电磁 场 只 能 是 球 对 称 的 无 源 非 类 光电 磁场 . 


38.7 Newman-Penrose 形式 (NP formalism)[ 选 读 ] 


除 坐 标 基 底 法 和 正 交 归 一 标 架 法 之 外 ， 相 对 论 还 经 常用 到 第 三 种 计算 曲率 的 
方法 ,就 是 Newman 和 Penrose 提出 的 “类 光标 架 法 ”[Newman and Penrose(1962)] ， 
它 可 看 作 刚 性 标 架 法 的 一 个 变种 : 所 用 的 不 是 正 交 归 一 标 架 而 是 复 的 2 “类 光标 
架 . 设 p 是 4 维 时 空 (M,8,,) 的 一 点 ， {(e,) |} 是 p 的 一 个 正 交 归 一 标 架 ， 定 义 
点 的 4 个 特殊 矢量 如 下 : 


1114 := La —i(e,)”], Mm” := LC +i(ez) ]， 


QD 电磁 场 的 源 ( 尘 埃 ) 的 能 动 张 量 Ti 也 应 与 电磁 场 的 能 动 张 量 T, 一 样 出 现在 爱 因 斯 坦 方程 右边 , 这 使 问题 变 
得 相当 复杂 . 一 种 简化 讨论 是 约定 Ti =0 ， 其 物理 意义 可 参见 Tariq and Tupper (1976).. 

G@ 把 82.2 定义 2 中 的 腿 改 为 全 体 复数 的 集合 C， 则 映射 UD: HU 一 C 称 为 PEeM 的 复 矢量 , p 点 的 切 空间 Vo 于 
是 拓展 为 n 维 复 拓 量 空间 (用 复数 做 数 乘 ) 设 4 和 w 是 p 点 的 实 矢量 且 v(f)=u(f)+iw(f) ，Vf eR ， 就 说 
v=u+iw， 并 分 别称 u，w 为 的 实 部 和 虚 部 . 仿 此 不 难 定义 复 张 量 及 其 实 部 和 虚 部 . 


RE 


P:- 万 Ke (el 如 := 万 [Go +(@)], (8-7-1) 
则 gapmm” = gopm"mt = gapl "1 = gopk"k”=0，, 即 4 个 都 是 类 光 矢量 . 请 注意 ,mf 
和 而" 都 是 复 矢 量 ， 而 且 互 相 共 恩 . 这 4 个 矢量 构成 pp 点 的 一 个 基底 ， 称 为 点 的 
一 个 类 光标 架 (null tetrad)， 为 与 其 他 标 架 相 区 别 ， 本 书 以 {(&,)} 代 表 类 光标 架 ， 
并 规定 其 编号 为 [ 同 Kramer et al.(1980) 一 致 ] 
(5) =m",， (£,) =m"°, (£3) =/", (2E4) =k". (8-7-2) 
相应 的 对 偶 基 夭 为 
(ED) = 责 ， (e)=m, (e)=-k, (e’),=-L. (8-7-2’) 
(&,)* 可 看 作 8§5.7 开始 时 提 及 的 任 一 基底 场 (e,)” 的 特例 ， 但 式 (8-7-1) 的 (e,) 则 专 
指正 交 归 一 标 架 ， 请 勿 混淆 .不 难看 出 类 光标 架 中 任意 两 个 基 夭 的 内 积 只 有 以 下 


mm = gm m =82=84=1, Ik,= gl k=834 = 843 = 一 1， 
因此 度 规 go 及 其 逆 g” 在 该 标 架 的 分 量 gj, 和 g4” 组 成 的 矩阵 为 
01 0 0 
10 0 0 
(gv). 8-7-3 
Geo)=| 0 1|=(e”) (8-7-3) 
0 0 -1 0 


与 85.7 一 样 ，(s，)* 和 (se )。 的 编号 指标 也 可 用 84 和 8 升降. 把 式 (5-7-5) 用 于 类 
光标 架 得 
Wa=(6,) Ve (E ),, (8-7-4) 
相应 的 里 奇 旋转 系数 为 
@, p=(E,) (ep) Vale’),- 
式 (8-7-3) 表明 {(eE,)"} 是 ( 复 ) 刚 性 标 架 ， 因 此 有 wva=(2)Vs(&,) 及 
(va = 一 Oya( 即 Wy = 一 Q@yy)， 相 应 的 里 奇 旋转 系数 
Op =(2) (EY VBS), Ww = -yp (8-7-5) 
由 于 类 光标 架 指 标的 编号 为 1，2，3, 4 而 非 0，1，2，3， 相 应 的 联络 1 形 
式 的 编号 指标 也 改 为 miz，03，w4，az3，a4，0a4. 请 注意 与 类 光标 架 相 应 的 Ourp 
是 复数 ， 而 且 服从 如 下 命题 : 
命题 8-7-1 若 把 @wp 下 标 中 的 所 有 1 和 2 互 换 ( 保 持 3、4 不 变 )， 便 得 @vp 的 
共 孝 复数 Tj ,例如 四 34 = 234 ，034 = O341 Op = O412 00122 = O11 , (0344 = Dg44 


证 明 由 式 (8-7-5) 得 而 ,= (5B,) (BE,)V(5,), ， 用 此 式 不 难 证 明 本 命题 ， 例 
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如 ， 
W412 = (64 ) (£2)° V,(a), = (24 ) (5) Va (62), = O421. 国 
命题 8-7-1 不 但 对 Qs 成 立 ,而 且 对 所 有 带 有 类 光标 架 指标 的 量 ( 包 括 张 量 ) 
也 成 立 , 例如 @4 = Go ，@21 =@,，Rs = Rs,，R = Rl, Ry = Ry. 

用 类 光标 架 法 求 曲率 张 量 的 过 程 与 用 正 交 归 一 标 架 法 类 似 ， 也 是 先 求 所 选 类 
光标 架 的 全 部 联络 1 形式 gm 再 求全 部 曲率 2 形式 RR,，. 联络 1 形式 的 分 量 0 仍 
可 由 式 (5-7-19) 和 (5-7-20) 计 算 , 其 中 的 (e,)* 现 在 应 理解 为 (a,)*. 求 得 全 部 @,, 后 
仍 可 用 嘉 当 第 二 方程 计算 全 部 及 ， 

命题 8-7-2 ” 嘉 当 第 二 结构 方程 (5-7-8) 在 类 光标 架 下 表现 为 


Ri 一 d@, 十 CO41 人 (@,] 十 CO43 ) 9 (8-7-6a) 
Ra = da 一 032 人 (Ol + W413) ， (8-7-6b) 
Ri + Rss =d (oO + 043)+ 203 和 人 0D4] . (8-7-6c) 


证 明 嘉 当 第 二 方程 (5-7-8) 在 有 度 规 gg 时 可 改写 为 
Rs, =dom + A = dW + 8 0 AO, 
其 中 8 是 g” 在 类 光标 架 的 分 量 . 注意 到 非 零 的 84 只 有 82 = 821=1 和 834 = 8g43 
= 一 1， 便 可 写 出 Ri, 的 全 部 (6 个 ) 独 立 分 量 如 下 : 


Ra = d@43 + Wa Oy + Wy 人 OW, (8-7-7a) 
Rs = d@4 +0O4 和 (Ws + W143), (8-7-7b) 
Ri = da + 人 (OO + 3), (8-7-7c) 
ha = d@3 + Ca 人 (1, + 34 ), (8-7-7d) 
Rl = daw3l + 031 人 (Wl + 3 ), (8-7-7e) 

Ry = do21 -Wy 人 04 一 0 人 Os. (8-7-7f) 


考虑 到 命题 8-7-1， 这 6 个 等 式 其 实 也 不 全 独立 ， 因 为 已; = 尼 , 及 RR, = 忆 , 分 别 
使 式 (8-7-7e) 及 (8-7-7b) 可 由 式 (8-7-7d) 及 (8-7-7c) 推 出 ， 此 外 ， 式 (8-7-7a) 及 (8-7-7f) 
可 分 别 改 写 为 

Ra = do + 3 NO tO 人 ON = do +2Re(O A), (8-7-7a') 


Ai = d@ + 3 人 Oy 一 0 Wy = do +2iIm(@;, 和 @1), (8-7-7f) 

上 两 式 合 起 来 等 价 于 式 (8-7-6c)， 于 是 式 (8-7-7a)~(8-7-7f) 等 价 于 (8-7-6a)~(8-7-6c). 
[ 
Newman 和 Penrose 以 类 光标 架 为 基础 创立 的 整套 方法 称 为 Newman-Penrose 
形式 ， 简 称 NP 形式 (NP formalism). NP 形式 的 基本 做 法 是 把 各 种 浓缩 方程 [如 方 
程 (8-7-6)] 拆 开 写 成 多 个 分 量 方 程 , 自然 出 现 大 量 带 多 个 指标 的 量 , 如 Wiis Rony 


等 .为 了 简化 方程 的 外 观 ( 以 及 其 他 目的 )，NP 用 各 种 不 带 或 少 带 指标 的 专门 符号 
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代表 这 些 多 指标 量 ， 分 三 点 介绍 如 下 : 

(1) 由 于 有 命题 8-7-1, 在 24 个 复 @r 的 线性 组 合 中 只 有 12 个 独立 复数 (与 正 
交 归 一 标 架 中 共有 24 个 独立 的 实 mp 的 事实 对 照 , 便 会 发 现 这 是 很 自然 的 .)， 以 
12 个 不 带 指标 的 希腊 字母 代表 mmp 的 12 个 独立 线性 组 合 ， 它 们 是 [其 中 用 到 式 
(8-7-5)] 


K=—04 =—mk Vok,, (8-7-8a) 

p= =—m’ mV ok ， (8-7-8b) 

OG = =—m mV ok,, (8-7-8c) 

r=- =—m"l Vok,, (8-7-8d) 

V = 3 = MV,l,, (8-7-8e) 

UH= OO = mm Vl , (8-7-8f) 

14= 8% = MM Vl, (8-7-88g) 

NX 三 LO0734 mk?V,l, 9 (8-7-8h) 

£= = (0 — 3 ) = 3 (mk Vom, —1°k?V,k,), (8-7-8i) 
1 1 一 0 a : 

B= (Oon — D341)=( 现 meV,m, 一 1211 Vok,), (8-7-8j) 

1 1 a a > 
7 = (043 - 173 ) = A LV,l, —m’l?V,m,), (8-7-8k) 
C= 本 (om 一 Oo ) = 3 ("iV — mm Vm, ). (8-7-8]) 


这 12 个 希腊 字母 称 为 自 旋 系数 (spin coefficients， 简 称 旋 系 数 .). 
命题 8-7-3 24 个 wop 可 由 12 个 旋 系 数 表 出 如 下 : 
Oa =2-pB, Wa=4, Oa=-0, Vai=H, V1=-P, Oo 一 (2+A)， 
00122 = PB-a, 3 =H, Oa =-Pp, V32 =hA; Wag2 = -0, W342 =— (C+ D)， 
O23 = 大 一 7， 033 = 了， 4 = 一， O33=V, 0243 三 -7T， 0343 = 一 (y +7), 
Wr =E—E, V34=A, Wa4=—K, O34 三 四 W244 =—K, @4 =—(€+€). 
证 明 待 证 的 24 个 等 式 中 只 有 8 个 需要 证 明 ( 其 他 都 可 从 旋 系 数 的 定义 一 户 
而 知 )， 证 明 如 下 . 
首先 , 因 (&3)” 和 (4)* 为 实 矢量 , 故 @343 和 四 34 为 实数 . 其 次 ， 由 0213 = 一 0123 
=-013 可 得 Wi3+13=0， 所 以 213 为 虚数 . 同 理 可 知 W214 亦 为 虚数 . 而 


1 1 < 二 
二 (Oo14 一 0344) 一 (OO434+ W214), 故 Oo434=2Re (2)=E+E，02l4=2iIm(2)=2-2 .类 
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_ a 1 
似 地 有 0433 =V+7，013 =Y 一 了 此外， 由 和 w 的 定义 又 得 有 = 一 (Qi21 + 0341)， 


| 二 一 人 /时 TD 
CQ = (21 一 0341)， 因而 oa4l=-(ZC+D)，w2=Z-A， 由 此 又 马 得 @2s = 太一 ww 


W342 = 一 (+D). [ 
(2) 各 种 公式 中 经 常 出 现 旋 系数 沿 4 个 基 矢 的 导数 ， 特 引入 以 下 4 个 求 导 符号 : 
6=mVs, 6=mV,, A=l*V,, D=keV . (8-7-9) 


(3) 黎 受 张 量 Ros 的 分 量 有 4 个 指标 ， 应 设法 用 指标 较 少 的 符号 代表 ， 尺 < 
由 其 “无 迹 部 分 ”( 外 尔 张 量 ) Cs 和 “有 迹 部 分 ”( 里 奇 张 量 )Rap 决定 ， 由 于 具有 
各 种 对 称 性 ， 外 尔 张 量 只 有 10 个 实 的 独立 分 量 ， 可 用 5 个 复数 中， 到， 到 ， 更 ， 

1 
0 := C4141， A := C4341， F, := 7 (C4343 -C312), Ds:= C3432, Pa := C3232， 
(8-7-10) 

其 中 Cvpo 是 Capca 在 类 光标 架 的 分 量 . 里 奇 张 量 Rp 由 于 对 称 性 Rap = Rpa 而 只 
10 个 实 的 独立 分 量 ， 它 在 类 光标 架 的 10 个 独立 分 量 Ra, Ra3, R42, Ryall, R33, R23, 
hasl，R22，R21，Ril 中 有 6 个 为 复数 ， 4 个 为 实数 . R44，R43，R33 的 实数 性 是 显 见 的 ， 
人 21 也 是 实数 ， 因为 Rl = AR, = BR, 由 这 4 个 实数 的 线性 组 合 可 定义 如 下 4 个 实数 : 

1 1 1 
Do := As4， D1 := 7 +R3), DB,, := 本 ， R:=2(R,i— 43) . 
(8-7-11a) 
第 四 个 实数 R 其 实 就 是 标量 曲率 [ 易 证 标量 曲率 的 确 等 于 2 (Ro 一 Rj)]， 由 Rap 的 
6 个 复 分 量 Ra2，R41，R32,，Rs1，R2y，R11 则 可 定义 6 个 复数 


1 1 1 1 
D1 := 了 Au ， do := 7 人 各 %, := > ， DPD, := 本 
1 1 


以 上 10 个 数 除 R 外 可 排 成 一 个 3x3“ 共 示 对 称 ” 延 隆 [B1,]( 满 足 B,, =B，， 
ste01 2 


1 1 1 
本 (| + Rs) pe 


1 1 1 
2 7 R», 7 R;, > R,; 
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3 个 独立 的 复 对 角 元 与 3 个 实 对 角 元 及 实数 尺 合 起 来 正好 代表 Ras 的 10 个 实 独立 
分 量 . | 

NP 形式 中 包含 3 个 非常 有 用 的 方程 组 , 即 (A)NP 方程 组 ; (B) 比 安 基 恒等式 ; 
(C) 对 多 关系 式 ， 分 别 介 绍 如 下 . 

(A) NP 方程 组 

以 Do,，…，@%y,，R 等 10 个 量 以 及 中， 五， 加， 如 ， 如 表达 R41, Rss, Ri， 
R43， 以 12 个 旋 系 数 表达 ml ，dUaz，d1，03， 便 可 把 式 (8-7-6) 重 新 表述 为 如 下 的 
18 个 方程 ， 称 为 NP 方程 组 : 


Dp—-6xr=(p*+00)+p(E +E)-Kr—K(30+B-A)+D,,, (8-7-12a) 
Do—oxrx=o(p+P)+o(3E—-E)—-K(T -XN+Q+3p) +Y,, (8-7-12b) 
Dr—Ax=p(T+A)+O(T+A)+TE -6E) -KY +I) + +D, (8-7-12c) 
Da-6se=a(p+E-26)+P5-Pe-rx-iy+n(et+p)+D,, (8-7-12d) 
DB -oe=o(QG+NA)+PB(P-E)-K(U+Y) -EG -A)+Y,, (8-7-12e) 
Dy -Ae=a(r+Ax)+P(T+A)—7(E+E)-Ey +I)+TIA- VK+Y, +D,—R/24, 
(8-7-12f) 
DA-6xz=(pi+ou) +r +Ar(a-P)-vr-A3e -EF)+D,,, (8-7-12g) 
Du-6xr=(Pu+oA)+Az -ue+E)-A(G -Pp)-vr+Y, +R/12, (8-7-12h) 
DYy-Ar=A(F+T7)+4( 元 +7T)+T( -7) -ve +E) + +D,,, (8-7-121) 
A4-8y=-4(UL+ 风 -403y -7)+va+ B+r-t) -YY,, (8-7-12j) 
ip-5c=p(C+D)-acGa-D+rp- 癌 +KU- 同 -到 十 下，， (8-7-12k) 
8a-6B=(up-Ao)+taa+pBB-20p ry(p-D)+e(u- -+8 +R/24, 
(8-7-12]) 
o4-54=Y(O-D+ZUL-J+LACQC+D)+HC-357)-2 + 五)， (8-7-12m) 
Gv—-Apy=( +AM)+tAY+T) -T+v(r 3B -a)+09,,, (8-7-12n) 
oy -AB=7y(r-@-P+ur-ov-ev -ply -7 -1) +a +D,, (8-7-120) 
ST—Ao = (140+ Ap) +Tr+f -0)-o(3y -7)-Kkv +D,,, (8-7-12p) 
Ap—6r=-(pH+oN)+rPB -a-Tt)+p(y+7) + vr- 一 R112， (8-7-129g) 
Aa—6y=v(p+e)-Ar+P)+a(F -+7y(B-i)-»,. (8-7-127r) 


注 1 亮 当 第 二 方程 (8-7-6) 包 含 3 个 复 的 (0, 2) 型 反 称 张 量 方程 ， 每 个 方程 又 
相当 于 6 个 复 的 分 量 方程 ， 改 写 为 复 的 NP 方程 自然 是 18 个 . 

下 面 举 例 说 明 NP 方程 的 证 明 . 先 以 式 (8-7-12a) 为 例 ， 它 其 实 是 式 (8-7-6a) 的 
第 四 、 二 分 量 方程 的 重新 表述 .Rapcd 在 类 光标 架 的 分 量 Raz41 可 表 为 


R41 =(E4) (2 ) Rpal = (64) (2 ) [(d 1)o + ala 人 (21s 十 0435)] ， 
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其 中 第 二 步 用 到 式 (8-7-6a)， 因 (oj) =o (Ee),+p(e ),+T(e Jp+K(E ), ， 故 
(4) (2,) (do)w = (24) (£2) (Va 一 VsaO4la) 
=-oG+p(e-E)+Dp- p” +KT—-KXT+K(QG+P)- 6x. 
最 末 一 步 繁 而 不 难 ， 留 作 练 习 ， 推 算 中 经 常用 到 wu， 的 降 指 标 运算 ， 为 此 要 借用 
8” 在 类 光标 架 的 分 量 8 的 表达 式 (8-7-3)， 由 于 式 (8-7-3) 的 矩阵 很 简单 ， 计 算 十 
分 方便 .例如 
0O42=8 2 =8 W422 = W422 
此 外 ， 
(24) (62) [Oya 和 (ap + W435)] =K (O212 + W432) — P(O2i4 + W434) = 2KQ —2pe, 
因而 
Ri =(Dp— Sr)-(p +00)- pl(E+E)+RT+K(O+B-A). (8-7-13) 
另 一 方面 ， 由 Go 的 定义 及 Roy = Rs 得 
Quoo = > Ru 圭 sR i (Ra 二 Ra Ri 
| (8-7-14) 
了 (aa + ao4l1 一 人 34) = Ral， 
对 比 式 (8-7-13) 和 (8-7-14) 便 得 式 (8-7-12a). 可 见 式 (8-7-12a) 无 非 是 式 (8-7-6a) 的 一 个 
分 量 方程 ， 只 是 由 于 把 代表 曲率 分 量 的 四 0 写 在 右边 而 使 初学 者 不 易 看 出 这 一 实 
质 . 下 面 再 以 较 复 杂 的 式 (8-7-121) 为 例 介 绍 推 证 过 程 . 它 是 式 (8-7-6c) 的 第 4，3 分 
量 方程 的 重新 表述 ， 首 先 ， 
Ras21+ R343=(64) (83) (Rapa1t Rapa3) = (24) (63) [(d 021)ap+ (do Jap +20@32a A Wip] ， 
其 中 第 二 步 用 到 式 (8-7-6c)， 经 宛 长 而 直接 的 计算 得 
R31 + Ry343 =2[D7Y 一 As) 一 cxGr+ 元 ) 一 OCT+7)+NE+E)+E( +7)— TH+ VK]. 
(8-7-15) 
另 一 方面 ,由 定义 式 (8-7-9) 知 吧 =(Cs343 一 C4312)/12. 把 外 尔 张 量 的 定义 [ 式 (3-4-14)] 
用 于 n=4 得 


1 1 
Capcd = Rapca ~ 3l(8ac Ra — gadRep)— (gpcRaa — BpaRea)]+ GR (gac8ab — gad 8 cb): 
注意 到 式 (8-7-3)， 得 C434 = Ra 一 Rea 一 RI6，Ca312 = R4312 ， 因 而 


1 1 1 
7, = 7 (Rss ~ Ra12) -7 fe 本 (8-7-10) 
而 从 式 (8-7-10) 知 D1=(R,+Ra)/4 及 R=2(R, 一 Ry)， 故 
2(F, + D1 —R/24)= R33 一 Ri = Rg321 + Ry343: (8-7-17) 


由 式 (8-7-17) 和 (8-7-15) 可 知 式 (8-7-12 成 立 . 
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总 之 ，18 个 NP 方程 无 非 是 嘉 当 第 二 结构 方程 在 类 光标 架 的 具体 体现 ， 其 特 
点 是 把 浓缩 的 式 (8-7-6) 中 的 所 有 取 和 逐次 写 出 ,从 而 便于 实际 计算 . NP 方程 虽然 
个 数 众多 ,但 所 有 方程 都 只 涉及 一 阶 导 数 ， 求 解 并 不 困难 . 利用 选择 类 光标 架 的 
自由 性 [有 6 个 实 参 量 可 供 选择 ， 见 Kramer et al.(1980) P. 45] 还 可 使 NP 方程 尽量 
简化 . 
(B) 比 安 基 恒等式 
第 3 章 早 已 从 黎 曼 张 量 Rp 的 定义 证 明了 它 满足 比 安 基 恒 等 式 
ViaRpcIa =0. 为 便于 应 用 ， 可 借 NP 类 光标 架 把 它 表 为 分 量 方程 组 ， 见 Kramer et 
al.(1981) P. 86~87. 
(C) 对 易 关 系 式 
计算 黎 曼 张 量 先 要 选 定 基底 场 {(e,,)}. 若 选 坐标 基底 ， 则 任意 两 个 基 矢 场 必 
然 对 易 ， 即 [9/0x*,9/6x" 了 =0. 然而 非 坐 标 基底 却 不 如 此 简单 . 基底 {(eu)*} 中 的 
任意 两 个 基 矢 场 (e,) 和 (e,) 的 对 易 子 可 用 式 (3-1-13) 表 为 
[ee 了 了 =(e) Vole,) —(e,) Vo(e,)’, (8-7-18) 
其 中 V。 是 任 一 无 挠 导数 算 符 ， 把 计算 黎 受 张 量 时 所 指定 的 那个 导数 算 符 (联络 ) 选 
做 上 式 的 V， ， 则 由 式 (5-7-1) 便 得 
[esol = CC (8-7-19) 
其 中 y” ,是 由 式 (5-7-]) 定 义 的 联络 系数 ， 与 联络 1 形式 @, 的 关系 由 式 (5-7-4) 给 


出 . 式 (8-7-19) 就 是 用 标 架 法 计算 黎 曼 张 量 时 的 对 易 关系 (commutation relation). 下 
面 讨论 它 在 NP 形式 中 的 具体 表达 式 . 借用 度 规 ( 之 逆 ) 在 类 光标 架 的 分 量 8 可 把 
式 (5-7-4) 政 写 为 
-7 ,= 8 Opy; (8-7-20) 

故 式 (8-7-19) 用 于 类 光标 架 成 为 

[és 5, = 8° (®,py — py) (£0) . (8-7-21) 
分 别 取 LV 为 34，14，13，21， 则 上 式 在 作用 于 实 函数 时 具体 化 为 如 下 4 个 对 男 
关系 式 ( 若 再 取 LV 为 24 和 23， 所 得 结果 分 别 是 取 14 和 13 的 结果 的 复数 共 斩 ， 
不 独立 . ): 


AD-—-DA=(y+7)D+(£+E)A—(r+A)6— (T+A)6, (8-7-22a) 
5D-D5=(C+P- 趣 D+KkKA-a38-(D+E--5)3， (8-7-22b) 
5A—AS=-—vVD+(r-a—-PA+A6+(u-y+7)6, (8-7-22c) 


3858-85=(Z-ID+(5-pA-(C-D)5-(07 -ao)5. (8-7-22d) 
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作用 于 实 函 数 f 时 ， 式 (8-7-22a) 给 出 一 个 实 等 式 ，(8-7-22d) 给 出 一 个 虚 等 式 ， 
(8-7-22b) 和 (8-7-22c) 各 给 出 一 个 复 等 式 ， 故 式 (8-7-22) 相 当 于 6 个 实 等 式 ， 为 证 
式 (8-7-22a)， 只 须 证 明 它 两 边 作 用 于 任 一 ( 复 ) 标 量 场 f 给 出 相同 的 标量 场 ， 由 式 
(8-7-9) 得 
(AD -DA)A = (PV,k® 一 人 Vi1)YP =[1, KY Vf 

=[é3, af Vf = 8 (@3p4-Oap3)Eo) Vf 

= 8g" (03g4 — 04p3) (Es) Vf 

=[g™ (@324 一 2423) (&1) + 8 (314 一 0413) (Ez) 

+8 (0344 一 0443) (23) +8 (0334 — 0433) (E4) Vf 

={(-AX -Tm +(-z -Dm —[-(e+E)—0]1° -[0-(y+7)k°}V,f 

=(y+7)Df +(e+E)Af —(r+Ax) 6f — (tT +x) 5f, 
于 是 式 (8-7-22a) 得 证 . 其 他 3 式 的 证 明 仿 此 . 

为 帮助 初学 者 掌握 用 NP 形式 求解 爱 因 斯 坦 方程 的 方法 ， 本 书 给 出 两 个 求解 

实例 ， 分 别 见 8.8.2 小 节 和 选读 8-9-1. 


$8.8 用 NP 形 式 求解 爱 因 斯 坦 - 麦 克 斯 韦 方 程 举 例 [选读 ] 
8.8.1 NP 形式 中 的 麦 氏 方程 与 爱 因 斯 坦 方 各 


由 于 有 反 称 性 ， 电 磁场 张 量 Fs 在 类 光标 架 的 复 分 量 中 至 多 只 有 6 个 独立 ， 
不 她 取 为 fF3，F42，F4a1，F32，F31，F21， 但 它们 还 满足 如 下 关系 : 
Fs = Fs, Fw = Fay, EF, = bi, b=-F,=-b, 
可 见 6 者 中 Fa3 和 Fl 各 为 实数 和 虚数 (两 者 之 和 是 个 复数 )， 其 他 4 者 相当 于 两 个 
独立 复数 (可 取 为 Fal 和 Fx3)， 因 此 在 NP 形式 中 以 3 个 复数 古 ， 四 和 号 代表 ， 其 
定义 为 


GD := Fy = Fk em?, (8-8-1a) 
D := = (Es + bi)= = Fo (kL? + Mme), (8-8-1b) 
D, := Fs = FF, me. (8-8-1c) 
无 源 麦 民 方 程 
V°F,, =0, (8-8-2a) 
VE0 (8-8-2b) 
在 NP 形式 中 具有 如 下 表达 式 : 


DO -5O =(Ir-2a)C +2p0 -KKD， ， (8-8-3a) 
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-6 =-40+2zG +(p-28)9,, (8-8-3b) 
00 -ADO =(4-27)G +270, -oo0,, (8-8-3c) 


仅 以 式 (8-8-3a) 为 例 给 出 证 明 如 下 : 
2D® =k°V.[F,, (kD + Mmm) = Fk’keV I + FLV k +kUkV PF, 
+ mk Vm + Fmk Vm +mmk’ VF,, (8-8-4) 
上 式 右 边 第 一 、 二 项 分 别 为 
FeKeV =F,(e’), (ea) Ve(e3) = Fg Wa4 
= [418 “034 + Pag “134 + Fg  @434 = Do + 5 +F 4300344 ， 
Fl ?kV k® = 一 ED 一 KG — F0344, 
故 式 (8-8-4) 右 边 一 、 二 项 之 和 为 TD + -KG -KG 类 似 地 ， 式 (8-8-4) 右 边 
四 、 五 项 之 和 为 -KG + KO, 一 XO) 二 XO) ， 因 而 
2D 四 =2 (x@D, — kD,) + kKkV FP, +memikV.F,. 
用 类 似 方 法 还 可 求 得 
5 =2(cGC — pD) +k mi mV PF, . 
故 
D 四 -8O =(r-2a)CO +2p®, 一 KG + = (kk + mm kk’ — 2k mm VF,. 
(8-8-5) 
令 G= (Ke1 KR 十 而 112 一 2521100 历 ")V 严 ，， 则 欲 证 式 (8-8-3a) 只 须 证 G = 0. 为 此 当 
然 要 用 麦 氏 方程 .由 式 (8-7-3) 可 知 
84 =m’m° 十 而 21115 — lk 一 大 1 ， (8-8-6) 
故 麦 氏 方 程 V“Fp =0 可 表 为 (14 而 而 811 一 1*k° 一 Kk?*1)V Fj =0， 与 她 缩 并 得 
0=[m’k"m° + mk em 一 (1 大 2 天 十 大 210)]V PF, 
=[m’k" 万 5 — (mmek° + kom me) + kK VF, 
=[—m k’m° 一 (—m mk + km me) + kK VF,=6G, 
其 中 第 二 步 是 因为 Vi.Fsj =0 导 致 砚 *k*m VF =0 和 kK?k VF, =0， 第 三 步 
来 自 Fj = 一 琴 。.， 式 (8-8-3) 的 其 他 3 个 方程 仿 此 得 证 . 
由 式 (7-2-6) 得 (习题 ) 
hi = BoD,, 1 =D = DD, T=Di = B,D,, 


1 = = 
la = 44 on /72 0 L123 = 132 eh ? (8-8-7) 
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1 二 一 1 = 
la =142 = BD, D3=DD,, T=Ts= DD, Ty=o DDo. 
2X 2X 2 2X 
再 由 爱 因 斯 坦 方程 的 分 量 形式 Rowv =8rTw 及 式 (8-7-11a) 和 (8-7-11b) 便 得 曲率 张 量 
的 代表 量 Do， 人 D 和 电磁 场 张 量 的 代表 量 四 ， 局 ， 作 的 如 下 简明 关系 : 
Co=20D， Gi=200， Cn=200,， 
Di=200， 0 =200， 0 =200,， 
这 就 是 电磁 真空 时 空 的 爱 因 斯 坦 方程 在 NP 形式 中 的 表达 式 ， 可 统一 表 为 如 下 的 
代数 方程 组 : 


(8-8-8) 


Di =29,0,, A F012. (8-8-9) 
8.4.1 小 节 曾 引入 复 量 世 以 定义 类 光电 磁场 ， 不 难 证 明 (习题 ) 思 ,5 可 用 类 光 
标 架 中 的 电磁 场 分 量 下 ， 四 ， 四 按 下 式 表述 : 


5 ,5" =16(CO -四 )， (8-8-10) 
于 是 电磁 场 的 类 光 条 件 又 可 等 价 地 表 为 
DD, -BD =0. (8-8-11) 


8.8.2” 柱 对 称 条 件 下 爱 因 斯 坦 -麦克 斯 韦 方程 求解 一 例 


本 小 节 以 具体 例子 介绍 用 Newman-Penrose 形式 求解 爱 因 斯 坦 -麦克 斯 韦 方程 
的 全 过 程 [ 见 Liang(1995)]. 设 所 求 度 规 在 某 坐 标 系 {1, z, 9, D} 中 的 线 元 取 如 下 形式 : 
d% =e (~ dt* +dp’)+e"dz?+ ettdg’, (8-8-12) 
其 中 如 77 和 YX 是 t 和 pp 的 待定 函数 而 与 z, 9 无 关 .， 由 上 式 显 见 (8/6z)* 和 (0/089)* 是 
互相 对 易 的 Killing 矢量 场 ， 设 (90/909)* 有 闭合 积分 曲线 ， 则 式 (8-8-12) 代 表 柱 对 称 
度 规 ， 见 $8.5. 
令 7=t+D，U=1-D， 则 式 (8-8-12) 变 为 
ds” =— edu dp+e7dz +e7+zdo7 ， (8-8-13) 
上 式 中 的 上 才 和 YX 应 看 作 新 坐标 WW 和 UV 的 函数 . 把 正 交 的 坐标 基底 场 
{(0/0t)°, (0/0p)", (0/9 z)", (0/909)°} 
归 一 化 可 得 正 交 归 一 标 架 场 
(en)” =e (8/80)? ， (e)” =e (8/8p)? ， 
(e)” =e 7 (8/8z)?， (ey) =e "+40/09). (8-8-14) 
从 上 述 正 交 归 一 标 架 场 出 发 借助 于 式 (8-7-1) 可 方便 地 构成 类 光标 架 场 
1114 = e002) -ie (72) (0/909)°], (8-8-15a) 
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历 ” = [e000) +ie (7%)/2 (90/909)°], (8-8-15b) 
六 - 方 e /2[(0/0t)° ~ (8/0p)*]= V2 e*’?(0/0u)", (8-8-15c) 
k® -万 e /2[(8/802 + (9/0p)"]= V2 e /2(0/9v0)". (8-8-15d) 


用 式 (5-7-19)[ 式 中 的 (e,)" 应 理解 为 (5,)*] 和 (5-7-20) 或 其 他 方法 算出 全 部 wy， , 便 
可 由 式 (8-7-8) 求 得 全 部 (12 个 ) 复 的 旋 系 数 如 下 : 


KxK=T=V=NA=f=a=0, (8-8-16a) 
p= Vosn 207 0% | (8-8-16b) 
4 Ov 0v 
j= 207 4 < ， (8-8-16c) 
4 Ou Ou 
£= V2 61 0 (8-8-16d) 
4 Ov 
C = Y2 -en of 和 (8-8-16e) 
4 07 
4= _Y2 1 oz (8-8-16f) 
4 Ou 
2 (8-8-16pg) 
4 Ou 


求解 爱 因 斯 坦 -麦克 斯 韦 方程 本 身 就 是 默认 电磁 场 是 唯一 的 物质 场 (“电磁 真 
空 ”)， 电 磁场 能 动 张 量 Ta 的 无 迹 性 导致 标量 曲率 R 为 零 ， 注 意 到 式 (8-8-16a)， 
便 知 NP 方程 取 如 下 形式 ， 


Dp= p(p+28)+0° 1+, (8-8-17a) 
Do =20(p+€) + YY,, (8-8-17b) 
0=YY + ,， (8-8-17c) 
0=,,， (8-8-17d) 
0=V,， (8-8-17e) 
Dy—-As=-4ce7y+Y¥,+', (8-8-17f) 
DA=A(p—2e)+ou+D,,, (8-8-17g) 
D144=W(PpP-28)+oN+Y,, (8-8-17h) 
0=Y¥,+®,, (8-8-171) 


A4=-24(1+7) -WY,, (8-8-17j) 
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0= -YY +0,, (8-8-17k) 

0= Wp-Ao -YY¥,+, (8-8-17]1) 
0=-_y, 1+,,, (8-8-17m) 
-AJ = (4+27) + 4 + 9,,, (8-8-17n) 

0= 9,,, (8-8-170) 
-Ao = o(14—27)+ Ap+D,,, (8-8-17p) 
APp=p(2 -HH) -oN4-Y,, (8-8-179q) 
0=—YB. (8-8-177) 
我 们 只 限于 讨论 无 源 电磁 场 的 情况 , 故 麦 民 方 程 在 式 (8-8-16a) 成 立时 取 如 下 形式 ，; 
DD -50 =2p0， (8-8-18a) 
DO, - 58 =-10 +(p-22)09,, (8-8-18b) 
00 -AO =(4-27)O -oo0,, (8-8-18c) 
89, -AGO =2040 . (8-8-18d) 


注意 到 爱 因 斯 坦 方 程 组 (8-8-9)， 可 知 式 (8-8-17d) 和 (8-8-17o) 导 致 四 =0 或 四 = 四 
=0， 由 电磁 场 的 类 光 性 条 件 DB,D, -@2 -0 可知， 四 = 四 =0 的 电磁 场 只 能 为 非 
类 光电 磁场 ， 而 四 =0 的 电磁 场 则 既 可 类 光 又 可 非 类 光 ， 此 处 只 讨论 加 =0 的 非 
类 光电 磁场 ， 就 是 说 , 我 们 只 限于 寻求 B=0 的 非 类 光电 磁场 解 (这 时 必 有 本 =0 
和 D0)， 麦 氏 方 程 (8-8-18) 在 此 情况 下 简化 为 


5GC =0， (8-8-19a) 
DO =-140 +(p-28)09,, (8-8-19b) 
-AD =(4L-27)@O -GaC，， (8-8-19c) 
5350, =0. (8-8-19d) 


所 谓 求解 爱 - 麦 方程 组 ， 就 是 求 出 满足 该 方程 组 的 度 规 函 数 E(t1, p) ， 1 D)， 
X(t,P) 及 电磁 场 函数 0 和 中 的 函数 形式 它们 出 现在 下 列 3 组 方程 中 (互相 辜 
合 ): ( 山 麦 氏 方 程 (8-8-19); 四 爱 因 斯 坦 方程 O@ =20G (4, T=0, 1, 2); @NP 
方程 (8-8-17)， 以 下 是 求解 过 程 . 
式 (8-8-19d) 了 导致 

i er 
但 由 此 还 不 能 说 0@B,/10z=0@B,/0g9=0 ,因为 西 为 复 值 函 数 . 设 DB,=Cei ,其 中 C 
和 O0 为 实 值 函数 ， 则 


0 ， (8-8-20) 


9,, =20O =2C7. (8-8-21) 
因为 人 % 4 都 同 z 和 pp 无 关 ， 式 (8-8-17m 表 明 C 同 z, p 无 关 ， 于 是 式 (8-8-20) 给 出 
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从 而 -一 =- 一 =0， 
0z 00 


印 吧 的确 与 z， 9 无 关 . 类 似 地 可 由 式 (8-8-19a) 、(8-8-17a) 和 爱 因 斯 坦 方程 
Coo =2CD0Co 得 知 而 也 与 z, p 无 关 ， 另 一 方面 ， 式 (8-8-19b) 和 (8-8-19c) 可 表 为 


A 232 207 ,0% 9, _ 8, (8-8-22) 
Ov Ov Ov Ov Ou 
120 三 209 下 2 27 十 你 DD — Ox 0,. (8-8-23) 
Ou Ou Ou Ou Ov 


为 易于 求解 ， 只 讨论 8Y/84 = 0 的 情况 .只 要 在 这 一 简化 条 件 下 有 解 ， 我 们 便 求 得 
一 个 精确 解 。 当然 事先 无 法 肯定 这 种 情况 一 定 有 解 ， 因 此 这 是 一 种 试探 性 求解 
法 . 这 时 只 须 关 心 9x/0v 关 0 的 情况 ， 因 为 6x/9u =0x/9v=0 将 使 线 元 式 (8-8-13) 
局 部 看 来 与 平面 对 称 线 元 无 异 ， 而 由 “ 半 平 面 对 称 ” (局 部 看 来 就 是 柱 对 称 ) 的 电 
磁场 产生 的 平面 对 称 度 规 已 被 李 鉴 增 和 梁 籼 彬 所 穷尽 [Li and Liang(1985)]， 条 件 
0XY/16x =0 带 来 许多 简化 , 例如 它 导致 和 =0 ,而 且 方 程 (8-8-22) 现 在 可 被 积分 而 得 

D,(u, V)=a(u) e str)/4 (8-8-24) 
其 中 a(w) 是 4 的 任意 复 值 函 数 ， 且 a(u)z0( 否 则 B=0, 与 讨论 前 提 相 悖 .)， 于 是 
由 爱 因 斯 坦 方 程 @ = 2@,@B, 得 


Du, V)=21a (WP e +072. (8-8-25) 
待 解 的 麦 氏 方程 现在 只 余 一 个 ， 即 式 (8-8-23)， 且 被 简化 为 
oD _2 06 .07 0 — _y 'a(u) e-(25+27+X)14 (8-8-26) 
Ou Ou -A 


其 中 ' 代 表 对 一 元 函数 求 导 ( 对 上 式 便 是 x'=drx/dv)， 条 件 9x/9u=0 也 使 NP 方 
程 得 以 简化 ， 例 如 方程 (8-8-17g) 现 在 成 为 


1] _: ,071 
-下 = 二 exX' 一， 8-8-27 
07 4 A ( ) 


这 说 明 Go 为 实数 ， 因 而 四 ) = Bo， 注意 到 a(u)z0 (否则 电磁 场 为 零 )， 式 (8-8-27) 
和 (8-8-9)、(8-8-24) 结 合 便 得 


BD (u, v)=— Re 0 (8-8-28) 
8a(u) 


上 式 对 4 求 偏 导 并 代入 式 (8-8-26) 得 


2 
_2 1aP- - oat + | 如] | e7+X/2 (8-8-29) 
1 1 uU 
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现在 再 看 NP 方程 组 (8-8-17)， 方 程 (g) 已 经 用 掉 . 借用 式 (8-8-16) 和 (8-8-27) 不 
难 验 证 方程 (p) 已 自 动 满足 . 9D, 一 0 的 假定 导致 四 | 一 Do 一 1， 二 从] 一 2 一 0， 本 
是 方程 (和 (o) 成 为 恒等式 ， 方 程 (C) 变 得 与 (等 价 而 且 等 价 于 (e)， 它 们 无 非 表明 


时 空 的 外 尔 张 量 的 分 量 
71=0. 
同 理 ， 方 程 (1) 、(m) 和 (7) 等 价 且 给 出 
号 =0. 
4=0 则 使 方程 9) 和 (大 为 简化 并 分 别 给 出 
24=0， 
和 ， 则 =Hp， 


(8-8-30) 


(8-8-31) 


(8-8-32) 
(8-8-33) 


把 方程 (由 [ 即 式 (8-8-33)] 和 (b) 留 到 最 后 确定 加 和 如 ( 无 须 求解 )， 则 NP 方程 组 
(8-8-17) 的 待 解 方 程 只 余 (a)、(f)、(h)、(n) 和 (q)5 个 ， 注 意 到 D1 =0，4=0 和 式 


(8-8-33)， 它 们 取 如 下 形式 : 
Dp=p(p+28)+0" + Do,， 
Dy—Ae=—4éey+ Mp, 
D1 = 241(p -6), 
-AK=H (K+27)+ D,,, 
Ap=2p (7 -W). 
方程 (8-8-36) 与 (8-8-38) 等 价 并 等 价 于 
Om A ] 


ax Bulav 2 


i -7 Fi 
其 中 g( 四 和 flu) 是 任意 函数 .于 是 方程 (8-8-35) 成 为 


9 1 a -2 Ar 1 
a 了 (8 f) fg,， 


] 
6 (4, 0 (8g —f)+F(u)+G(), 
其 中 F(u) 和 G(D) 是 任意 函数 . 把 式 (8-8-39) 和 (8-8-40) 代 入 式 (8-8-13) 得 
> (g - f) V2er+Gqu dv+(g—f) (e+/2dz? + ez/2d02) 
用 下 式 定 义 新 坐标 正和 记 :，d 吐 =e rdu，d5=e”WWdv， 则 
ds* =— (g 下 -dd 六 Hg 下 (edz +et dp)， 


若 取 FF(u)=G(V)=0， 则 由 式 (8-8-41) 可 知 


(8-8-34) 
(8-8-35) 
(8-8-36) 
(8-8-37) 
(8-8-38) 


(8-8-39) 


(8-8-40) 


(8-8-41) 


(8-8-42) 
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ds2 =- (g—f) dudv+(s—f) (e* dz: +ez dg’). (8-8-427) 
式 (8-8-42) 和 (8-8-42)) 代 表 同 一 线 元 (两 者 的 差别 只 是 坐标 记号 由 区 ,也 改 为 U,V, 是 
非 实质 性 差别 .)， 可 见 取 F(u) = G(v) = 0 不 会 丢 解 .今后 就 用 这 一 选择 ， 即 以 式 
(8-8-42') 为 线 元 . 
现在 尚 余 3 个 待 解 方程 ， 即 式 (8-8-29)、(8-8-34) 和 (8-8-37) ， 待 定 函 数 则 是 
g(V)，ftu)，X( 四 和 a(u)， 方 程 (8-8-37) 等 价 于 


2 2 
El oe 名 +21laF et/ =0. (8-8-43) 
Ou” Ou ou 2\0u 
借助 于 式 (8-8-39) 和 (8-8-40)( 其 中 五 =U=0) 可 把 上 式 改 写 为 
f"=21a(wWT. (8-8-44) 


式 (8-8-39) 则 使 方程 (8-8-29) 成 为 

a laf'’=f"-2 1at=0,- (8-8-45) 
其 中 第 二 步 用 到 式 (8-8-44)， 上 式 表 明 要 么 a' =0 要么 f=0, 但 由 式 (8-8-44) 知 后 
者 导致 4a=0， 这 不 允许 ,， 故 只 有 a'’=0， 即 a= 常数. 于 是 式 (8-8-44) 可 被 积分 而 
得 

f'=2Au+o, f=Au’+cutc,, 其 中 A=lal， ci1，C2 为 积分 常 实数 . 
(8-8-46) 
现在 考虑 最 后 一 个 待 解 麦 氏 方程 , 即 式 (8-8-34). 由 式 (8-8-28)、(8-8-39)、(8-8-40) 

和 (8-8-9) 得 


Do =(32 af) (8g-f) rf", (8-8-47) 
代入 式 (8-8-34)， 经 计算 可 知 式 (8-8-34) 等 价 于 
8 g"(V) XV + g0)= FOOD-(4 1 Go， (8-8-48) 


上 式 左 边 不 是 的 函数 ， 右 边 不 是 的 沪 数 ， 因 而 左右 两 边 等 于 常数 ， 记 作 ， 
即 


8g"() x (V)+ g(v)=K, (8-8-49) 
f(u)-(44°) GO = 天 (8-8-50) 

把 式 (8-8-44) 代 入 式 (8-8-50) 得 
K=c,—(4A°) ci， (8-8-51) 

于 是 线 元 式 (8-8-42') 可 以 表 为 


ds =— [g(v)—Au— cu—c,] dudv 
+[g(v0)—Au’— cu—c,](e tdz’ + ex) 2qg’), 
其 中 A, c1 和 cz 为 任意 常数 ，g() 和 X( 四 是 两 个 颇 为 任意 的 函数 ,但 两 者 之 间 的 关 
系 满足 式 (8-8-48)， 其 中 的 玉 以 式 (8-8-51) 的 形式 依赖 于 所 选 常数 4，cl 和 cz. 


(8-8-52) 
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结论 : 选 定常 数 A，c1 和 cs 后 ， 任 一 满足 式 (8-8-49) 的 实 函 数 对 (g( 臣 ，K( 功 通过 
式 (8-8-52) 决 定 一 个 柱 对 称 度 规 ,其 相应 的 物质 场 是 由 满足 式 (8-8-28) 和 (8-8-24) 的 复 值 
函数 对 ( 太 ,B) 所 描写 的 柱 对 称 非 类 光电 磁场 ， 满 足 式 (8-8-49) 的 实 函 数 对 (g( 功 ，X( 轧 ) 
很 多 ， 例 如 在 选 cl 和 cz 为 零 后 玉 = 0， 以 下 3 个 函数 对 都 满足 玉 =0 时 的 式 (8-8-49)， 

(1) 8gC)=sinvz， x(v)=2V2v. 

(2) g(v0)=Inv, Zz(v)=4V2 (nv)?. 

(3) g(v)=v“，X(V)=(2/a)Y2(a 一 DInv， 其 中 Qe(l, o)， 本 例 构成 爱 因 
斯 坦 - 麦 元 斯 韦 方程 的 柱 对 称 解 族 的 一 个 单 参 子 族 ( 以 Qa 为 参数 )， 其 中 最 简单 的 一 
个 成 员 是 由 Q=2 刻画 的 解 ， 即 g(v)=v?， x(v)=V2Inv. 

由 满足 式 (8-8-28) 和 (8-8-24) 的 复 值 函 数 对 ( 久 , 吧 ) 描 写 的 电磁 场 Fos 也 可 用 其 
在 坐标 基底 {(0/01)”, (8/90p)*, (68/90z)*, (3/0g)"} 的 非 零 分 量 表 出 . 


F,=-F,=—-ae ?4(— 71 YX"), (8-8-53a) 

F,,=-F,, =ale + (1+ 21 (8-8-53b) 

Fy, = 一 Er = 一 0267 /4+ 71 X'), (8-8-53c) 
1 

Fy =-F,, =aye*’4(1— ZY), (8-8-53d) 


其 中 五. 三 Fs(0/01)*(0/9z) ， 其 他 类 似 ;， am e 民 分 别 是 复数 a 的 实 、 虚 部 ， 不 
难 验 证 由 式 (8-8-53) 构 成 的 Fa 满足 无 源 麦 氏 方 程 V* 忆 ,=0 和 Vi, 忆 =0 , 且 由 Fp 
按 式 (8-4-1) 构 成 的 能 动 张 量 Ts 满足 爱 因 斯 坦 方程 Tp = Rh/8r， 其 中 Rap 是 度 规 
(8-8-52) 的 里 奇 张 量 . 
$8.9 ”Vaidya 度 规 和 Kinnersley 度 规 

8.9.1 从 施 瓦 西 度 规 到 Vaidya 度 规 

施 瓦 西 真 空 解 在 施 瓦 西 坐标 系 {1, r, 8 由 的 线 元 为 

| 
ds“( 施 ) = 一 将 dt + 于 d 斑 + 产 (d02+sin2gdo2) (r>2M ). 
r r 

从 施 瓦 西 坐 标 系 {i,r, 8 gp} 出 发 作 坐 标 变换 {1, 7, 8 OF {ur, 6 po}， 其 中 

U=f—r., r=r+2M [二 -1 [x 称 为 乌 包 (tortoise) 坐 标 ]， (8-9-1) 
则 施 瓦 西 线 元 变 为 如 下 形式 : 
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ds ( 施 )=-(L-2Mr)dx2 -2duxdr+r2(d02+sin20 do2) 
=[—du’* —2dudr +r*(d0? +sin20 do2)]]+2M ridx2 . (8-9-2) 
上 式 右 边 方 括号 内 又 可 改写 为 -dtr* +dr*+r*(d09* +sin20 do2) ， 这 无 非 是 平 直线 
元 ， 故 
ds ( 施 ) = ds“( 平 )+2M rdu?. (8-9-3) 
只 要 将 上 式 的 常数 M 换 成 坐标 & 的 函数 m(u)， 就 得 到 如 下 的 新 线 元 [ 称 为 


Vaidya( 外 狄 亚 ) 线 元 ] : 
ds*(Vai) = ds ( 平 )+ 2m(u) rldw? 


=—[1—2m(w)r du —2dudr +r*(d0’ +sin20do2) . (8-9-4) 
以 ga 代表 Vaidya 度 规 ， 则 由 上 式 可 读 出 它 在 {u, r, & op} 系 的 全 部 非 零 分 量 
Buu =—[1—2m(wr”] » bur = Bm = 一 | ， 86b0 = r” , 8opop = 六 sin “0 》 (8-9-5) 


故 由 8w = 8jv(dx“)s(dx"), 得 Vaidya 度 规 的 抽象 指标 表达 式 
gop = 一 由 一 27mz(O)r (du), (du), — (du), (dr), — (dr), (du), 


(8-9-6) 
+r“(d0),(d0), +r’ sin’0 (dp), (dp),. 
不 难 验 证 Sab 之 逆 为 
于 人 国境 国人 
Du 3 ar Ou r Or Or 
(8-9-7) 


ell hdl 
r\00)\00) 六 sin20O\ap) 八 ap ) . 
有 了 上 度 规 就 可 计算 其 爱 因 斯 坦 张 量 G,, = Rs -Rgos 12 ， 从 而 由 爱 因 斯 坦 方程 
Gs = 877, 求 得 其 能 动 张 量 Two， 以 便 看 清 这 一 度 规 与 什么 物质 场 相 伴随 . Vaidya 
度 规 的 非 零 分 量 已 由 式 (8-9-5) 表 出 ， 其 逆 和 矩阵 的 非 零 分 量 则 为 
87”=1-21z(0r  ， g”=g™”=-1l, g%=r?, go” =(rsin0) 一 ， (8-9-8) 
代入 式 (3-2-10)) 得 非 零 克 氏 符 为 


TT, =—mr™, J Ls rsin’0 ， 

T=-mhr ! +mr (rr -2m), TT" =T",, =mr, 

Twp=2m-r, T=(2m-r)sin’g 

T=7 ,=r, J = 一 SinO cos O ， 
本 (8-9-9) 


其 中 浆 = dm 人 /du ， 代 人 式 (3-4-21) 便 知 里 奇 张 量 Re 的 非 零 分 量 只 有 一 个 ， 即 
R, =—2mr™, (8-9-10) 
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故 R, =—2mr™ (du), (du),. (8-9-11) 
由 上 式 又 得 R=g“R, =0， 故 G = Rs ， 于 是 由 爱 因 斯 坦 方程 Go =8r7T2 得 
/we = 一 (du), (du), . (8-9-12) 
4nr 
* 名 = 一 (do k=g"k,=-8" (du),, (8-9-13) 
则 由 式 (8-9-7) 易 见 
k® = (8/87)” ， (8-9-14) 
故 kk =0 ， 可 见 太 是 类 光 矢 量 场 .现在 式 (8-9-12) 又 可 表 为 
7 ， =- pe kk, . (8-9-12’) 


上 式 在 关 <0 时 可 看 作 如 下 形式 的 能 动 张 量 的 特例 : 
Ts =D hk (“是 一 个 正定 函数 ). (8-9-15) 
什么 物质 场 才 有 上 式 所 示 的 能 动 张 量 ? 可 以 证 明 ( 见 下 册 附 录 D)， 无 源 类 光电 磁 

场 (满足 ,Ff =0 ) 的 能 动 张 量 可 以 表 为 式 (8-9-15) 的 形式 ， 其 中 

G =E*/2n (EE 为 某 正 交 归 一 标 架 测 得 的 电场 ). (8-9-16) 
类 光电 磁场 可 看 作 许 多 沿 类 光 方 向 做 运 动 的 光子 组 成 的 物质 场 ， 此 外 ， 其 他 静 质 
量 为 零 的 沿 信 向 运动 的 粒子 (例如 无 质量 标量 粒子 以 及 中 微 子 ) 组 成 的 物质 场 也 有 
式 (8-9-15) 的 能 动 张 量 形式 . 这 类 物质 场 称 为 纯 辐 射 场 (pure radiation field)， 总 之 ， 
能 动 张 量 可 表 为 式 (8-9-15) 的 物质 场 分 为 两 类 : @ 无 源 类 光电 磁场 ;@ 纯 辐射 场 . 两 
者 的 区 别 在 于 前 者 存在 2 形式 场 Ke， 满 足 无 源 麦 氏 方程 及 To = 已 忆 */4r， 可 以 
证 明 ( 见 选读 8-9-1) 与 式 (8-9-12') 相 应 的 物质 场 不 服从 无 源 麦 氏 方程 ， 因 此 Vaidya 

度 规 的 物质 场 是 纯 辐 射 场 而 非 类 光电 磁场 . 
与 施 瓦 西 度 规 相 比较 ，Vaidya 度 规 主要 有 以 下 三 点 不 同 ，Q@ 前 者 的 质量 参数 
M 为 常数 而 后 者 的 m 是 4 的 函数 . @ 前 者 是 真空 爱 因 斯 坦 方程 Gw = 0 的 解 而 后 
者 是 有 源 爱 因 斯 坦 方程 Gw = 8rT 的 解 , 其 中 Ts 代表 纯 辐射 场 . @ 通 过 对 Killing 
方程 求 通 解 可 以 证 明 ， 前 者 有 4 个 独立 Killing 矢量 场 ， 其 中 一 个 类 时 ， 因 而 是 
稳 态 度 规 ; 后 者 只 有 3 个 独立 Killing 矢量 场 (就 是 反映 球 对 称 性 的 那 3 个 )， 由 于 
缺少 类 时 Killing 场 ，Vaidya 解 不 是 稳 态 度 规 ，Vaidya 度 规 的 上 述 3 个 特点 之 间 
存在 密切 联系 . 如 果 把 m 仍 解释 为 球 对称 恒 星 的 质量 ,把 u 解 释 为 它 的 固有 时 (8.9.3 
小 节 将 看 到 这 种 解释 的 合理 性 )， 那么 m 是 u 的 函数 (特点 @) 就 表明 恒星 的 质量 随 
时 间 以 变化 率 世 改变 ， 为 什么 变 ? 因 为 它 不 断 向 外 发 射 零 质 量 粒 子 (特点 @) (为 方 


由 过 去 认为 中 微 子 静 质 量 为 零 ， 故 有 此 说 . 现在 比较 普遍 地 相信 中 微 子 的 静 质 量 非 零 ， 若 按 此 信念 ， 则 中 微 
子 不 再 被 纳 人 本 例 . 


便 起 见 也 称 为 “光子 ”， 虽然 它们 不 是 电磁 场 的 量子 )， 从 而 不 断 带 走 能 量 . 计算 
( 见 选读 8-9-2) 表 明 ,单位 时 间 内 流 到 无 限 远 的 能 量 正 好 等 于 - 浆 , 即 等 于 恒星 能 ( 质 ) 
量 m 的 减 小 率 (默认 六 <0)， 符 合 能 量 守恒 律 . 正 是 普 随 时 间 而 变 的 特征 才 使 得 
Vaidya 度 规 不 是 稳 态度 规 (特点 @， 鉴 于 上 述 特 点 ，Vaidya 本 人 把 这 种 恒星 称 为 

“发 光 星 (shining star)”, 虽然 所 发 的 “ 光 ” 不 是 光子 而 是 静 质 量 非 零 的 其 他 粒子 . 目 
然 要 问 : 施 瓦 西 度 规 所 描述 的 静态 恒星 难道 就 不 发 光 ? 恒星 当然 要 发 光 , 问题 是 ， 
为 了 求解 简单 ， 施 瓦 西 把 恒星 所 发 出 的 (因而 自身 浸泡 于 其 中 的 ) 光 子 的 能 动 张 量 
加 以 忽略 ( 当 作 真空 )， 这 才 有 众所周知 的 、 简 单 异 常 而 又 用 途 广大 的 施 瓦 西 真 空 
解 ， 可见 “ 施 瓦 西 真 空 解 描述 静态 球 对 称 恒 星 外 部 度 规 场 ”这 一 熟知 的 物理 解释 
也 不 过 是 一 种 近似 的 说 法 . 
[选读 8-9-1] 

作为 NP 形式 的 另 一 个 应 用 实例 ， 我们 用 类 光标 架 再 次 计算 Vaidya 度 规 的 黎 
曼 张 量 ， 第 一 步 是 选择 适当 的 类 光标 架 {(&,)"}. Vaidya 度 规 gop 的 表达 式 (8-9-6) 
gap =— h(du), (du);, — (du), (dr);, — (dr), (du), 


8-9-17 
+r*(d0),(d0), +r’ sin’0 (dp) (dp),, | 
其 中 
i (8-9-18) 
对 上 式 做 如 下 改写 将 带 来 重要 局 发 : 
gop = 一 (dz)， 1 h(du), + dm | 一 1 h(du), + CA 
+{r[(d0), ~isin0 (dg),]/V2}{r{(d0), +isin (dp),]/V2} (8-9-19) 


+{r[(d0), +ising(dp),]/V2jtr[(do -ising (dp)p]/V2}. 
与 类 光标 架 {(E,)"} 的 一 般 表达 式 
gab = Buv(E’)alE ) =— kl, — lak + mam, 十 7la71 (8-9-20) 
对 比 可 以 “ 读 出 ” mas， 元 ， 有 和 恕 如 下 ; 
k, = 一 (dx) ， 六 a 一 (dr) ， 
， (8-9-21) 


[(d0), ~isin0 dp) ] ， m, = [(dO) +isin0 (dp) |],， 


r 


V2 


m= 


Q@ 作为 爱 因 斯 坦 方 程 的 解 ， 参 数 m(w) 的 导数 可 正 可 负 ( 当 然 还 可 为 零 )， 但 为 使 这 个 解 在 物理 上 能 被 解释 为 某 
种 可 接受 的 物质 场 [满足 式 (8-9-15)] 相 应 的 度 规 ， 就 得 要 求 加 <0. 


。7290 . 


相应 的 m，m ， 忆 和 驴 为 
k® = (8/07)”， 
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1 


[™* = (0/0u)" -=h (0/0r)", 


m” -万 [oa0 -isin 0 (8/8p)"]， m=——[(9/90)° +isin-10 (8/09)°]. 
r 


V2r 


请 读者 验证 这 一 类 光标 架 的 确 满足 
gum m” = gapm"m? = gl = gabk"k” =0, gm me =1, goaplk’ =—1. 

由 式 (5-7-19)[ 式 中 的 (e,) 应 理解 为 (&)"] 和 (5-7-20) 或 其 他 方法 算出 全 部 Oo ，, 便 

可 由 式 (8-7-8) 求 得 全 部 (12 个 ) 旋 系数 如 下 : 


1 
2 
a 


AH=— 


2r 


二 2m(u) 


K=O0O=V=T=A14=Ax=e=0, 


m 1 
, er 一 一 (人 二 
| 一 总 e- 瑚 


一 人 
r 27 


利用 式 (8-9-22a) 可 把 NP 方程 简化 为 如 下 形式 ， 
Dp=p”° + Dn, 


0= 到 ， 


0=Y¥ +, 

Da = ap t+,, 

Dp= pp+¥, 

Dy =Y, +®,-R/24, 


0= 9D,,,， 


Dy= pu + YY, + R/12, 


0=—, 


62- 8B=1p+(aa+ PB-208)-Y, + +R/24, 


-64=—Y, +0,,, 


-Ay=1 +H +7) + 0,,, 


-Ap=7Y(-&-P)-Ply -7 -+0,, 


0= @,,， 


Ap=-pu+p(Y+7)-Y, — R/12, 
Aa=a(7 -+rB-,. 

用 式 (8-9-22b) 代 入 方程 组 (8-9-23) 便 可 容易 地 解 得 代表 外 尔 张 量 的 5 个 复数 加 ~ 到 
以 及 代表 里 奇 张 量 的 4 个 实数 太 0，，B 1， 吕 ,， 及 和 3 个 独立 复数 叹 |，,，D,， 


(8-9-217) 


(8-9-22a) 
(8-9-22b) - 


(8-9-23a) 
(8-9-23b) 
(8-9-23c) 
(8-9-23d) 
(8-9-23e) 
(8-9-23f) 
(8-9-23g) 
(8-9-23h) 
(8-9-231) 
(8-9-23]) 
(8-9-23k) 
(8-9-231) 
(8-9-23m) 
(8-9-23n) 
(8-9-230) 
(8-9-23p) 
(8-9-23g) 
(8-9-237) 
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其 中 非 零 者 只 有 两 个 : 
,=— m(u)/r’, (8-9-24) 
DD, =—m(u) /rr?. (8-9-25) 
注意 到 式 (8-7-11a)， 特 别 是 其 中 的 加 ,= Rs3/2， 可 知 Vaidya 度 规 的 里 奇 张 量 为 
Ri = Rss(e )a (Ee ), = Ry-k) (ky)= 20 kk, =—2m(u) r? (du), (du),, 
(8-9-26) 
与 用 坐标 基底 法 [ 式 (3-4-21)] 求 得 的 Rap[ 见 式 (8-9-11)] 一 致 | 
利用 上 述 结果 还 可 补 证 Vaidya 度 规 相 应 的 物质 场 不 是 电磁 场 ， 电 磁场 Foy 在 
NP 形式 中 由 复数 硬 ， 四 ， 田 代表， 它们 与 里 奇 张 量 的 代表 量 哆 0…， 四 ,的 关系 
是 式 (8-8-8)， 因 为 Bi0,…, Dy 中 只 有 中, 非 零 ， 式 (8-8-8) 给 出 
本 = 四 =0， 四 =4e?， (8-9-27) 
其 中 A=V-m(u)/2 产 ，w 是 坐标 的 实 函 数 ， 代 入 无 源 麦 氏 方 程 (8-8-3)， 发 现 其 中 
的 式 (a)、(C) 为 恒等式 ，(b)、(d) 则 分 别 导 致 
2 0 (8-9-28) 
Or sin0O Op 00 
第 一 式 表 明 = Qlu,0,9) ,第 二 式 的 虚 、 实 部 分 别 给 出 Og/00 =0[ 因 而 &=aQ(u, 9)] 
和 8a/6D =cosO ,两 者 互相 矛盾 .可见 Vaidya 度 规 的 物质 场 不 是 电磁 场 ， 从 而 只 
能 是 纯 辐 射 场 . 


[选读 8-9-1 完 ] 
8.9.2 ” Kinnersley( 金 纳 斯 里 ) 度 规 


Vaidya 度 规 是 施 瓦 西 度 规 的 推广 ， 而 Kinnersley(1969) 定 义 的 新 度 规则 是 
Vaidya 度 规 的 推广 ， 下面 介 绍 这 一 度 
规 ， 设 L(w) 是 4 维 闵 氏 时 空 (R', 7 中 
的 任意 光滑 类 时 曲线 (想像 为 某 个 火箭 
的 世界 线 )，u 是 固有 时 (此 处 用 u 而 不 
是 z 代 表 固 有 时 ， 用 意 将 自明 .)， 仿 昭 
Kinnersley ， 以 4 (而 不 是 本 书 惯用 的 
U) 代 表 L(wW) 的 4 速 , 即 4* = (8/9u)"*. 设 
p 是 RR 的 任 一 点 ， 则 p 的 过 去 光 锥 面 
与 有 且 仅 有 一 个 交点 ” 记 作 g ( 见 图 。。 四 “有 册 定 虑 人 在 关 时 线 I 
8-11)， 以 {X“} 代表 闵 氏 时 空 的 任 一 惯 


由 当 LWw) 渐 近 类 光 ( 例 如 第 6 章 习题 13 中 的 双 曲 线 ) 时 例外 . Kinnersley(1969) 不 讨论 这 一 例外 情形 . 
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性 坐标 系 ， 人 5 代表 4 在 该 系 的 分 量 ，w" ， 终 代表 p,q 点 在 该 系 的 位 矢 ， 即 
W = (3/8X 1,, 6 =6 (0/0X”) 1 ,其 中 yw =X“(p), 6 ?三 X“(q). 4 和 7 
本 来 只 是 定义 在 L(u) 上 的 标量 场 和 矢量 场 ， 但 其 定义 域 可 自然 延 拓 至 全 R”: 
Vp eRR ， 有 了 唯一 的 ge 工 ， 因 而 可 定义 u(p) := wu(q) ，AY(p) := 44(q) [通过 定义 
4 1, 的 坐标 分 量 A(p) 来 定义 41,， 即 A401, := 4“(q) (9/0X“)1,.]， 由 此 可 知 矢 
量 场 4 的 每 条 积分 曲线 C(w) 在 坐标 系 {X“} 的 参数 式 为 
X*(u)=6*(w)+o” (常数 o 满足 ,oo =0). (8-9-29) 
[因为 上 式 代表 的 曲线 的 切 矢 在 {X“} 系 的 分 量 dX“(w)/du =de”(w/du=4”. 当 
0 =0 时 上 式 退 化 为 CO 的 参数 式 X (GO =6*.] 这 表明 任 一 点 己 的 4 都 满足 
A'Ou=(0/0u) Ou=1. (8-9-30) 
对 p 点 定义 矢量 ol1, := w -so”， 由 图 
8-11 可 知 o"|, 类 光 ， 故 o" 构 成 类 光 矢 
量 场 , 它 是 类 光 超 曲面 族 ( 以 上 上 各 点 为 
锥 顶 的 未 来 光 锥 面 形 成 的 族 ) 的 法 矢 场 . 
既然 每 点 p 都 有 类 时 矢量 A 1 和 
类 光 矢 量 o”1, , 就 可 把 o 1, 以 4”1, 为 
“时 间 ” 方 向 做 “3+ 1 分 解 ”, 就 是 说 ， 
把 o“ 分 解 为 一 个 与 平行 的 分 量 ( 记 作 


图 8-12 p 点 的 类 光 矢 量 of (和 各 r4” ) 和 一 个 与 4 垂直 的 分 量 ( 记 作 人 6) 
eh 之 和 ， 即 ( 见 图 8-12) 
oi ds (8-9-31) 
以 4 =p 和 2 缩 并 上 式 两 边 ， 注意 到 4 =--1 以 及 5 与 41° 正 交 ， 便 得 
r=—Ao”. (8-9-32) 
再 令 [=1 or, 1 三 三 和 2 ， (8-9-33) 
则 (a) 有 =02 二 12 ， (b) ?12 =-1, (c) mpnn =1. (8-9-34) 


了 可 看 作 o” 的 某 种 “ 归 一 化 ”: 妨 的 时 间 分 量 4* 和 空间 分 量 双 的 长 度 都 为 1. 
既然 o” (因而 和 是 以 世上 各 点 为 锥 顶 的 各 个 未 来 光 锥 面 的 法 矢 场 , k=,pk? 
就 是 这 些 超 曲面 的 法 余 矢 ， 另 一 方面 ， 这 些 超 曲面 是 等 u 面 又 表明 &x 是 它们 的 
法 余 和 拓 , 于 是 三 与 Gu 最 多 只 差 一 个 因子 , 即 如 =w Qu , 与 式 (8-9-34b) 及 (8-9-30) 
结合 得 a= -1， 故 
k, =— (du),. (8-9-35) 
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基于 以 上 讨论 ，Kinnersley 就 在 RR 上 定义 了 后 来 以 其 姓氏 命名 的 度 规 ， 这 一 度 规 
可 用 抽象 指标 表 为 
8 := 71 + 2m(u) rk k, = 7 + 2m(u) ri(du), (du),, (8-9-36) 

其 中 mm(O 是 的 函数 . 由 于 现在 R[ 抠 掉 L(w)] 上 有 两 个 度 规 (7 和 86s)， 对 指标 
升降 问题 (以 及 其 他 涉及 度 规 的 问题 ) 就 要 格外 留意 . 4 ，o”，K 等 原来 就 是 作为 
矢量 (有 上 指标 ) 定 义 的 ， 意 义 明 确 .， 我 们 约定 ， 凡 由 指标 升降 获得 的 张 量 (如 14， 
0,，ka) 一 律 都 是 用 ,升降 的 结果 . 凡 涉 及 用 gj 升降 的 张 量 将 明确 地 把 gw 写 出 ， 
例如 gw 和 2 ， 它 不 等 于 和 4 (1p. 

先 讨论 L(w) 是 7 的 测 地 线 ( 简 记 作 测 地 线 ) 的 简单 情况 ， 这 时 Kinnersley 度 
规 (8-9-36) 归 结 为 Vaidya 度 规 ( 忒 0 时 ) 或 施 瓦 西 度 规 (mr=0 时 ). 为 看 出 这 点 ， 只 
须 选 适当 坐标 系 {u, r, 2 9} 写 出 g,, 的 线 元 并 与 式 (8-9-4) 比 较 . 把 每 点 本 来 就 有 
的 wu 和 r 选 作 {u,r, 8 9} 系 的 前 两 个 坐标 ,坐标 9 和 9 则 尚 待定 义 . 设 {7, X,Y, 2} 
是 7， 的 惯性 坐标 系 ， 其 空间 坐标 原点 we 
(X= 了 =Z=0) 的 世界 线 与 测 地 线 ZI 
重合 , 则 4 在 该 系 的 分 量 为 从 = (1, 0, 0， 
0) ( 见 图 8-13)， 故 式 (8-9-32) 的 > 满足 

r= -NOM = -00" A =0". 

另 一 方面 , 图 8-13 的 3 维 平面 区 , 可 看 
作 时 刻 p 的 全 空间 ， 由 图 可 知 
of = 直线 段 qa 之 长 = 直线 段 ap 之 长 ， 
所 以 r= oo" 表明 p 点 的 r 值 就 是 p 与 测 ”图 8-13 选 测 地 线 L(w) 为 惯性 系 {T,X,Y, 2) 


地 线 L(w) 的 空间 距离 .在 ,上 以 a 为 空间 坐标 原点 的 世界 线 
原点 、7 为 径 向 坐标 建立 球 坐 标 系 {7, @ 


9}， 其 中 6，9 由 下 式 定 义 : 


X=rsin0cosog, Y=rsin0sing, Z=rcos0. 
此 {r, 8 9} 与 u 结 合 便 得 到 所 要 的 4 维 坐 标 系 {u,r, 6 9}. 此 系 的 ur 与 {T,X,Y,2} 
系 的 7 有 如 下 关系 : 7T=x+r， 故 1 在 此 系 的 线 元 为 -dx -2dxdr 
+12(d02 +sin20 dgp*)， 因此 Kinnersley 度 规 gw 的 线 元 为 

ds2 =—[1 -2mG)r du -2dudr+r*(d0* +sin’*0 dg’), (8-9-37) 
与 式 (8-9-4) 形 式 一 样 . 可 见 Kinnersley 度 规 (8-9-36) 在 L(w 是 7 测 地 线 的 情况 下 归 
结 为 Vaidya 度 规 (六 关 0 时 ) 或 施 瓦 西 度 规 ( 产 =0 时 )，Kinnersley 的 真正 推广 是 在 


@@ 但 gu 及 却 等 于 (=mok?) ， 因 为 由 式 (8-9-36) 得 gpk? =ok*+2mr (dw)a(du)sk? ， 而 ?Cdu)， 
= ke8i =0 (按照 的 定义 ， 在 人 8 的 积分 曲线 上 为 常数 ) 
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LO 不 是 7 测 地 线 的 情况 ， 下 面 详 加 讨论 . 
8.9.3 Kinnersley 度 规 (详细 讨论 ) 


当 L(wW) 不 是 有 测 地 线 时 L(w) 的 4 加 速 20,4 非 零 (8, 是 与 1, 适 配 的 导数 算 
符 ), 并 与 4 速 4 正 交 . 仿照 Kinnersley, 以 各 代表 4 加 速 4 2542 , 则 104 巡 =0. 我 
们 仍 想 选 择 适当 坐标 系 {uw 7, & 9} 表示 Kinnerslay 度 规 ，u, 的 定义 与 CO 是 测 地 
线 时 一 样 ， 只 是 + 的 几何 意义 现在 略 有 
不 同 . 设 p 是 任 一 时 空 点 , 则 它 决 定 L(w) 
上 的 唯一 4 点 . 过 4 作 切 于 L(w) 的 w 测 
地 线 Go,， 它 所 决定 的 惯性 参考 系 记 作 
驳 . 以 2 和 5 代表 名 系 的 两 张 同时 
面 ， 它 们 分 别 含 p 和 4. 仿照 8.9.2 小 节 
的 讨论 可 知 由 式 (8-9-32) 确 定 的 + 代表 p 
点 与 Gy 的 空间 距离 ( 见 图 8-14). 以 G， 
8-14 点 的 > 值 代表 观 者 Gy 与 火箭。 代表 多 系 中 过 的 惯性 观 者 , 则 亦 可 

L(w) 的 推迟 距离 
看 作 Co 与 L(w) 在 时 刻 了 的 空间 距离 ( 即 
图 中 p' 与 4 的 距离 )， 在 电动 力学 中 称 , 为 与 忆 相应 的 “推迟 时 刻 ”(retarded 
tme)( 请 注意 ，2p 其 实 “ 迟 于 ”2。， 但 习惯 上 称 忆 为 推迟 时 刻 . )， 故 > 所 代表 的 
是 cp 与 LO 的 推迟 距离 . 

下 面 介 绍 {u, r, @ 9} 系 中 9 和 9 坐标 的 定义 . 世上 任 一 点 4 决定 一 个 瞬时 静止 
惯性 观 者 Cs 和 一 个 瞬时 静止 惯性 参考 系 儿 . 按 下 列 要 求 在 多 内 定义 一 个 瞬时 静 
止 惯性 坐标 系 {X“}={7, 处 ,7,Z} : 以 Gy 为 空间 坐标 原点 X=Y= Z= 0) 的 世界 
线 , 多 以 q 为 线 上 T=0 的 点 ,， 国 Z 轴 与 各 1 同 向 私 轴 方向 仍 有 任意 性 )， 以 此 系 
的 Z 轴 为 极 轴 在 4 点 的 未 来 光 锥 面 ( 含 p 点 ) 上 用 下 式 定义 9 和 9 坐标: 

X=rsin0cosg,， Y=rsingsing, Z =rcos0. (8-9-38) 
因为 4 加 速 如 的 方向 随 4 点 沿 工 线 的 移动 而 连续 变化 ， 所 以 在 定义 9 和 gy 时 要 不 
断 旋 转 指向 北极 的 方向 ， 以 保证 它 在 任何 时 刻 都 与 各 保持 一 致 

在 此 基础 上 经 一 番 计算 ( 详 见 选读 8-9-2) 便 可 求 得 Kinnerslay 度 规 ga 在 {u, 7 

0 9} 系 的 全 体 非 零 分 量 : 


gm =—1—2a(u) rcosO +r’(f?* + 8g’ sin’0)+2m(u) r-!, gu = 8 =—1, 


过 2 _ NR / ee, ee A 
i up oo = Bn0, BO =. "Bop TY Sin“O ， 


(8-9-39a) 
式 中 
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f =a(u)sin0 +b(u)sing—c(u)cos D ， 8 三 [p(uU)cos + c(u)sin jcotO ， 
(8-9-39b) 
其 中 的 
a(u) =|1A° (nu)1= [7 A (WA OP ® (8-9-39c) 
年 CO 的 4 加 速 的 大 小 ，b 和 ce 描写 如 的 方向 随时 间 ( 指 的 变化 率 ， 详 见 选 读 
8-9-2. 硅 L(wD 有 一 段 为 类 时 双 曲 线 ( 见 第 6 章 习题 13), 则 该 段 内 a = 常数 ,b=c=0. 
计算 还 给 出 Kinnersley 度 规 的 里 奇 张 量 Re 和 标量 曲率 RR， 分 别 为 
R=-2r (m+3macosO)kk,, R=0, (8-9-40) 
故 其 相应 的 Tu 为 
了， 一 一 


a 


与 式 (8-9-12') 类 似 , 上 式 对 应 的 物质 场 也 是 纯 辐射 场 而 不 是 电磁 场 , 它 由 非 光子 的 
雯 质 量 粒子 组 成 ， 但 为 方便 起 见 也 称 之 为 “光子 ”. 

如 前 说 述 , 当 wW) 是 n 测 地 线 及 区 0 时 Kinnersley 度 规 归结 为 Vaidya 度 规 . 借 
助 于 ZW 还 可 对 Vaidya 度 规 的 物理 意义 做 更 形象 的 解释 . 解释 时 要 注意 一 点 . RR 人 
上 有 度 规 场 m, 和 gs (Vai) ， 前 面谈 及 测 地 线 、4 加 速 、…… 时 都 用 7 及 其 适 配 
导数 算 符 3. 判断 .不 妨 这 样 想 像 : 某 恒星 在 闵 氏 时 空中 以 L(2) 为 世界 线 作 测 地 运 
动 (惯性 运动 ) 由 于 不 断 发 射 粒子 ， 自 身 质 (能 ) 量 不 断 减 小 (六 <0). 恒星 的 4 动量 
以 及 周围 辐射 场 的 能 动 张 量 7, 共同 激发 引力 场 ， 使 时 空 变 得 弯曲 ， 时 空 几何 由 
gab(Vai) 描述 [但 不 能 问 及 “世界 线 用 g,, (Vai) 判断 是 否 测 地 线 ” 一 类 的 问题 ， 因 
为 gp(Vai) 在 线 上 无 定义 (r=0).]， 由 于 测 地 线 L(x)“ 不 偏 不 倚 ”( 各 向 同性 )， 
gabp(Vai) 有 球 对 称 性 , 但 区 0 使 它 失 去 稳 态 性 . 这 一 形象 的 物理 解释 还 可 推广 到 
Kinnersley 度 规 go, (Kin). 现在 CO 不 是 7 测 地 线 ， 其 辐射 不 再 各 向 同性 ， 因 而 不 
宜 再 看 作 恒 星 的 世界 线 ， 于 是 把 恒星 改 为 火箭 .这 一 火箭 以 非 各 向 同性 的 方式 不 
汤 向 外 发 射 “光子 ”( 一 定 程度 上 类 似 于 真实 火箭 不 断 喷 气 )， 因 此 文献 中 称 之 为 
光子 火箭 (photon rockeb， 火 箭 因 发 射 “ 光 子 ” 而 受到 的 反 冲 CecoiD 使 自身 的 能 量 
和 3 动量 不 断 变化 , 前 者 体现 为 扩 <0 ,后 者 使 3 动量 的 时 变 率 非 零 . 改 用 4 维 语 
言 ， 以 严 代表 火箭 的 4 动量, 则 P* =m4* ， 故 其 时 变 率 为 Pr = + mi* ， 其 
中 P* =0,P* ， 第 一 、 二 项 分 别 代表 能 量 、3 动量 的 时 变 率 ， 上 式 在 g 点 的 瞬时 
静止 惯性 系 {X“} 的 分 量 式 为 


(8-9-41) 


Pr* =mAr* +mAr*, (8-9-42) 
因为 对 g 点 有 


QD 请 注意 本 书 的 a(w) 从 定义 起 就 与 Kinnersley (1969) 及 Bonnor(1994) 差 一 负 号 . 
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ML = (0,0,0)， 4 入 =(0,0,0,a) ( 因 Z 轴 与 如 同 向 )， (8-9-43) 


所 以 火箭 能 量 的 增加 率 = 已 = mA = 疙 ， (8-9-44a) 
火箭 动量 的 i 分 量 的 增加 率 = 产 = m4’ = (0, 0, ma). (8-9-44b) 


现在 证 明 这 种 由 反 冲 导 致 的 火箭 能 、 动 量 增加 率 恰好 等 于 火箭 发 射 的 “光子 ”在 
单位 时 间 内 带 到 无 限 远 的 能 、 动 量 乘 以 -1. 为 此 应 计算 从 图 8-14 中 的 球面 5 流出 
去 的 能 、 动 量 . 设 {X^} 是 4 点 的 瞬时 静止 惯性 系 ， 则 {(e,)*}={(6/9X“)*} 是 了 
上 的 正 交 归 一 4 标 架 场 . $6.4 指出 T” (= - 瑟 )) 是 能 流 密度 的 7 分 量 , 故 7…(ej) 是 
能 流 密 度 矢量 ， 所 以 
单位 时 间 流出 8 面 的 能 量 = | 7"(ej)*mdS = Tnjds ， (8-9-45) 
其 中 = Nprw ,而 落 则 是 球面 5 的 外 向 单位 法 和 失 , 即 式 (8-9-33) 的 wt. 再 者 ，864 
还 指出 7T?(e,)*(e)》》 是 3 动量 流 密度 张 量 , 它 与 任 一 空间 单位 矢 缩 并 就 给 出 沿 该 向 
的 3 动量 流 密度 矢量 ， 所 以 
单位 时 间 流出 8 面 的 3 动量 = | 7?(e)*(ejymds = | 7?(@)*njds ， (8-9-46) 


单位 时 间 流出 5 面 的 3 动量 的 i 分 量 =| Tinjd5 ， (8-9-47) 
式 (8-9-45) 和 (8-9-47) 可 综合 表 为 

单位 时 间 流 出 8 面 的 4 动量 的 4 分 量 =| Tmd5. (8-9-48) 
由 4 的 瞬时 静止 惯性 系 {X“} 以 及 坐标 9, 9 的 定义 可 知 对 8 面 上 任 一 点 有 (参见 图 
8-14 和 8-12) 


A”=(,0,0,0) 及 nn” =(0, sinGcosp, sinOsing, cos0), (8-9-49) 
代入 k” = 4+n” 得 


k” =(], Sin0cosw，SinOsinDp，cosO) ， (8-9-50) 
所 以 kin =1 ， 与 式 (8-9-41) 结 合 便 得 
Tn,=-—7(m+3macos0) kk n, = | (m+3macosO)k’, (8-9-51) 
4nr 47r7 
于 是 
单位 时 间 流 出 S 面 的 能 量 = 二 | (m +3macos 0) kdS 
TI 。， 9 
2T nT 
= -一 5| dp| ( 产 +3711dcosO) 7 sing d0 =—m, 
47[1。，0 0 


(8-9-52a) 
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单位 时 间 流 出 $ 面 的 3 动量 的 第 3 分 量 = 一 一 
1 


4nr” 


| (m+3macos0) Kad5 
NY 


27 nT 
| do | (m+3macosO) cosO rsin0 dO =—ma. (8-9-52b) 
0 0 


类 似 可 得 

单位 时 间 流 出 5 面 的 动量 的 第 1, 2 分 量 = 0. (8-9-52c) 
式 (8-9-52) 在 > 一 oo 时 照样 成 立 ， 与 式 (8-9-44) 比 较 便 证 明了 待 证 结论 ， 即 火箭 的 ， 
能 、 动 量 增加 率 恰好 等 于 它 发 射 的 “光子 ”在 单位 时 间 内 带 到 无 限 远 的 能 、 动 量 
乘 以 -1l. 

基于 以 上 物理 解释 , 不 妨 称 Kinnersley 解 为 “任意 加 速 质点 解 ”[Kramer et 
al. (1980)], 或 说 Kinnersley 度 规 代表 “任意 加 速 质点 的 引力 场 ”. 不 过 应 该 注意 : 
Q@ “加 速 质点 ” 是 指 火 箭 的 4 加 速 各 =428, 和 2 非 零 (az*0), 而 这 4 加速 是 以 ww 衡 
量 的 . 为 何不 用 8 衡量 ? 答案 是 : 火箭 世界 线 的 >= 0,8w 在 线 上 失去 意义 (奇异 )， 
根本 不 能 用 它 衡 量 火箭 世界 线 上 的 任何 量 . @ 这 “加 速 质点 的 引力 场 ”是 由 质点 ( 火 
箭 ) 及 其 所 发 出 的 “光子 ”共同 激发 的 ，gw 对 应 的 Tw 是 火箭 外 部 纯 辐射 场 的 能 动 
张 量 . 

以 上 关于 Kinnersley 度 规 的 讨论 还 存在 若干 微妙 问题 ， 效 列 出 以 下 三 个 ; 

(1) 在 计算 流出 球面 5 的 能 量 和 动量 时 ， 凡 涉及 度 规 之 处 都 是 默默 地 用 7 进 
行 的 ， 而 Kinnersley 时 空 的 度 规 应 是 Kinnersley 度 规 gw， 上 述 计 算 的 合法 性 自然 
应 该 受到 质疑 . Bonnor(1994) 对 此 曾 给 出 如 下 回答 (大 意 而 非 直译 ): gw 与 11456 的 差 
别 仅 在 于 含 mm 的 一 项 ， 添 加 此 项 将 对 式 (8-9-51) 中 的 n, 的 归 一 化 产生 影响 ,但 
这 对 积分 的 贡献 在 5 趋 于 无 限 大 时 趋 于 零 . 所 以 ， 忽 略 含 mr 的 项 看 来 不 会 影响 
计算 结果 . 

(2) 在 物理 学 家 所 知道 的 物质 场 中 ， 任 何 观 者 在 任何 时 刻 测 得 的 能 量 密度 7oo 
都 不 小 于 零 (这 称 为 弱 能 量 条 件 ， 详 见 附录 D)， 设 (pz, Z?) 为 任 一 瞬时 观 者 ， 则 由 
式 (8-9-45) 得 
1 


7 (KZ°) (m+3macosO). 
nr 


7，= 了 ,Z“Z”=-- 
00 b 4 


当 a=0 时 (Vaidya), 只 须 令 忒 <0 便 可 保证 70。>0. 但 az0 的 情况 却 不 如 此 简单 ， 
关键 是 cos9 可 正 可 负 . 不 过 ， 只 要 默认 m>0， 就 不 难看 出 To >0 等 价 于 
-mm/3m>acos9 . 因此 ， 为 使 Too 对 任何 2 值 都 非 负 ， 除 要 求 交 <0 外 还 应 要 求 
a< -mm/3m .可 以 认为 这 是 能 量 条 件 对 Kinnersley 度 规 的 两 个 参数 m 和 a 的 关系 
的 某 种 限制 . 

(3) Bonnor(1994) 指 出 ， 既 然 火箭 做 加 速 运动 ， 它 应 该 发 射 引力 波 ， 而 引力 波 
将 携带 能 、 动 量 至 无 限 远 .然而 前 已 证 明 ， 在 不 考虑 引力 波 的 前 提 下 ， 单 由 “ 光 
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子 “ 市 到 无 限 远 的 能 、 动 量 已 经 恰好 满足 平衡 要 求 ， 即 恰好 等 于 火箭 的 能 、 动 量 
增加 率 乘 以 -1， 这 暗示 引力 波 带 到 无 限 远 的 能 、 动 量 为 零 、 于 是 出 现 一 个 伴 雇 : 
Kinnersley 时 空 到 底 有 无 引力 辐射 ? 针对 这 一 问题 ，Damour et al.(1994) 及 Dain et 
al.(2002) 用 非常 不 同 的 手法 对 Kinnersley 时 空 的 引力 辐射 做 了 研究 ， 基 本 结论 是 ; 
点 状 加 速 火箭 及 其 周围 的 “光子 ”都 发 射 引力 辐射 ， 两 者 带 到 无 限 远 的 能 、 动 量 
互相 抵消 ， 总 体 说 来 Kinnersley 时 空 没 有 引力 辐射 (由 引力 波 带 到 无 限 远 的 能 、 动 
量 为 零 ). 
[选读 8-9-2] 

现在 给 出 式 (8-9-39) 的 详细 推导 过 程 . 由 式 (8-9-36) 可 知 8g, 和 ,在 {1,7,0,0)} 
系 的 全 部 分 量 中 只 有 uu 分 量 不 同 ， 具 体 说 ， 若 分 别 以 gj, 84，…, 8 和 
By" Bp 8op 代表 gap 和 711 在 {u,7,0,9} 系 的 分 量 ， 则 


0 一 | 0 0 0 
Bu = 8u +2mr » Bur™= Bu, 8 = Bw; Sup 一 Sup， 
0 0 0 0 0 0 (8-9-53) 
六 Srr， 8 = S10， Srp = Srp， Soo 三 So0， S00 三 Sbp， Sop 二 Sopp， 


因此 只 须 计 算 8m， Su "gp, . 

我 们 来 对 民 的 任 一 点 计算 "gil,, "gisl,，,…, "gools， 点 在 L 线 上 决定 一 
点 9， 正 文 已 和 借 g 定义 了 一 个 瞬时 静止 惯性 坐标 系 {X“}={T, X,Y,Z}， 把 
or =W*-E! 中 的 W4 改 记 作 X* 得 “=o4+E1 ,再 利用 式 (8-9-33) 便 得 两 系 的 从 
标 变 换 关 系 

X ”=o +EL =rk*(u,0,9)+é*(u), (8-9-54) 

其 中 代表 k* 在 {XA} 系 的 分 量 [ 凡 以 Jv. 或 0,1.… 为 指标 的 量 都 代表 某 张 量 
在 {X“} 系 (而 非 {4,7,0,9} 系 ) 的 分 量 .] 因为 {XX“} 是 惯性 坐标 系 ， 71 在 {X“} 系 
的 分 量 自然 等 于 iv ， 利 用 坐标 变换 式 (8-9-54) 便 可 写 出 7 在 {uu 7,0,9} 系 的 各 分 
量 的 表达 式 ， 首 先 


0 2 
Bu "fv Ou Ou a 


(rk +E4) (rk 二 er) 
对 rk k" 十 2777 yk’E" 十 11 Eve ， 
其 中 顶 上 加 点 代表 对 的 导数 (或 偏 导数 )， 例如 E09=dE0/du ， 忆 =Ok1/8u ， 因 为 
曲线 L(4) 的 参数 式 是 居 *(U)=EL(KU) ， 所 以 EL=dE41du 等 于 世人 的 切 拓 和 2 在 
{X“} 系 的 分 量 A， 注 意 到 ALhHY = -1 便 得 
gm =—1+27rmk A + rom kk . (8-9-55a) 
其 次 
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0，_， OX” OX” 

wv Ou or 

其 中 ksk” =0 可 由 Wk*k” =0 推 出 ， WwALk” = 一 1 则 来 自 Nk” = -1， 用 类 似 
方法 可 求 得 11 在 {4,7,0,9} 系 的 其 他 分 量 的 表达 式 ，: 


= rk +E) kK =rm kek + Alk’ =-1, (8-9-55b) 


gag =7 Wk kg + rm A k’g, (8-9-55c) 

二 ‘ni + rm atk ,, (8-9-55d) 

= er =0， (8-9-55e) 

Bo mk ge 二 个 等 号 来 自 ,k*k” =0)， (8-9-55f) 
a i =0( 同 上 理 )， (8-9-558) 

8og =r Mvk’ ok”, (8-9-55h) 

a (8-9-55i) 

/a (8-9-55j) 


欲求 以 上 各 式 的 最 终 形式 ， 必 须 计算 好 对 4，09 和 g 的 偏 导 数 ， 即 kK ， 巡 5 和 
为 求 kg 和 Kk4。 只 须 关 心 以 固定 的 g 点 为 顶点 的 未 来 光 锥 面 (4 = 常数) 上 的 
k* ， 这 时 式 (8-9-50) 成 立 ， 再 次 列 出 如 下 (并 赋予 新 式 号 ): 


k” = (1 sinOcosDp，sinOsinp，cosO) ， (8-9-56a) 

于 过 kg =(0， cosOcosg, cosOsing, —sinO), (8-9-56b) 

k = (0，-sSinOsinD，sinOcos, 0)， (8-9-S6c) 

因而 vk ok’ og=1, Mvk’ ok’ ,=0, Wk’ sok’, =sin0. (8-9-56d) 
此 外 ， ML ef 0,0,0) 还 寻 致 

NA kg =nA k=0. (8-9-56e) 


现在 剩 下 最 复杂 的 一 步 ， 即 计算 kK. 

设 p， 户 是 两 个 相 令 时空 点 ， 它 们 的 +，09，9 值 对 应 相等 ，u 值 依次 为 u 和 
U+du. 以 q，9 分 别 代 表 p,， PP 在 L(w) 线 上 对 应 的 点 ， 则 k"|, 从 9g 指向 p,， kl; 从 
4 指向 Pp. 记 k* 三 k 1, ，X” kl;， 则 


AH 
kA, = lim 4 二 和 (8-9-57) 
u 1 


其 中 KS 和 X 分 别 是 k* 和 xX 在 gq 点 的 瞬时 静止 惯性 坐标 系 {X“}={ 了 ,六 ,了 ,2Z} 的 
分 量 . Kk“ 已 表 为 式 (8-9-56a)， 关 键 是 如 何 求 X+*， 以 {了 *}={T, 义 ,了 ,2Z} 代表 了 点 
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的 瞬时 静止 惯性 坐标 系 [ 按 式 (8-9-38) 所 在 段 的 要 求 定义 , 只 须 改 g 为 9.], 则 x 在 
{X74)} 系 的 分 量 为 
7X” =( sinOcosg, sinOsing, cosO). (8-9-58) 
欲 从 放 求 得 XY”， 应 先 弄 清 {X“} 系 与 {X“} 系 的 关系 ， 根 据 要 求 ，{X“} 系 的 Z 
轴 应 与 421 同 向 ，{ 义 “} 系 的 Z 轴 应 与 4?|; 同 向 ， 请 注意 ，{ 呈 “} 与 {X“} 是 两 个 
不 同 惯性 参考 系 ;和 .多 内 的 惯性 坐标 系 ， 因 为 了 坐标 线 G, 与 7 坐标 线 G; [过 9 
切 于 L(W) 线 的 7 测 地 线 ] 一 般 不 平行 但 既然 都 是 惯性 坐标 系 ， 总 可 通过 适当 的 平 
移 和 洛 伦 益 变换 把 一 个 变 到 另 一 个 ， 这 一 变换 可 由 以 下 3 步 组 成 : 用 一 个 平移 
系 的 原点 ( 指 了 = 和 = 了 =Z=0 的 点 ) 从 g 移 至 G， 得 坐标 系 {X%} 人 @) 用 
~Z' 面 内 的 一 个 伪 转 动 把 { 和 /%} 系 变 为 {X4} 系 (其 中 个 轴 与 全 轴 平 行 )， 它 与 
dp ie ai ed si 这 
正 是 它 与 {X“} 系 的 关键 区 别 . @ 对 { 呈 “} 系 施行 一 个 空间 转动 尺 使 之 变 到 { 况 4} ， 
其 中 乙 轴 与 | 同 向 此 尺 又 可 看 作 两 个 转动 尺 和 展 ,的 相继 作用 (复合 映射 )， 其 


中 而 是 绕 况 轴 的 转动 ， 结 果 是 仿 轴 转 到 一 个 新 位 置 ( 记 作 六 ， 见 图 8-15)， 它 是 以 
7 为 轴 、 以 Z 为 母线 的 圆锥 与 六 ~ 亿 面 的 交 线 ， 设 为 此 要 转 的 角度 为 bdu; 尺 是 
绕 了 轴 的 转动 ， 结 果 是 之 轴 转 到 与 之 轴 重 合 ， 设 为 此 要 转 的 角度 为 cdu. ”这 三 步 
过 程 可 以 表 为 
{7T, X,Y,2}— > {7',X',Y', 2Z') 人 总 动 > (让 , 锋 , 了 2} 一 全 转 动 R_ > { 太 况 , 关 坊 ] ， 
(8-9-59) 
空间 转动 及 的 必要 性 来 自我 们 要 求 g,g 的 
极 轴 (Z 轴 ) 总 与 如 同 向 ， 若 hj 与 加 | 平 
行 (意味 着 1 的 方向 在 这 du 时 间 内 无 变 
化 )， 则 因 7~Z' 面 内 的 伪 转 动 保 持 买 ' ， 
7' ，Z' 轴 的 方向 , 故 伪 转动 后 无 须 再 做 空 
间 转 动 就 能 保证 2Z 轴 与 各 同 向 ， 因 此 
图 8-15 先 绕 关 轴 转 bdu, 再 绕 了 轴 转 cdu， c=0 反之， 只 要 和 1 与 各 | 不 平行 ， 
就 把 Z 轴 转 到 2 轴 


则 Z 轴 便 不 与 4?1; 同 向 ， 故 必须 转动 适当 
角度 bdu 和 cdu 以 达到 2 轴 与 4?l; 同 向 的 要 求 . 可 见 尺 和 的 确 反映 了 4 加 速 入 的 


JD 经 两 步 转动 后 的 站 轴 仍 未 必 与 夏 轴 重 合 ， 但 这 不 成 问题 ， 因 为 各 点 的 瞬时 静止 惯性 系 的 六 轴 的 选 法 本 来 
就 存在 灵活 性 ， 当 初 就 应 有 这 种 “ 先 见 之 明 ”， 即 按照 转 后 的 丑 轴 来 选 况 轴 . 
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方向 的 变化 率 . 

有 了 以 上 认识 就 可 从 的 表达 式 (8-9-58) 出 发 计算 Xx“， 从 而 代入 式 (8-9-57) 
以 求 得 kK* .既然 空间 坐标 系 {, 了 ,2} 与 {名 ,六 ,2} 以 空间 转动 尺 相 联系 ,就 可 把 Ya 
在 两 系 的 分 量 儿 及 祖 表 为 列 延 阵 并 写 出 如 下 等 式 : 


p 4 p4 
f° |=R|2 |， (8-9-60) 
公 
其 中 尺 = R2R1 是 由 转角 bdu 和 cdu 描述 的 3x3 短 阵 .， 由 图 8-15 及 附录 G 得 
cos(cdu) 0 sin(cdu) | 1 0 0 
R= RR = 0 1 0 0 cos(bdu) —sin(bdu) 


—sin(cdu) 0 cos(cdu)||0 sin(bdu) cos(bdu) 
cos(cdu) sin(bdu)sin(cdu) cos(bdu)sin(cdu) 
= 0 cos(bdu) —sin(bdu) 
—sin(cdu) sin(bdu)cos(cdu) cos(bdu)cos(cdu) 
由 于 dx 最终 要 趋 于 零 ， 可 取 cos (bdu) 兰 cos (cdu) 兰 1， sin (bdu) 3 bdu, sin(cdu) = 
cdu, 再 略 去 含 (du) 的 2 阶 小 项 ， 得 


] 0 cdu 
R=| 0 1] -bdu |. (8-9-61) 
—cdu bdu 1 
把 上 式 及 由 式 (8-9-58) 给 出 的 世代 入 式 (8-9-60) 得 
du ||sinOcosp 
?7 |= 1 -bdu || snOsin 
pa —cdu bdu 1 coOSO 


(8-9-62a) 
SinOcosOD+cdxcosO 


二 sinOsing— bducoso 
—cdusinOcosp+bdusinOsing+cosO 


由 于 空间 转动 不 影响 4 矢量 的 0 分 量 , 故 

2 =7 =1 [第 二 步 用 到 式 (8-9-58)]， (8-9-62b) 
与 式 (8-9-62a) 结 合 便 有 全 部 从 然而 式 (8-9-57) 所 要 的 是 XY*.， 由 式 (8-9-59) 可 知 
{XX4} 系 与 {X“} 系 以 一 个 平移 和 一 个 伪 转 动 相 联 系 ， 而 平移 不 会 改变 4 矢量 的 分 
量 ,， 故 只 须 考虑 伪 转 动 的 影响 ， 因 为 {X44} 系 相 对 于 {X*} 系 以 速率 v=adu 沿 Z 
轴 正 向 平 动 ,而 du 一 0 保证 y=(1-v ) 一] ， 故 由 /1 的 洛 伦 效 变 换 得 
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XY = +(ad)P, r=, Y= = +(adu)?. (8-9-63) 


把 式 (8-9-62) 的 人 “代入 上 式 给 出 

pa =1+(adu) (-cdxsinOcosp + bdusinOsing +cos0)1+aducoso, 

YX! =sinOcosg + cducoso, X =sinOsing — bducosg, (8-9-64) 

YX” = (~cdusin Ocos 9 +bdusinOsing+cosO)—adu. 
把 上 式 及 式 (8-9-56a) 代 入 (8-9-57) 便 得 (写成 行 算 阵 以 省 篇 幅 ) 

Kk” = (acos0, ccosO, —bcosO, —csinOcosp+bsinOsing+a). (8-9-65) 
最 后 ， 把 式 (8-9-56b,c) 及 上 式 代入 式 (8-9-55) 以 求 得 7 在 {u r,， 9} 系 的 全 部 分 
量 ， 再 代入 式 (8-9-53) 便 得 Kinnersley 度 规 8g, 在 {u,r, 0 9} 系 的 全 部 分 量 ， 结 果 
便 是 式 (8-9-39)， 它 们 与 Kinnersley(1969) 的 式 (13)、(14) 实 质 一 致 ， 某 些 正 负 号 
的 区 别 来 自 两 个 原因 : 由本 书号 差 与 该 文 不 同 ; @ 本 书 的 a 和 cc 分别 对 应 于 该 文 
的 一 a 和 一 Cc. 

[选读 8-9-2 完 ] 


$8.10 ”坐标 条 件 ， 广义 相对 论 的 规范 自由 性 
8.10.1 坐标 条 件 


真空 爱 因 斯 坦 方程 
Gap=0 (8-10-1) 
年 张 量 方程 .为 了 求解 ， 可 选择 适当 坐标 系 并 改写 为 分 量 方程 组 
G2)=0, Hpv=0,1, 2, 3， (8-10-2) 


其 中 G。w (9 的 x 表明 每 个 G,, 都 是 4 个 坐标 的 函数 ， 因 

G0) = RW) -TRO 0), 
而 R(x) 和 R(x) 可 由 g(x) 及 其 偏 导数 表 出 ， 故 式 (8-10-2) 可 看 作 关 于 未 知 函 数 
gwv(7*) 的 偏 微分 方程 组 . 又 因 g,, = gw , 故 g(x) 中 只 合 10 个 独立 待定 函数 . 另 


一 方面 ， 由 于 式 (8-10-2) 对 4 v 有 对 称 性 ， 它 也 只 含 10 个 代数 上 独立 的 偏 微分 方 
程 。 在 适当 的 边界 条 件 下 ， 由 10 个 独立 方程 决定 10 个 独立 函数 是 合理 的 .然而 事 
情 并 非 如 此 简单 . 曲率 张 量 Rj 满足 比 安 基 恒等式 Vi,Rojy =0 ， 由 它 可 得 


V.G% =0[ 式 (3-4-17)]， 写 成 分 量 后 相当 于 4 个 关于 函数 8 (xz 的 微分 恒等式 
G+ =0, (8-10-3) 
因此 独立 方程 只 有 10 一 4=6 个 ，10 个 待定 函数 g,,,(x) 只 须 满足 6 个 独立 微分 方 
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程 ,它们 岂非 太 自 由 了 吗 ? 事实 的 确 如 此 . 关键 在 于 式 (8-10-2) 是 张 量 方程 G， =0 
的 分 量 方程 组 , 竺 求 函数 组 gw (zx) 是 度 规 张 量 8 的 坐标 分 量 , 若 函 数组 8g,, (x) 是 
方程 组 (8-10-2) 的 解 ， 则 它 配 以 坐标 基 矢 所 得 的 张 量 g,, 满足 张 量 方程 G,, =0 , 所 
以 由 gw (50) 出 发 按 张 量 分 量变 换 律 求 得 的 新 函数 组 8 (xz) 也 是 方程 组 (8-10-2) 的 
解 . gj (作为 x 的 函数 ) 和 gw (作为 x 的 函数 ) 一 般 说 来 有 不 同 的 函数 形式 ， 因 此 
gw(2z 与 gw(z) 是 方程 组 (8-10-2) 的 两 组 不 同 解 . 可 见 ， 边 界 条 件 只 能 把 方程 组 
(8-10-2) 的 解 确定 到 “ 差 一 个 坐标 变换 ”的 程度 , 就 是 说 , 能 确定 唯一 的 时 空 几 何 ， 
但 不 能 确定 到 使 用 哪个 坐标 系 (这 是 很 合理 的 : 坐标 系 的 选择 本 来 就 有 任意 性 ， 如 
末 连 用 哪个 坐标 系 也 能 确定 , 那 倒是 奇怪 了 . ). 例如 , 施 瓦 西 解 (8-3-18) 由 以 下 10 
个 函数 guv (X) 构成 : 
go0(7)=—(1-2M/r),, g(r)=(0-2M/r)!l, g»(r)=r’, ga3(7)=r’ sin’0, 
801= 802 = 803 = 812 = 813 = 823 =0. 
(8-10-4) 
用 下 式 定 义 新 的 坐标 系 ( 各 向 同性 坐标 系 ) {1f', r', 9',，9'} : 
t=1, r=r (+M/2r)’, 0=0, p=9',， (8-10-5) 
则 式 (8-3-18) 成 为 . 
ds” =— [d—M/2r)/d + M/2r YP adr 
+(1+M/2r) [dr +r"(d0" +sin’0'do")], 
它 代 表 的 10 个 函数 gi,(x”) 与 式 (8-10-4) 不 同 ， 例 如 go0(7”)=-[-M/2r)/ 
(1+M/2r)] 对 自 变 量 r' 的 依赖 关系 显然 有 别 于 goo(7) 对 自 变 量 > 的 依赖 关系 .但 
由 g(x") 求 得 的 Ri, 也 为 零 ， 可 见 式 (8-10-6) 和 (8-3-18) 都 是 真空 爱 因 斯 坦 方程 
Gv =0 满足 相同 边界 条 件 ( 球 对 称 ) 的 解 ， 代 表 相 同 几 何 ， 这 就 是 “边界 条 件 不 足 
以 决定 唯一 解 ， 但 可 确定 唯一 几何 ”的 一 个 例子 . 
由 于 坐标 变换 涉及 (由 老 坐 标 表 达 新 坐标 的 ) 4 个 任意 函数 ， 可 以 说 广义 协 变 
性 为 方程 组 (8-10-2) 提 供 了 4 个 “自由 度 ”. 如 果 要 去 掉 这 种 不 确定 性 ， 就 得 指定 
某 个 具体 坐标 系 , 即 对 函数 组 gjy(x) 指 定 4 个 附加 方程 , 这 4 个 方程 合 称 坐标 条 件 
(coordinate condition). 下 列 4 个 方程 就 是 坐标 条 件 的 一 个 例子 : 
8oo =—1, 8oi =0 (i=1, 2, 3), (8-10-7) 
满足 这 一 条 件 的 坐标 叫 高 斯 法 坐标 ( 详 见 选读 8-10-1). 坐标 条 件 的 另 一 例子 是 要 求 
坐标 六 满足 如 下 的 4 个 方程 : 
8 和 VVixz =0 (o=0,1,2,3). (8-10-8) 
计算 表明 [ 见 温 伯 格 (1972) 中 译本 P. 183~185] 上 列 方程 等 价 于 如 下 4 个 方程 : 


(8-10-6) 
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g”T’,,=0 (4=0,1,2,3). (8-10-87) 


式 (8-10-8) 或 (8-10-8") 称 为 谐 和 坐标 条 件 ， 因 为 满足 8“V。V,f =0 的 函数 f 称 为 谐 
稍 数 (harmonic function). 式 (8-10-8”) 更 清楚 地 表明 这 一 坐标 条 件 的 确 是 关于 函数 
组 gj,(x) 的 附加 方程 . 

坐标 条 件 显然 不 是 广义 协 变 方 程 ， 因 为 它 的 任务 正 是 挑选 特殊 坐标 系 以 消 
除 由 爱 因 斯 坦 方程 的 广义 协 变性 导致 的 g,, (x) 的 不 确定 性 ， 坐标 条 件 还 应 满足 
如 下 要 求 :从 任 一 组 函数 g,,(x) 出 发 ， 总 可 通过 坐标 变换 使 所 得 的 g',(x') 满足 
坐标 条 件 . 

[选读 8-10-H] 

高 斯 法 坐标 系 是 借用 测 地 线 定义 的 坐标 系 ， 设 区 是 时 空 (M, 8g，) 中 的 任 一 类 
空 超 曲 面 ，n” 是 马上 的 单位 法 矢 场 ，{x} 是 马上 某 一 开 域 UC 的 任 一 3 维 坐 标 
系 . U 中 任 一 点 及 其 单位 法 和 失 n*1, (法 于 
也 ) 决 定 唯一 的 测 地 线 XI) [约定 1(p)=0]， 
它 同 少 正 交 . 虽然 U 中 各 点 发 出 的 这 些 测 
地 线 有 可 能 相交 ( 见 图 8-16) 或 出 现 其 他 不 理 
想 情 况 , 但 可 证 明 ， 只 要 U 取得 合适 ， 则 
M 中 必 有 含 U 的 开 子 集 N, 对 其 中 任 一 点 
9 存在 唯一 的 peU 使 g 位 于 从 p 发 出 的 测 
地 线 y(D 上 .定义 z 1 =x 1, 并 把 Y(D) 在 4 
的 参数 值 i(q) 选 作 9 的 第 零 坐标 ， 则 坐标 

系 {t,x}( 以 NN 为 坐标 域 ) 称 为 高 斯 法 坐标 
人 I 系 (Gaussian normal coordinate system). 下 
和 二 面 证 明 高 斯 法 坐标 满足 式 (8-10-7). 注意 到 

测 地 线 7(0) 是 1 坐标 线 ， 其 切 矢 (8/81)?" 是 第 零 坐标 基 和 失 ， 便 有 

g00 = ga, (0/0t)° (0/01). 
又 因 (2/00 = 下 , 故 goo1,= (non )1l,= 一 1. 因为 切 拓 (3/80? 沿 测 地 线 y(D 平 移 ， 
而 平移 保 内 积 ， 所 以 

go0 ly=[(0/0t), 0/0)°], =[(2/380)。(8/80)"]， =-1 vgeN. (8-10-9) 
以 如 代表 1 为 常数 的 超 曲 面 ， 则 x 坐标 线 由 于 上 为 常数 而 躺 在 品 上 ， 故 3 个 空间 坐 
标 基 矢 (8/8x )* 处 处 切 于 忆 . 因为 go = gp (0/31)* (9/0x')*， 窝 证 80; =0(i=1,2,3) 
只 须 证 明 测 地 线 y(D) 与 任 一 1 正 交 ， 由 7 (0 的 构造 可 知 这 对 忆 = 也 无 疑 正确 ， 即 
8oilp=0, 因此 只 须 证 明 g0; =(8/8f)。(8/3z ) 洛 7 (0 为 常数 ,而 下 式 表 明 的 确 如 此 : 
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(3/8f) V,[(0/07), (0/0x')]=(0/0t), (0/01) v, (0/0x')’ 
= (60/01), (0/0x ) Vv, (0/0t)° 


2 (0/0x )V, [C0/0t), (0/0)"] 
1 jb 
一 了 ) Vp8o0 = 0， 


其 中 第 一 步 用 到 测 地 线 方程 ， 第 二 步 用 到 坐标 基 夭 的 对 易 性 ， 第 三 步 用 到 菜 布 尼 
蒋 律 ， 最 末 一 步 用 到 式 (8-10-9). 
[选读 8-10-1 完 ] 
下 面 讨论 有 源 爱 因 斯 坦 方 程 ， 以 尘埃 为 例 ， 设 其 4 速 场 和 固有 密度 场 分 别 为 
VU” 和 p， 则 其 能 动 张 量 T = pUiUs = p gweU “gssU”， 故 爱 因 斯 坦 方程 为 


G =8np es.U gaU!, (8-10-10) 
其 在 任 一 坐标 系 的 分 量 方程 则 为 
Gy,=8npgyU gyU?, ph,v=0,1,2,3. (8-10-11) 


如 前 所 述 ( 见 $7.7)， 应 把 gj,, U0“,，p 作为 10+4+1=15 个 未 知 函数 求解 . 式 
(8-10-11) 含 有 10 个 独立 方程 ( 比 安 基 恒 等 式 现在 由 于 “ 孤 掌 难 鸣 ”而 不 再 使 独立 
方程 数 减 少 ， 详 见 选读 8-10-2.)， 加 上 一 个 4 速 类 时 归 一 条 件 g,,UVU*U” =-1 和 4 
个 坐标 条 件 ， 共 有 10+ 1+4= 15 个 独立 方程 ， 正 好 用 以 确定 上 述 15 个 待 求 函 
数 [ 见 Synge(1960) P. 187~188].，9.3.1 小 节 将 为 本 讨论 提供 一 个 具体 例子 . 
[选读 8-10-2] 

似乎 可 提出 另 一 看 法 : 能 动 张 量 满足 V“T， =0 ， 对 尘埃 就 是 Ya(OU_ LI )=0， 
与 比 安 基 恒等式 V“Gw =0 结合 便 可 由 式 (8-10-10) 得 V“(G。 -8rpU。 LU ) =0 ,其 分 
量 方程 为 

G”,,, -8r (pU*U,)., =0 v=0, 1, 2, 3. (8-10-12) 

这 4 个 慢车 式 使 (8- 10-11) 的 10 ee 加 上 4 个 坐标 条 件 便 是 
10 个 独立 方程 ， 只 要 把 p 和 U? 看 作 已 知 量 ,， 则 10 个 待 求 函 数 8 ww (0 恰 可 由 这 
10 个 方程 决定 . 这 种 看 法 的 关键 问题 是 “把 p 和 U" 看 作 已 知 量 ”是 意义 含糊 的 . 作 
为 尘埃 的 4 速 场 ，U 不 能 是 任 一 矢量 场 , 它 首先 要 类 时 且 归 一 , 而 在 没有 度 规 时 
类 时 和 归 一 都 无 意义 ; 其 次 ， 指 定 U” 和 p 时 应 满足 Vs(pU”U,，)=0， 这 有 既 涉 及 
Us(= gpeU“) 又 涉及 V,( 应 满足 Vgpc =0)， 而 这 两 者 在 没有 度 规 时 都 无 意义 ， 可 
见 ， 所 谓 “ 事 先 给 定 尘 埃 的 pp 和 1U" ”是 说 不 清楚 的 . 说 得 清楚 的 做 法 是 把 p 和 U? 
与 8 一 同 看 作 待 求 量 联 立 求解 . 既然 如 此 ， 事 先 就 没有 V?“(DpU_U )=0 ， 因 此 没 
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有 式 (8-10-12)， 由 于 “ 孤 掌 难 鸣 ”， 只 用 GA,, ,=0 不 足以 使 式 (8-10-11) 的 方程 数 
减少 . 如果 事先 坚持 p 和 U” 要 满足 V*(pUU,)=0, 固然 可 以 构造 出 用 以 “ 冲 掉 ” 
“4 个 方程 的 恒等式 (8-10-12), 然而 V*(pUU)=0 本 身 又 对 应 于 4 个 限制 待定 函数 
的 方程 ， 这 样 一 加 一 减 ， 最 终 独 立方 程 仍 是 15 个 . 

[选读 8-10-2 完 ] 


8.10.2 ”广义 相对 论 的 规范 自由 性 

以 上 讨论 也 可 改 用 几何 语言 陈述 , 即 不 谈 分 量 方程 组 G,, =8nT,, 而 讨论 张 量 
方程 Gw = 8nT,s . 以 真空 场 方程 Ge = 0 为 例 、 可 以 证 明 如 下 命题 ( 见 稍 后 ): 设 
1 : M 一 M 是 微分 同 胚 ，Rw[8] 是 度 规 gw 的 里 奇 张 量 ， 则 

办 (Rio[8])= Re[ 人 办 8]. (8-10-13) 
由 此 匈 得 Co[8]=0 仿 Go[ 办 8]=0. 这 表明 gw 是 Go =0 的 解 当 且 仅 当 4g, 也 
是 . 可 见 边界 条 件 只 能 把 爱 因 斯 坦 方程 的 解 gw 确定 到 差 一 个 微分 同 胚 的 程度 . 这 
其 实 是 前 面 关 于 边界 条 件 只 能 把 gj, 确定 到 “ 差 一 个 坐标 变换 ”这 一 被 动 提 法 的 
等 价 主 动 提 法 (参阅 选读 4-1-1)， 在 被 动 提 法 中 ， 同 一 度 规 场 gw 在 不 同 坐 标 系 的 
分 量 8w 和 g;, 代表 相同 的 (局 域 ) 几 何 ; 在 主动 提 法 中 , 设 办 M -> M 是 微分 同 胚 ， 
则 Bab 和 Bab = 人.8ap 代表 相同 几何 . 为 避免 误解 ， 先 考虑 两 个 流 形 M 和 M . 硅 存 
在 微分 同 胚 映射 8: M 一 M ， 则 M 与 M 就 “ 像 得 不 能 再 像 ” 再 考虑 两 个 时 空 (更 
一 般 地 ， 两 个 广义 黎 曼 空间 ) (M,gw) 和 (MM,8。,) ， 如果 存 在 微分 同 胚 映射 
4: M 一 M 且 办 8 =&o5 ， 则 这 两 个 时 空 也 就 “ 像 得 不 能 再 像 ”， 即 它们 有 相同 几 
何 ， 用 (M, gw) 能 描述 的 现象 都 可 用 (M , 85) 做 等 价 描述 .例如 ， 设 NM 中产 点 有 
两 个 矢量 w* 和 w , 则 MM 中 Y(p) 点 也 有 两 个 相应 的 矢量 bu? 和 ws? ,而且 pu 与 
pv 的 内 积 各 sp gop) (bu) (Gv 等 于 uw 与 的 内 积 8os1, uw ， 因 为 
gap lp UV” = (6°8)ap ly UV = Bap lgep) (bt) G0). 

还 可 证 明 pur 与 $v 的 张 量 积 对 应 于 w 与 w 的 张 量 积 ， 即 (pu)(Gv?)= 
和 (uv) ,等 等 . 总 之 ,“ 点 有 什么 ，G(p) 点 就 有 什么 ; 在 p 能 做 什么 , 在 (p) 
也 能 做 什么 , 而 且 结 果 一 样 (在 4 下 对 应 ). ”不 妨 通俗 地 说 “如 能 把 (M, g,,) 中 的 
任 一 台 戏 搬 到 (M, 8,,) 去 唱 ”(“ 易 地 唱戏 ). 这 一 讨论 也 适用 于 履 = M 的 情况 . 设 
M 有 度 规 场 8w 及 微分 同 胚 人 M -> M ， 则 根据 (M, go) 与 (MM, bg8,s)“ 像 得 不 和 
再 像 ” 的 讨论 ， 可 知 (M,8w) 与 (M, 办 8w) 在 几何 上 等 价 ， 然而 应 该 注意 ， 这 时 
M 中 一 点 p 有 两 个 度 规 go 1, 和 妈 gis1,， 设 w* ，v 为 点 p 的 矢量 , 所 谓 (M, 8,,) 
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与 (M ,办 8w) 等 价 并 非 指 861, uv”= ($8)as1, uv (这 只 当 $ 为 等 度 规 映 射 时 成 
立 )， 而 是 指 gplpu*v? = (G8)wolyoo) (B&D) (Gv)》， 即 “把 p 点 的 整 台 戏 搬 到 Kp) 去 
唱 ”. 举 一 个 应 用 例子 ， 以 Re 和 Rs 分别 代表 gos 和 8 的 黎 曼 张 量 场 ， 假 定 
已 知 Rope 1, 而 欲求 天 .ys)， 如 果 懂得 “ 易 地 唱戏 ”， 只 须 用 bp 把 Rs 1 推 前 
到 G(p) .说 得 细致 些 就 是 ， 在 计算 Rap 1, 时 我 们 已 做 了 如 下 操作 : 先 求 出 与 gw 
适 配 的 V。， 再 由 (YoVe -VsVo) oo = Rope oz 求 得 Re |, .这 一 操作 好 比 “ 唱 了 
一 台 戏 ” 为 求 .sy(,), ， 本 来 也 要 做 类 似 操 作 : 先 求 出 与 &w 适 配 的 V。， 再 由 
(VV -ViVa) w= RR 0 求 得 Rj 1.,,. 但 事实 上 不 必 这 样 再 做 一 遍 ， 因 为 我 
们 相信 ， 只 要 用 把 在 p 点 对 gos (及 其 派生 量 ) 的 操作 结果 推 前 到 G(p) 点 ， 一 定 
等 于 在 J(p) 点 对 8 (及 其 派生 量 ) 的 操作 结果 ， 即 相信 
SR | Re ys (8-10-14) 
对 Re ，R ，G;s ，…… 等 一 切 由 gw 决定 的 量 (全 部 几何 量 ) 都 有 类 似 关 系 ， 可 见 
前 面 的 式 (8-10-13) 成 立 ， 如果 愿意 ， 读 者 也 可 用 直接 计算 验证 式 (8-10-14)， 提 示 : 
先 验证 与 8 适 配 的 Vv, 满足 
V(b.T)=p(V,T)” (其 中 7 为 任意 型 张 量 场 ). (8-10-15) 
总 之 ， 在 上 述 “ 易 地 唱戏 ”的 意义 上 可 以 说 M 上 度 规 场 8 与 8 ( 当 为 
微分 同 胚 时 ) 描 述 相同 几何 , 或 说 gw 与 办 gu 等 价 . 可 见 度 规 场 与 几何 之 间 并 非 一 
一 对 应 , 而 是 一 种 几何 对 应 于 度 规 场 的 一 个 等 价 类 {8,,}. 这 与 电磁 理论 中 4 势 4 
的 规范 变换 不 改变 电磁 场 Fp 类 似 ， 因 此 把 “ 8ab 变 为 .gap 不 改变 几何 ”的 这 一 
性 质 称 为 广义 相对 论 的 规范 自由 性 (gauge freedom)， 具 有 规范 自由 性 是 广义 相对 
论 的 一 个 重要 特点 , 可 以 说 这 一 物理 理论 天 生 就 有 规范 自由 性 (正如 用 4 势 表述 的 
电磁 理论 天 生 就 有 规范 自由 性 那样 ). 这 一 规范 自由 性 在 深入 学 习 广义 相对 论 时 有 
重要 意义 .例如 ， 见 下 册 第 14, 15 章 . “规范 变换 ”和 “规范 不 变性 ”等 概念 最 
早 来 自 电磁 理论 ， 后 来 逐渐 成 为 理论 物理 中 非常 重要 的 概念 ， 大 致 说 来 ， 不 改变 
实质 的 变换 都 可 称 为 规范 变换 (gauge transformation)， 相 应 的 不 变性 (自由 性 ) 则 称 
为 规范 不 变性 (自由 性 )， 为 便于 处 理 ， 讨 论 具 体 问 题 时 也 可 选 定 某 种 规范 ， 这 种 
做 法 称 为 “规范 园 定 (gauge fixing)”. 对 广义 相对 论 而 言 ， 选 定 坐 标 系 就 是 一 种 规 
范 固定 ， 可 见 坐 标 条 件 的 指定 无 非 是 一 种 规范 固定 .本 书 至 今 涉 及 的 规范 变换 除 
电磁 4 势 的 变换 外 主要 的 还 有 两 种 :@ 线 性 引力 论 中 的 规范 变换 [ 式 (7-8-14)],@) 广 
义 相对 论 中 的 规范 变换 (在 主动 语言 中 是 指 微分 同 胚 变换 他 M -> M ， 在 被 动 语言 
中 是 指 坐 标 变换 . )， 其 实 人 不 过 是 @ 的 一 种 无 限 小 形式 ， 理 由 如 下 .线性 引力 论 
中 的 规范 变换 是 指 
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Yap Vap = 二 Yap+0s6s +06$，( 其 中 如 是 “无 限 小 ”矢量 场 )， 

变换 前 后 的 度 规 g,, = 12 二 Yap 和 8 =712 十 六 的 差别 为 
Bab 一 8 三 0 十 0 和. (8-10-10) 

引进 矢量 场 人 和 实数 1 以 便 把 6* 表 为 &* =14? (其 中 ! 为 与 纪 同 阶 的 小 量 , 即 一 阶 
小 量 )， 则 由 李 导 数 公式 得 .多 7 = 6, 加 +0,4,， 而 

-01 =-2(8 一 Zoo) 兰 -家 8 (第 二 项 因 是 二 阶 小 而 被 略 去 )， 
故 Oh, + EL gap Ep 8 — gp)t. . (8-10-17) 
与 式 (8-10-16) 对 比 得 pgs -gop 8 一 8op， 故 8 兰 8*'gss， 可 见 变换 后 的 新 度 
规 8 与 原 度 规 gu 在 一 级 近似 下 只 差 到 一 个 微分 同 胚 . 

我 们 关心 的 当然 不 仅 是 时 空 几何 ， 而 且 还 有 物理 . 以 下 是 一 般 结论 : 设 物 理 
理论 由 流 形 M 及 其 上 若干 个 张 量 场 T7 描述 (例如 ， 对 电磁 真空 时 空 ，T® 至 少 包 
括 go 和 Fs.)， 则 (M,7T) 与 (M,7T) 描 述 相 同 物理 当 且 仅 当 存在 微分 同 胚 
用 : M 一 M 使 ro = 四 70. 


习 题 
“1. 试 证 命题 8-1-1. | 
2. 设 Y(7) 是 图 8-6 中 马上 从 pi 到 pp, 的 .9 和 gp 都 为 常数 的 曲线 (以 径 向 坐标 7 为 曲线 参数 )， 
试 证 y(n) 是 ( 非 仿 射 参数 化 的 ) 测 地 线 ， 提 示 : 用 式 (5-7-2). 
3. 设 如 是 稳 态 时 空 的 类 时 Killing 矢量 场 ，x = (8 weees)72 

(a) 试 证 t+ 在 6 的 积分 曲线 上 为 常数 ; 

(b) 试 证 称 态 观 者 的 4 加 速 4 =V“(n zY) ， 提 示 : 利用 Killing 方程 V%eo2 = 0 和 (a) 的 结果 . 

4. 试 证 : (a) 电磁 场 能 动 张 量 的 迹 为 零 ， 即 T= 8“T, = 0 ; (b) 电磁 真空 时 空 的 标量 曲率 
R=0. 
5. 试 证 式 (8-4-7) 和 (8-4-28). 

6. 设 五, 是 任意 时 空中 的 2 形式 场 ，*F, 是 已 的 对 偶 2 形式 场 ，w e[0，2r] 为 常 实数 ， 
则 所 ,= 五 ,cosQ 一 "FF ,sina 称 为 的、 角度 为 a 的 一 个 对 偶 转 动 (duality rotation). 

(a) 试 证 丈 为 无 源 电磁 场 当 且 仅 当 , 为 无 源 电磁 场 [证 明 很 易 。 若 用 麦 氏 方程 的 外 微分 表 
达 式 (7-2-7') 和 (7-2-8") 其 至 一 望 便 知 .]. 

(b) 试 证 电磁 场 F, 和 FF, 有 相同 能 动 张 量 . 提示 : 用 了 的 对 称 表示 式 (6-6-24) 可 简化 证 明 . 

(0) 仿 M=2F,F”, N=2F, F*, M'=2FF'L, N'=2F',"F'”*， 斌 证 

hM = M cos20 —N sin2a, N' = M sin2a + N cos2a. 

(dg) 令 世 =F +tiF,, 5, = +i"F, , 则 K= 邦 ,5% 和 K'= 久 ,5 为 复 标量 场 , 故 在 每 
一 时 空 点 的 和 K' 相当 于 复 平面 上 的 两 个 矢量 . 试用 (c) 的 结果 证 明 矢 量 K' 是 矢量 玉 首 时针 转 
2a 角 的 结果 ( 即 1K1=1K'l1，K' 与 的 辐 角 差 为 2a.). 

(e) 设 (E,B) 和 (E',B') 是 瞬时 观 者 分 别 测 己 和 FF, 所 得 的 电场 和 磁场 ， 试 证 


FEF'=Ecosa+Bsina, B'=—Esinag + Bcosa. 
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注 : 对 偶 转动 的 进一步 物理 意义 见 本 书 下 册 及 Jackson(1975). 

7. nn 维 时 空 称 为 爱 因 斯 坦 时 空 ， 若 R = R8gw/2 ， 其 中 gw。 ，R 和 R 分 别 为 度 规 、 里 奇 
张 量 和 标量 曲率 试 证 电磁 真空 时 空 (其 中 电磁 场 非 零 ) 不 是 爱 因 斯 坦 时 空 ， 注 : 由 第 3 章 习 题 
17 可 知 任意 2 维 时 空 必 为 爱 因 斯 坦 时 空 . 

8. 考虑 Taub 的 平面 对 称 真空 解 (8-6-1"). 

(a) 写 出 静态 观 者 的 4 速 用 坐标 基 矢 的 表达 式 ; 

(b) 设 两 静态 观 者 的 空间 坐标 分 别 为 (x, y, zD0 和 (x y, z2)， 求 他 们 间 的 空间 距离 . 

9. 试 证 式 (8-6-5) 的 已 有 平面 对 称 性 , 即 多 忆 , =0 (i=1，2，3), 其 中 &r = (8/0) ， 
2 =(8/0y) ， 三 一 y(0/0x)*+x(0/0y) 是 反映 度 规 (8-6-3) 平 面 对 称 性 的 Killing 场 . 

*10. 推出 有 源 麦 氏 方程 在 NP 形式 中 的 表达 式 . 答案 : 在 式 (8-8-3) 的 每 式 右 边 各 加 一 项 , 依 
次 为 4 9 —47J，, 9 —47] ? -4477 (i, 2, J, 4 是 J 在 类 光标 架 的 分 量 ). 
*]11. 试 证 式 (8-8-7) 和 (8-8-10). 
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第 8 章 前 3 节 已 对 静态 球 对 称 度 规 及 施 瓦 西 真空 解 做 过 讨论 ， 该 章 的 重点 在 
于 求解 .鉴于 施 瓦 西 解 的 非常 重要 性 ， 本 章 拟 对 与 之 关系 密切 的 若干 问题 做 进 一 
步 讨论 : 第 1 节 讨 论 施 瓦 西 时 空 的 类 时 和 类 光 测 地 线 ; 第 2 节 介 绍 爱 因 斯 坦 早年 
用 施 瓦 西 真 空 解 提出 的 对 广义 相对 论 的 三 大 实验 验证 ， 即 引力 红 移 、 水 星 近 日 点 
进 动 和 星光 在 太阳 引力 场 中 的 偏 折 ; 第 3 节 讨论 球 对 称 恒星 内 部 的 时 空 几何 、 物 
理 状态 以 及 球 对 称 恒星 的 演化 ; 第 4 节 详 细 分 析 施 瓦 西 时 空 的 延 拓 理论 . 


$9.1 施 瓦 西 时 空 的 测 地 线 


以 xD 表示 类 时 GO0) 测 地 线 ， 对 类 时 测 地 线 ，r 代表 固有 时 ; 对 类 光 测 地 线 ，* 
代表 某 一 选 定 仿 射 参 数 ， 和 欲求 Xo) 的 参数 表达 式 x(z)， 一 般 应 求解 如 下 微分 方程 
组 : 

dx jy ddxzc 
tI wi 0, X=0,1,2,3. (9-1-1) 


由 于 各 未 知 函 数 x(z) 及 其 导数 在 各 方程 中 互相 克 合 ， 求 解 一 般 并 不 简单 .但 若 时 
空 有 数量 足够 的 Killing 矢量 场 ， 就 可 利用 定理 4-3-3 巧妙 地 求 得 录 am， 施 瓦 西 时 
空 就 是 一 例 . 在 应 用 这 一 定理 前 ， 还 可 利用 施 瓦 西 时空 的 球 对 称 性 对 所 讨论 的 测 
地 线 的 坐标 表示 作 一 简化 . 

命题 9-1-1 设 (9 是 施 瓦 西 时 空 的 一 条 类 时 或 类 光 测 地 线 ， 则 总 可 这 样 选择 
施 瓦 西 坐 标 ， 使 Xe 的 0 值 永 为 w2， 换 名 话说， 使 xD 永 在 “赤道 面 ”内 . 


(a)8 是 测 地 线 yo 在 忆 点 的 4 速 的 投影 . (b) 轨道 球面 . 光 上 忆 点 及 矢量 愉 决 定 
" 是 矿 切 于 轨道 球面 的 分 量 唯一 测 地 线 (大圆 ) 


图 9-1 命题 9-1-1 证 明 用 图 
证 明 YYpsyxy(zr) ,过 p 的 轨道 球面 .9 ( 见 § 8.2 定义 1) 必 和 贡 在 过 疡 的 等 面 2 
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上 [图 9-1(a)]. 施 瓦 西 系 的 9，9 坐标 的 选择 存在 相当 任意 性 ， 如 能 这 样 选 0，%p， 
使 某 点 pey(7) 的 0 值 为 xW/2 且 p 的 4 速 U"=(90/07)* 的 0 分 量 为 零 ， 注 意 到 施 瓦 
西 线 元 式 (8-3-18) 在 变换 2F>T-O 下 的 不 变性 保证 南北 半球 关于 赤道 的 对 称 性 ， 
便 知 整 条 y(z) 线 有 0(p) = m2. 因此 只 须 证 明 对 6, 9 的 这 种 选 法 确实 可 以 做 到 . 因 
测 地 线 与 等 1 面 不 总 是 正 交 ( 否 则 成 为 静态 观 者 世界 线 , 就 不 是 测 地 线 ), 故 总 可 在 
YD 上 取 点 p， 其 U “在 区, 上 的 投影 p” 0. 过 p 的 轨道 球面 .cc5,. 若 b“ 有 
切 于 学 的 分 量 v”， 则 (p,v ) 决 定 .上 的 唯一 测 地 线 ， 即 大 圆 [ 见 图 9-1(b)]， 就 
以 此 大 圆 为 赤道 定义 .史上 的 坐标 6，9p; 若 B6“ 没 有 切 于 .的 分 量 v [ 即 ye) 是 径 
回 测 地 线 ]， 则 选 .史上 的 任 一 过 p 的 大 圆 为 赤道 . 用 $ 8.3 的 “携带 ”法 将 .上 
的 0，9 坐标 携带 出 去 所 得 的 施 瓦 西 坐标 系 {t，r，0，9%} 便 满足 刚才 的 要 求 ， 即 中 
bp)=m2; 凶 (8/8z 了 在 坐标 基 矢 (8/80) 的 分 量 d91dr1, 为 零 . 口 

关于 一 点 peY(7) 满足 帆 、 凶 保证 全 线 必 有 0(p) = mw2 的 结论 也 可 做 如 下 的 定 
量 证 明 : 由 施 瓦 西 线 元 的 7 表达 式 (8-3-20) 可 知 式 (9-1-1) 中 =2 的 方程 为 


d20 2 dr db 6 


和 SinOcosO 
dz r dr dr 


因为 测 地 线 ao) 事先 给 定 ， 选 定 坐标 系 后 其 tz)，r(z)，0(z)，9(7?) 就 都 是 确定 的 函 
数 . 为 证 明 全 线 有 bp) = WwW2， 只 须 注意 式 (9-1-2) 是 关于 bo 的 2 阶 常 微分 方程 ， 
而 bo) = r/2 是 满足 初始 条 件 gp) = rw/2 和 d9/1dr1,=0 的 唯一 解 . 


根据 命题 9-1-1， 总 可 选 施 瓦 西 坐标 使 所 论 测 地 线 yz) 的 参数 表达 式 为 
t=t(7), r=r(7), 0 =7/2, 9 = 9O(7). 


ee 1 (对 类 时 测 地 线 ) 
设 U = (0/07) 为 (的 切 和 天 ， 定义 K :二 -gapU"U, | 0 (对 类 光 测 地 线 ) 9 


< 
Bab Or) \ Or 20 dz 5 dz 822 dz 833 dz 
2 十 2 2 
二 当 父 人 革 罗 从 。 wn 
r dz r dz dz 
其 中 最 后 一 步 用 到 0 = w2. 注意 到 (8/80” 和 (0/09)* 是 Killing 矢量 场 , 可 先 利 用 定 
理 4-3-3 定义 测 地 线 y(?) 上 的 两 个 常量 


a b 
6 0 dt 2M | dt 
Eh 一 | | 一 | =ogmwp—=|1- 一 |， 9-1-4 
ea 台 20% dz | r | dz ) 


(9-1-2) 


且 
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a b 
| (0-1 
ou 总 加 3dr dz 0 
再 把 式 (9-1-4)、(9-1-5) 代 人 式 (9-1-3) 得 
-1 一 2 2 
x*=-(i-e +1 于 | 加 (9-1-6) 
r r dz r 


这 方程 只 含 未 知 函数 ro 及 其 1 阶 导数 ,原则 上 可 以 求解 .把 求 得 的 ro 代入 方程 
(9-1-4)、(9-1-5)， 原 则 上 便 可 解 出 未 知 函数 Ko 和 g(r)， 从 而 得 到 yn 的 参数 表达 
式 . 

下 面 讨论 两 个 常量 E 和 工 的 物理 意义 ， 设 9) 为 类 时 测 地 线 ， 则 它 代表 自由 
质点 的 世界 线 . 设 质 点 的 质量 为 m, 则 U。=(6/97)* 及 P“=mU ”分 别 是 它 的 4 速 
和 4 动量 . 设 p 为 yO?) 上 一 点 , G 为 过 p 点 的 静态 观 者 , G 在 p 的 4 速 为 Z“( 见 图 
9-2)，6” = (0/01)” 为 静态 Killing 矢量 场 ， 则 由 ZZ,= -1 可 知 

7a 二 Ye? | (9-1-7) 
其 中 x=(-6 鸡 )”. 由 式 (6-3-17) 可 知 -ZsP” 是 观 者 G 对 质点 做 当时 当地 观测 
(local measurement) 得 到 的 能 量 值 ， 过 去 记 作 已 ， 现 在 为 避免 混淆 改 记 作 Ex . 式 
(9-1-4) 定 义 的 五 可 改写 为 
E=-éU’ = =- 么 Z_ Pa =LE, (9-1-8) 
m m m 
可 见 E 关 Ey. 如 果 测 地 线 Xz) 伸 向 无 限 远 ， 则 因 > 一 oo 时 


EE sjm， 故 EE 可 解释 为 无 限 远 的 静态 观 者 对 该 质点 做 
当时 当地 测量 所 得 的 单位 质量 的 能 量 ， 既 然 五 在 XD 上 为 


MT) 


ht 常量 ，E 在 ya 上 就 不 是 常量 ， 即 在 自由 质点 运动 过 程 
中 守恒 的 是 而 不 是 Ew. 于 是 可 物理 地 把 解释 为 自由 


质点 每 单位 质量 所 具有 的 总 能 量 (包括 引力 势能 )， 反 之 ， 
， ”五 * 是 静态 观 者 G 做 当时 当地 测量 所 得 的 能 量 , 它 不 包括 
Coos “引力 势能 ,， 沿 测 地 线 并 非 守恒 量 ， 这 可 做 如 下 物理 解释 ; 
人 自由 质点 虽然 除 引 力 外 不 受 力 ， 但 在 运动 过 程 中 引力 对 
i eid 它 做 了 功 , 故 不 考虑 引力 势能 的 能 量 E ys 不 是 常量 .类似 
y(D 的 当时 当地 测量 。 地 , 若 9 是 类 光 测 地 线 , 则 可 解释 为 光子 的 总 能 量 乘 

以 反 1. 

[选读 9-1-H] 

对 于 不 伸 向 无 限 远 的 类 时 测 地 线 y(D)( 例 如 绕 日 转动 的 地 球 ),EE 当然 仍 是 常量 ， 
但 已 找 不 到 与 无 限 远 观 者 的 直接 联系 .虽然 有 些 文献 仍 称 之 为 无 限 远 观 者 测 得 的 
能 量 ， 但 本 书 作 者 更 倾向 于 如 下 看 法 : “ 某 观 者 测 得 的 某 量 ” 中 “ 测 得 ” 一 词 的 
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最 清晰 的 含义 是 当时 当地 测量 ,而 这 要 求 观 者 与 质点 (世界 线 ) 相 交 .， 当 质点 世界 
线 不 伸 到 无 限 远 时 ， 若 要 附加 “无 限 远 观 者 测 得 的 ”之 类 的 定语 ， 就 应 明确 约定 
一 个 间接 测量 方案 (例如 借助 于 发 到 无 限 远 的 光 )， 但 在 不 少 情况 下 难以 找到 一 种 
自然 的 间接 测量 方案 ， 不 伸 向 无 限 远 的 类 时 测 地 线 的 巨 也许 就 是 一 例 ， 我们 倾向 
于 把 妃 就 称 为 以 该 测 地 线 为 世界 线 的 质点 的 能 量 而 不 加 定语 [ 见 Wald(1984)]， 它 
有 能 量 的 量 岗 ,甚至 在 物理 上 可 以 被 解释 为 已 s 与 引力 势能 之 和 , 因此 对 能 量 一 词 
当之无愧 .但 它 不 是 哪个 观 者 测 得 的 能 量 ，“ 无 限 远 观 者 测 得 的 ”之 类 的 定语 是 
否 有 蛇 足 之 嫌 ? 
[选读 9-1-1 完 ] 
再 讨论 常量 工 的 物理 意义 . 设 p 为 类 时 测 地 线 xz 上 任 一 点 ，Z “是 p 点 的 静 
态 观 者 的 4 速 , 把 p 点 的 坐标 基 矢 归 一 化 便 得 p 点 切 空间 V 的 一 个 正 交 归 一 4 标 
染 : 


(eo)" =(1-2M/r) (0/0 =2°,  (e)*=(1-2M/r) (0/0r), 
(e,)” = (0/00)", (ea)” =r (0/09)"， 
其 对 偶 标 架 为 
(e ) =(-2M1m (ds, (el),=(-2M/r) (dr),, 


(e)。=r(dg).， . (e),=r(d9),. 

以 W 代 表 友 中 与 2 正 交 的 3 维 子 空间 ， 则 以 上 两 式 中 的 {(e1)*, (e2)*, (e3)”] 

和 {(e )a, (e”)a, (e )a} 分 别 是 W 的 正 交 归 一 3 标 架 及 其 对 偶 标 架 ， 以 下 的 3 维 语言 

都 相对 于 静态 参考 系 而 言 . 设 U0“ 为 自由 质点 yD) 在 p 点 的 4 速 ，u  e W, 是 其 3 

速 ， 则 其 3 动量 为 p” =ymu” ,其 中 m 为 质点 的 质量 ，y =- U"Z, . 仿照 欧 氏 空间 

中 质点 角 动 量 j 的 定义 :=FxP ， 把 yo 代表 的 自由 质点 的 角 动 量 定义 为 

六 :=e%pcymriu', 其 路 =r(e1 六 .我 们 来 证 明 由 式 (9-1-5) 定 义 的 1L1 就 是 yo 代表 的 

单位 质量 自由 质点 的 角 动量 的 大 小 . 注意 到 浪 沿 径 向 , 可 知 t 的 径 向 分 量 对 产 无 
贡献 ， 因 此 

ja =yme,p. ru (es ) =yme,1s ru (e”), 二 一 ymru’ (e” ),， 
1j1=1ymru’ 1= lymru’(e” ), 1= |ymriu’ (dg), 1= Imr“U’(dg), | 

=1mr’(0/907)° (dg), l=m lr*dg/drl=m IL 1, | (9-1-9) 

其 中 第 四 步 用 到 U” 的 分 解 式 U” =y(Z” +w) 及 2Z"(e ),。 =0 ， 最 后 一 步 用 到 式 

(9-1-5). 可 见 工 (的 绝对 值 ) 是 单位 质量 自由 质点 相对 于 静态 参考 系 的 3 角 动量 的 大 

小 ， 简 称 单位 质量 的 角 动 量 . 类 似 地 ， 若 yo 是 类 光 测 地 线 ， 则 工 是 光子 的 角 动 
量 乘 以 所 . 
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39.2 广义 相对 论 的 经 典 实验 验证 


爱 因 斯 坦 创 立 广义 相对 论 的 原始 动机 基本 上 是 纯 理论 的 . 然而， 任何 物理 理 
论 问 世 后 都 要 面 对 实 验 验证 的 问题 . 爱 因 斯 坦 很 早 就 从 广义 相对 论 出 发 借助 于 施 
瓦 西 真空 解 做 了 三 个 有 可 能 与 实验 对 比 的 重要 预言 (后 人 称 为 三 大 经 典 验证 )， 最 
早 的 一 个 (1907 年 ) 是 光波 的 引力 红 移 ， 其 他 两 个 分 别 是 水 星 近日 点 的 进 动 和 星光 
在 太阳 引力 场 中 的 偏 折 .近日 点 进 动 的 计算 结果 与 早已 存在 的 观测 数据 吻合 ， 星 
光 偏 折 的 预言 很 快 也 取得 观测 的 支持 . 然而， 由 于 缺乏 精度 足够 的 实验 技术 测量 
极端 微弱 的 广义 相对 论 效应 (包括 引力 红 移 ) ,广义 相对 论 的 实验 研究 从 20 世纪 10 
年 代 末 期 起 的 45 年 中 进展 缓慢 ， 几乎 止步 不 前 .从 20 世纪 60 年 代 开始 ， 由 于 科 
技 的 进步 及 天 文 观测 的 新 发 现 ， 广 义 相 对 论 的 实验 验证 进入 全 盛 时 期 ， 既 有 对 星 
光 偶 折 和 引力 红 移 的 精度 更 高 的 验证 ， 又 有 一 系列 全 新 的 实验 .可 以 说 ， 广 义 相 
对 论 通过 了 迄今 的 所 有 实验 检验 , 虽然 精度 和 难度 更 高 的 许多 实验 还 有 待 进行 . 本 
节 只 讨论 爱 因 斯 坦 提出 的 三 个 经 典 实验 验证 .关于 相对 论 引 力 理论 的 实验 验证 的 
过 去 、 现 在 和 未 来 ， 可 参阅 Ni Wei tou ( 倪 维 斗 )2005). 

9.2.1 引力 红 移 

本 小 节 先 讨论 稳 态 时 空 的 引力 红 移 ， 再 把 施 瓦 西 时 空 作为 特例 得 出 红 移 具体 
表达 式 . 在 几何 光学 近似 下 可 认为 光 信号 沿 类 光 测 地 线 传 播 ( 见 §$7.2 未 )， 且 4 波 
矢 为 K“ 的 光子 相对 于 4 速 为 Z“ 的 观 者 的 角 频 率 为 [ 见 式 (7-2-11)] @w = -KZ?. 

C 设 G 和 G' 是 任意 稳 态 时 空中 任意 稳 态 参考 系 的 
两 个 观 者 ，G 在 p 时 发 出 的 光子 在 p' 时 到 达 G' ( 见 图 
9-3). 以 Z“ 代 表 观 者 的 4 速 ，K“ 代 表 光 子 的 4 波 矢 ， 
则 光子 在 p 和 p' 时 相对 于 稳 态 观 者 的 角 频 率 分 别 为 

@=—(K,2°)|, , 0'=—(K2")1,. (9-2-1) 

稳 态 观 者 世界 线 重合 于 Killing 场 &* 的 积分 曲线 ， 故 
人 =XZ",X 可 由 2°2Zs =-1 求 得 为 +=(-E6)， 

于 是 式 (9-2-1) 成 为 w=[(-KsE)x I， 和 
w'=[(-Ksb") x ]l, .注意 到 光子 世界 线 为 测 地 线 ， 

图 9-3 稳 态 时 空 引力 红 移 的 其 切 天 为 用， 而 4 是 Killing 场 ， 由 定理 4-3-3 可 知 

推导 ，G 和 G' 是 稳 态 观 者 。 Ke* 在 线 上 为 常数 ， 即 (K。E*)1,= (KE")1, .于 是 由 
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式 (9-2-1) 得 ” 
a (9-2-2) 
® Xx 1 Xx 


其 中 4 和 4 分 别 是 与 吕 和 中 对 应 的 波长 , Y's=(-6 多 ) “1p. 下面 以 施 瓦 西 时 空 包 
静态 观 者 为 特例 给 出 定量 结果 . 设 {1, r, 9, 9} 为 施 瓦 西 
坐标 , 则 反映 静态 性 的 类 时 Killing 场 为 4 = (0/01)”, 故 


a b 
0 0 2M 
和 -5 四 =—g00 = 三 1 一 一 一 ， 


Ot r Y 
代入 式 (9-2-2) 得 
NAA4=01-2M/Ir) -2M/mT 2 (9-2-3) 

当 x">r( 即 光源 比 接收 者 靠近 恒星 ) 时 ， 有 4 >4 ， 可 见 村 
接收 者 接 到 的 光波 波长 比 发 射 时 要 长 ， 这 就 是 红 移 ， 可 “oy 全 和 
以 认为 两 个 稳 态 观 者 G 和 0G' 之 间 没 有 相对 运动 ,所 以 可 近 的 引力 红 移 
把 这 红 移 解释 为 纯粹 起 因 于 引力 场 (时 空 弯曲 )， 故 称 引 
力 红 移 (gravitational redshifb ，Y = (- 纯 乌 ) “因而 称 为 (引力 ) 红 移 因子 . 

红 移 的 程度 可 用 相对 红 移 量 (简称 红 移 )z=(4'- 和 /4 描写 计算 表 明 ， 从 太 
阳 表 面 发 出 的 光 到 达 地 球 时 (把 太阳 作为 引力 场 源 )， 相 对 红 移 量 约 只 有 2x10 5. 
为 了 加 大 红 移 ， 可 测量 从 白矮星 发 来 的 光 ， 白 矮星 是 一 种 密度 比 普通 恒星 高 得 多 
的 星体 ( 详 见 9.3.2 小 节 )， 由 于 密度 高 ， 其 周转 的 引力 场 比 太阳 周围 引力 场 强 得 
多 .白矮星 来 光 的 红 移 可 达 太阳 来 光 红 移 的 几 十 倍 ， 在 广义 相对 论 发 表 后 ， 人 们 
曾 几 次 测 过 白矮星 来 光 的 红 移 ， 但 结果 还 不 足以 确证 理论 的 预言 .第 一 次 成 功 的 
高 精度 引力 红 移 实验 是 Pound 和 Rebka 等 在 1960 年 利用 穆 斯 堡 尔 效应 完成 的 . 穆 
斯 堡 尔 在 1960 年 发 现 ， 某 些 原子 核 (如 ”Fe) 在 特定 条 件 下 可 以 发 出 谱 线 宽度 很 罕 
(很 尖锐 ) 的 y 射线 ,含有 这 种 原子 核 的 晶体 又 能 对 这 种 频率 的 y 射线 做 选择 性 其 高 
的 共振 吸收 .假定 这 种 y 射线 的 频率 不 论 由 于 什么 原因 而 有 微小 变化 ， 它 被 这 种 
晶体 吸收 的 程度 就 显著 降低 .这 就 为 测 出 由 地 球 引力 场 造成 的 极其 微弱 的 引力 红 
移 提供 了 强 有 力 的 手段 ， 把 两 块 这 样 的 晶体 分 置 于 地 球 表 面 的 不 同 高 度 处 ， 较 低 
的 一 块 (图 9-4 中 的 B) 作 为 发 射 体 ， 较 高 的 一 块 ( 见 图 中 的 A) 作 为 接收 体 ， 虽然 根 
据 两 者 高 度 差 (12.5m) 算 得 的 红 移 只 有 1.36X10“, 但 A 对 E 所 发 y 射线 的 吸收 率 
仍然 由 于 Y 射线 的 微弱 引力 红 移 而 有 所 下 降 ， 为 了 确认 这 一 下 降 并 测 出 下 降 的 数 
量 ， 可 令 A 以 某 一 常 速率 向 E 运动 ， 利 用 由 于 多 普 勒 效应 出 现 的 “ 蓝 移 ”( 波 长 


[一 一 人 


ere | E 


QD 稳 态 时 空中 的 两 点 p, p' 之 间 可 有 不 止 一 条 类 光 测 地 线 [ 见 Sachs and Wu(1977) 习 题 7.3.2]， 式 (9-2-2) 表 明 红 
移 只 取决 于 p,p' 点 而 与 类 光 测 地 线 无 关 . 
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减 小 ) 抵 消 引力 红 移 ， 当 速率 调 至 某 一 适当 值 时 ( 仅 为 3x107m/s)， 吸 收 率 达 到 最 
大 值 ， 由 此 便 可 测 得 引力 红 移 的 数值 ， 本 实验 的 精确 度 很 高 (相对 不 确定 度 约 为 
1%) ， 所 得 结果 同 理论 值 符合 得 很 好 ， 后 来 还 有 更 精确 的 实验 验证 [可 参阅 
Will(1993)]. 


9.2.2 水 星 近 日 点 进 动 


按照 牛顿 力学 ,行星 的 轨道 是 以 太阳 为 一 个 焦点 的 椭圆 ， 然 而 观测 结果 与 此 
略 有 歧 离 ， 以 最 靠近 太阳 的 水 星 为 例 ， 虽 然 它 在 每 一 周期 中 的 轨道 很 接近 椭圆 ， 
但 两 个 相 邻 周期 的 两 个 “椭圆 ”的 长 轴 并 不 重合 ， 表 现在 它 的 近日 点 (perihelion) 
的 微小 改变 上 .， 随 着 时 间 的 推 黎 ， 由 于 积累 效应 ，“ 椭 圆 ” 的 长 轴 ( 因 而 近日 点 ) 
绕 太阳 的 缓慢 转动 变 得 可 以 观测 .这 现象 叫 近日 点 的 进 动 (precession)， 在 广义 相 
对 论 问世 前 ， 早 已 测 得 水 星 近 日 点 的 进 动 率 约 为 每 世纪 5600” ("代表 弧 秒 )， 人 
们 对 此 曾 深 入 研究 并 找 出 许多 可 能 原因 (包括 其 他 行星 的 影响 )， 发 现 所 有 这 些 因 
素 造成 的 进 动 率 为 每 世纪 5557"， 还 有 每 世纪 43" 无 法 解释 ， 这 就 是 著名 的 “43 
秒 问题 ”. 爱 因 斯 坦 根据 广义 相对 论 认为 水 星 是 在 由 太阳 造成 的 弯曲 时 空中 的 自 
由 质点 ， 通 过 对 施 瓦 西 时 空 的 类 时 测 地 线 的 近似 计算 自然 导出 水 星 的 轨道 不 是 闭 
合 曲线 、 其 近日 点 的 进 动 率 恰 为 每 世纪 43" 的 结论 ， 这 一 结果 大 大 加 强 了 人 们 对 
广义 相对 论 的 信心 。 下 面 介绍 广义 相对 论 对 近日 点 进 动 的 推 证 . 

设 太阳 系 只 有 太阳 和 水 星 并 略 去 水 星 的 引力 场 ， 即 只 讨论 水 星 在 太阳 引力 场 
(外 引力 场 ) 作 用 下 的 运动 . 先 用 牛顿 引力 论 讨论 ， 令 太阳 和 水 星 的 质量 分 别 为 M 
和 m， 则 水 星 的 引力 势能 为 

U(r)= -Mm/r (本 书 用 几何 单位 制 ， 其 中 G=1.). (9-2-4) 
取 球 坐标 系 使 水 星 轨道 在 赤道 面 上 (0 = w2， 这 总 可 做 到 ， 见 8 9.1. )， 则 水 星 的 速 
度 亏 只 有 径 向 分 量 w= dr/dt 和 切 向 分 量 ww = rdp/dt ， 故 动能 为 m(u,?+w?)/2. 


由 机 械 能 守恒 律 有 


1 
Fm +u, )+U(r)=A4, (9-2-5) 

其 中 常数 4 为 总 机 械 能 ， 设 水 星 单位 质量 角 动 量 大 小 为 1 工 1， 则 
L=ru, = 六 dp1dt， (9-2-6) 


由 式 (9-2-4)、(9-2-5)、(9-2-6) 出 发 经 计算 得 

| dr ) ) 2Mr’ 2Ar4 
SR 
dp EF mr 

令 J1=r”， 则 jz0 ， 故 上 式 成 为 


(9-2-7) 
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下 “二 (9-2-8) 
mE PE EG 


| 。 
对 9 求 导 得 邮 | 和 +- 站 |-0， 因此 要 么 5 =0( 国 轨道 ) 要 人 么 


dp 
2 
2 i 三 , (9-2-9) 
上 式 的 解 为 
J(p)= 1 1+ecos (9— 90)], (9-2-10) 
其 中 e 和 Wo 为 积分 常数 ， 不 失 一 般 性 ， 取 wmw =0， 则 
Hp)= 全 (1+ecos D). (9-2-11) 
这 是 圆锥 截 线 方程 ，e 是 偏心 率 ， 把 式 (9-2-11) 及 其 导数 代 回 式 (9-2-8) 便 得 
e- =1+2AP /mM?. (9-2-12) 


当 0<e<1 时 为 椭圆 ，dw/dp =0( 圆 轨道 ) 已 作为 e=0 的 特例 含 于 其 中 . 
然而 广义 相对 论 却 给 出 略微 不 同 的 结果 . 令 x =1( 类 时 测 地 线 )， 将 式 (9-1-6) 
除 以 (do/dz)” ， 利 用 式 (9-1-5) 经 计算 得 


2 2:4 2 
图 -7 r=0. (9-2-13) 
9 r 


仍 设 /= 王 ， 则 上 式 化 为 


2 
dx 2 1 2 2M 3 
-一 | +A =—(E’ -D+ +2M. 9-2-14 
国 A a ) i AH ( ) 
d” M , 
对 gw 求 导 得 了 + +3M/ (9-2-15) 
9 


与 式 (9-2-9) 对 比 发 现 净 多 一 项 3M/ (广义 相对 论 修正 项 )， 因 而 难于 求解 . 幸好 水 
年 的 r+ 比 太阳 的 M 大 得 多 ， 即 M/r<1， 故 修正 项 3MAH2 =(3M/nn<n,， ?可 
设法 求 近似 解 . 牛顿 引力 论 中 的 解 式 (9-2-11) 可 看 作 零 级 近似 ， 为 明确 起 见 记 作 
ADO) ， 印 
M 
的 D) ， (9-2-16) 


把 这 和 零 级 近似 解 代入 式 (9-2-15) 右 边 第 二 项 后 所 得 方程 可 看 作 一 级 近似 解 (9) 应 


QD 做 数量 计算 时 最 好 改 回国 际 单位 制 , 即 补 上 物理 常数 G 和 c. 由 附录 A 可知 MM/7 实 为 (GM 1c?) /+ .太阳 
质量 M 对 应 的 GM/c 二 1.5km, 水 星 近 日 点 与 太阳 的 距离 则 约 为 Sx10 km , 故 (GM/c2)/r<<1. 
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满足 的 方程 ， 即 
d i M 2 M 3M 2 2 
a + 0 a 7 (+2ecosOD+e cos DOD). (9-2-17) 
不 难 验证 其 解 为 
3 
AM(OD)= Ai(OD)+ - 已 epsinp+e” b 一 zo0s ww] . (9-2-18) 


我 们 关心 的 是 近日 点 ， 对 yo(9) 而 言 ， 近 日 点 的 9 值 为 0,2rx … AMm(o) 的 表达 
式 虽 与 po(V) 有 诸多 不 同 ， 但 如 果 没 有 epsinp 项 ， 近 日 点 的 p 值 并 无 改变 ， 只 有 
eVsin yp 项 能 使 水 星 偏离 闭合 轨道 , 从 而 出 现 近 日 点 的 进 动 , 而 且 进 动 角 随 wp 值 的 
增加 而 增加 (有 积累 效应 )， 于 是 在 只 关心 近日 点 进 动 时 可 略 去 式 (9-2-18) 方 括号 中 
除 epsing 外 的 各 项 而 写 为 [其 中 po(O) 已 用 式 (9-2-16) 代 入 ] 


2 
CO teleosp+ 对 psing) | (9-2-19) 
因 M/L~y [ 见 式 (9-2-16)]， 故 M2 /~Mu=M/r<1. 令 
E=3M 1/ 矿 ， (9-2-20) 
则 cosep 六 1，sinep = ep ， 于 是 由 式 (9-2-19) 得 
] M 
一 一 一 空 兰 一 -|1+ecos (9 — e090)|. 9-2-21) 
和 A (9) 7z| (9 -ep)| ( 


这 表明 水 星 的 轨道 近似 为 椭圆 式 (9-2-21) 右 边 虽 仍 是 周期 函数 ,但 周期 已 不 像 式 
(9-2-16) 那 样 为 2r， 近日 点 是 > 最 小 的 点 ， 即 cos (p - sp) =1 的 点 .op = 0 当然 是 近 


日 点 ; 但 当 p = 2r 时 
coOS (OO 一 ED)=cos(2T 一 27E) 关 1 . 


设 乡 为 满足 cos( 作 -29) =1 而 又 最 接近 2r 的 值 ， 则 
AN 不 难 验证 ( 略 去 高 阶 小 量 2re? ) 


/ p21+2ne. (9-2-22) 
| 可 见 水 星 近日 点 在 每 周期 内 的 进 动 角 为 ( 见 图 9-5) 
Ap 兰 2re=6rM /万 . (9-2-23) 


图 ee 以 上 讨论 其 实 对 任何 行星 都 适用 .代入 具体 数据 
Bn 可 得 水 星 近 日 点 的 进 动 率 为 43"/ 世 纪 . 


9.2.3 星光 偏 折 


远方 恒星 射 到 地 面 的 光线 经 过 太阳 附近 时 要 受 太阳 引力 场 影响 而 弯曲 ， 这 是 
广义 相对 论 的 一 个 重要 预言 ， 本 小 节 介绍 这 一 预言 的 导出 . 在 4 维 语言 中 ， 光 子 
的 世界 线 是 类 光 测 地 线 . 令 式 (9-1-6) 的 x =0， 用 类 似 于 式 (9-2-13) 的 推导 方法 ， 
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不 难 推出 
的 要 ee E 2 =0. (9-2-24) 
仍 设 4=r™” ， 则 上 式 化 为 
区 + tM (0-2-25) 
对 9 求 导 得 
0 +A=3MAp (9-2-26) 
当 M= 0 时 ( 平 直 时 空 )， 方 程 (9-2-26) 的 通 解 为 
Ho)=7sin(p+o， (9-2-27) 


其 中 1 和 a 为 积分 常数 ， 设 gp = 0 时 光子 在 无 限 远 ， 即 x(0)= 1r(0)=0, 则 a=0， 
故 


AD) - sin 9. (9-2-28) 


这 是 2 维 欧 氏 空 间 中 用 极 坐 标 {r，9} 表 示 的 直线 方程 . 要 看 出 这 点 , 取 +=0 为 负 


卡 儿 坐 标 系 {x，y} 的 原点 ， 则 
X=rCOS9, (9-2-29) 


y=rsinp= 二 sinp =1= 常 数 ， (9-2-30) 
, A 


其 中 第 三 步 用 到 式 (9-2-28)， 可 见 光子 的 空间 轨迹 是 与 原点 距离 为 ! 的 直线 ( 见 图 
9-6)、 注意, 7 和 9 沿 该 直线 都 在 变化 (不 变 的 是 y)， 由 于 7 的 取 值 范围 为 (0,%)， 
式 (9-2-29) 表 明 x 的 取 值 范围 是 (-o0，o%). 要 讨论 星光 偏 折 当 然 不 能 取 M = 0. 但 因 
MI/r < 入 1， 求 一 级 近似 解 由 (po) 便 足够 ， 把 式 (9-2-28) 的 MO) 看 作 零 级 近似 解 ywo(9) 
代入 式 (9-2-26) 右 边 便 得 ui(p) 满 足 的 微分 方程 


r=0 x 


图 9-6“ 平 直 时 空中 光子 的 空间 轨迹 
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d” 3M . 
和 人 + (9) = sin’ D . (9-2-31) 
不 难 验 证 下 式 是 方程 (9-2-31) 的 解 
Mi(9) = ; Sin DO 十 分 (1 -cosO) . (9-2-32) 


由 上 式 知 ju(0) =0， 即 r0) =w% ， 说 明光 子 的 w 坐标 为 零 时 离 太 阳 无 限 远 (远方 恒 
尾 的 r 可 看 作 w%), 但 式 (9-2-32) 与 (9-2-28) 的 不 同 表明 光子 经 过 太阳 附近 又 离 太阳 
而 去 时 的 “去 向 ”不 同 : 由 式 (9-2-28) 知 J(7) =0 ， 表明 光子 远离 “太阳 ”( 这 “ 太 
阳 的 M=0) 而 去 时 9 坐标 为 x; 而 由 式 (9-2-32) 却 有 1(7) 0 ， 我 们 预期 它 沿 一 
个 与 并 略 有 差别 的 方向 rtb 远离 太阳 而 去 ( 见 图 9-7), 即 ya(x+ B)=0. 为 求 偏 折 角 
pb, 把 p=n+B 代 入 式 (9-2-32) 并 利用 ja(n+B)=0 得 

0= (x+p) - sin (+P)+ 和 lcos (r+ PY. 


p=(r+pB)/2 


光子 空间 轨迹 


水 丰 (来 自 恒星 ) 
p=0 


图 9-7 太阳 使 时 空 弯 曲 ， 昨 光 的 空间 轨迹 受 偏 折 ， 偏 折 角 明显 夸大 


很 小 导致 sin (r+D) 关 -8，cos(r+D)=-1， 代 入 上 式 便 得 

=4M1/1. (9-2-33) 
上 式 表 明 偏 折 角 p 随 1 的 减 小 而 增 大 .1 的 最 小 值 等 于 太阳 半径 ， 以 此 为 1 值 代入 
式 (9-2-33) [ 补 上 物理 常数 G 和 c 后 的 式 (9-2-33) 成 为 Bs 4GM /lc?] 求 得 8=1.75". 
这 就 是 广义 相对 论 对 星光 偏 折 角 的 定量 预言 . 为 了 用 观测 验证 这 一 预言 ， 可 设法 
操 摄 当 星光 被 太阳 偏 折 时 恒星 的 视 位 置 ， 并 与 半年 前 (或 后 ) 当 地 球 转 到 太阳 另 一 
侧 时 摄 得 的 恒星 真实 位 置 比较 .然而 观测 恒星 的 视 位 置 并 不 容易 ， 因 为 太阳 离 
地 球 比 所 要 观测 的 恒星 近 得 多 , 在 太阳 的 光芒 中 根本 无 法 看 见 星光 (“大 白天 看 星 
星 ”!)， 于 是 想到 利用 日 全 食 . 日 全 食 时 ， 阳 光 被 位 于 太阳 与 地 球 之 间 的 月 球 所 
遮挡 , 但 远方 星体 的 光 却 可 以 “ 线 过 ”太阳 到 达 地 球 .在 第 一 次 世界 大 战 后 不 久 ， 
就 有 两 支 考 察 队 从 英国 出 发 分 别 到 巴西 和 非洲 对 1919 年 3 月 29 日 的 日 全 食 进 行 
观测 ， 两 队 观 测 的 结果 分 别 是 理论 预期 值 的 1.13 土 0.07 倍 和 0.92 土 0.17 倍 . 这 被 
认为 是 对 理论 的 重要 支持 ， 它 们 在 多 数 欧美 报纸 的 公布 引起 了 对 战争 厌倦 的 公众 
的 注意 ， 并 使 爱 因 斯 坦 名 声 显 赫 ， 但 爱 因 斯 坦 对 此 反应 平静 .他 对 自己 的 理论 是 
如 此 相信 (基于 其 优雅 性 和 内 部 自 洽 性 )， 以 致 曾 说 过 “如 果 观 测 结果 竟 与 理论 背 
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离 ， 我 将 对 全 能 的 上 帝 感 到 遗憾 .” 一 类 的 话 ， 然 而， 后 来 对 巴西 考察 队 绪 采 的 独 
立 分 析 认 为 观测 值 只 是 理论 值 的 1.0 至 1.3 倍 , 不 如 原来 乐观 . 后 来 又 有 多 次 对 日 
全 食 的 观测 ， 但 仍 不 能 认为 是 对 广义 相对 论 的 完全 肯定 的 支持 .关键 在 于 用 牛顿 
引力 论 也 能 预言 星光 被 太阳 偏 折 ， 只 是 偏 折 角 约 为 广义 相对 论 预 言 值 之 半 ， 因 此 
还 很 难说 观测 结果 对 广义 相对 论 还 是 对 牛顿 引力 论 更 有 利 [ 详 见 Wi(1993)]. 


$ 9.3 ” 球 对 称 恒星 及 其 演化 
9.3.1 静态 球 对 称 恒星 内 部 解 


本 小 节 讨 论 静 态 球 对 称 星体 的 内 部 时 空 度 规 和 内 部 状态 . 星 内 物质 场 可 相当 
精确 地 看 作 理想 流体 ， 其 能 动 张 量 为 
Tp =(P+P)UaU, + pgap: (9-3-1) 
星体 为 静态 意味 着 星 内 每 一 随 动 观 者 都 可 看 作 静 态 观 者 ,其 4 速 UV 与 静态 Killing 
矢量 场 &* = (96/31 平行 仍 选 用 施 瓦 西 坐标 系 ， 则 线 元 仍 可 用 式 (8-3-2) 表 示 . 由 
UU,=-1 及 "6 = go =-e 得 


U"*=e (0/01)* 及 U,=-e’(dt),, (9-3-2) 
故 由 式 (9-3-1) 可 得 7 的 非 零 坐标 分 量 如 下 : 
Ti =T,, (0/01)° (0/01) = pe ， T=T,,(0/0r)" (0/0r)? = pe”, 
T,, =T,,(0/00)°(0/00) =pr’, Ts=T,(0/09)"(0/09) = pr’ sin’l ， 


爱 因 斯 坦 方 程 组 R, -Rg /2=8nT 可 改写 为 R*, -R656*,/2=8nT“, ， 注 意 到 
g“ 只 有 对 角 分 量 , 得 
7 0 = 8 To =-p， T=g T=p, T”,=g”T =p, 73 = 8 T3=p. (9-3-3) 
另 一 方面 ， 由 式 (8-3-5)~(8-3-8) 的 非 零 Rw 出 发 可 求 得 
R002 A ADB A TO LI(D -AIF , 
进而 求 得 非 零 的 R*, - R5 /2 如下: 
R= 3 Re 6 (Br 7) , 


R' — 3R6 =€e 32hA'r +r )-r, 
R’,— 5R62 =e 3[A”— A'B'+A?+(A'~B)r], 


R’, 一 3 R60" =e [A”—A'B'+A” +(A'-B)r], 
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与 式 (9-3-3) 一 同 代入 R*, - R64 /2 =8xT ， 便 知 它 只 含 如 下 3 个 独立 方程 ; 


-8rp =-e (2B'r lr )-r?, (9-3-4) 
8rp =e (2A' rl+r?)-r?, (9-3-5) 
8rp =e [A A'B'+A?+(A' -BY)r1]. (9-3-6) 
方程 (9-3-4) 可 改写 为 
8npr’ =2re BB' -e+1=1 ey , 
dr 
故 可 积分 得 
re 一 =r- 2m(r)+C, (9-3-7) 
其 中 C 为 积分 常数 ， 函 数 m(n) 定 义 为 
m(r) := 4n | p(X)x2dx . (9-3-8) 


奋 C#=0, 则 由 式 (9-3-7) 和 (9-3-8) 可 知 r 一 0 时 ew ,但 e236 =g11 ,在 星体 中 
心 (r=0)g”" =o 不 合理 ， 故 C = 0. 于 是 由 式 (9-3-7) 知 


-1 
gl1(7) =€230") = L 2 | 
| r 


设 星体 半径 为 R, 则 当 r> R 时 度 规 应 为 施 瓦 西 真空 解 [ 见 式 (8-3-18)]， 内 、 外 度 规 
在 星体 表面 (r= R) 应 该 连续 ， 把 r=R 代 入 式 (9-3-9) 得 


2m(R)T 
en (8 -1 | ， 
另 一 方面 ， 由 施 瓦 西 真空 解 得 
2M YY 
(= 人 (12 


(9-3-9) 


两 式 对 比 并 利用 式 (9-3-8) 得 
M =m(R)=4n | priar | (9-3-10) 


[选读 9-3-1] 

式 (9-3-10) 表 面 看 来 与 牛顿 力学 中 星体 质量 M 与 密度 p(7) 的 关系 一 样 . 然而 问 
题 并 非 如 此 简单 .由 于 静态 参考 系 在 时 刻 1 的 空间 情 有 非 欧 几何 hss( 类 似 于 8.3.2 
小 节 末 的 讨论 )， 其 3 维 固 有 体 元 ( 即 与 hip 相 适 配 的 体 元 ) 为 


2m(r) 1 
£6= idr^dgAdp=| -2 人 | r sinO dr 人 dOA 人 do ， 
r 


因此 计算 积分 时 不 能 像 在 3 维 欧 氏 空间 那样 用 六 singdr 入 dg 和 do 作 体 元 ， 而 式 
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(9-3-10) 中 的 M 却 正 是 以 六 singdr 和 dg 和 do 为 体 元 对 p(7) 求 积 分 的 结果 .从 数 
学 角度 看 ， 在 3 维 非 欧 空 间 ( 忆 , 有,) 中 以 r sin0dr 和 人 dO 和 人 dg 为 体 元 求 得 的 积分 
(9-3-10) 有 点 不 伦 不 类 ,然而 这 并 不 意味 着 式 (9-3-10) 中 的 M 是 个 不 伦 不 类 的 量 . 实 
际 上 ， 作 为 施 瓦 西 解 的 唯一 参数 ，M 的 物理 意义 非常 明确 : 它 是 施 瓦 西 时 空 的 总 
质量 (总 能 量 )， 包 括 引 力 势 能 ( 详 见 第 12 章 )， 然而，p() 是 星 内 静态 观 者 做 当时 当 
地 观测 所 得 的 能 量 密度 ， 包 含 星 内 每 一 粒子 (主要 是 核子 ) 的 静 能 密度 和 星体 的 内 
能 (热能 、 压 缩 能 ， 等 等 ) 密 度 ， 唯 独 不 含 引 力 势 能 、 这 同 $9.1 关于 和 忆 s 的 差别 
的 讨论 类 似 : 观 者 的 当时 当地 测量 结果 不 包含 引力 场 对 能 量 的 贡献 . 因此 包含 引 
力 势 能 的 MM 本 来 就 不 应 等 于 不 包含 引力 场 的 贡献 的 p(7) 的 积分 | P(r) 6 .请 特别 注 


By 


-1/2 
[pwWe=| oo | r*sin0 dr 入 dOAdo 
r 


-1/2 
= 4| ey L a 2 rd7 
0 r 


i! n 2 
z4n| p(lr) r‘dr=M . 
0 


P(r) 不 含 引 力 场 贡献 的 事实 与 另 一 事实 引力 场 能 的 非 定 域 性 一 一 有 密切 关 
系 ， 所 谓 引力 场 能 的 非 定 域 性 ， 简 单 说 就 是 引力 场 能 密度 没有 意义 : 不 存在 这 样 
一 个 量 ， 它 可 以 被 合理 地 解释 为 引力 场 的 能 量 密度 (注意 与 以 下 事实 对 比 : 电磁 场 
能 密度 意义 明确 并 有 具体 表达 式 .)， 详 见 第 12 章 . 然而 ， 引 力 场 能 非 定 域 性 的 结 
论 不 表明 引力 场 本 身 没 有 能 量 . 长期、 曲折 的 努力 的 一 个 重要 结果 是 : 对 渐 近 平 
直 时 空 ( 物 理 上 对 应 于 孤立 引力 体系 ) 可 以 定义 总 能 量 的 概念 ， 它 包含 连同 引力 场 
在 内 的 一 切 能 量 的 贡献 . 把 这 一 定义 用 于 参数 为 M 的 施 瓦 西 时 空 ， 发 现 M 正 是 
该 时 空 (作为 渐 近 平 直 时 空 ) 的 总 能 量 . 


把 式 (9-3-9) 代 入 方程 (9-3-5) 得 
dA _ m(r)+ 4npr’ 
dr rr [r—2m(r)] 
在 牛顿 近似 下 ， 中 静态 参考 系 的 3 维 空 间 可 近似 看 作 欧 氏 空 间 ， 有 1s gi 
= 上 1 一 2m(7) /7 , 故 m(7)<<r; 加 p< 之 pp 导致 pr << pr? ~m(r) ,因而 式 (9-3-11) 
近似 为 


(9-3-11) 


dA ~ 到 
dr rr? 


(9-3-12) 
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而 球 对 称 情况 下 的 牛顿 引力 势 $ 满足 
dg _ m7) 
dr r2 

可 见 4 是 牛顿 引力 势 在 静态 球 对 称 弯曲 时 空中 的 ( 某 种 意义 上 的 ) 对 应 量 . 式 (9-3-13) 

其 实 是 牛顿 引力 论 的 泊 松 方程 V“p=4np 在 球 对 称 情况 下 的 表现 . 球 对 称 时 


(9-3-13) 


VG=4np 成 为 
工 d| ,24 - 
r 中 "IO 
积分 得 2 4n | 的 人 xdx = m(r), 
dr 0 


此 即 式 (9-3-13). 
至 此 ， 竺 解 的 3 个 方程 中 只 剩 方程 (9-3-6) 尚 未 触及 .把 式 (9-3-9)、(9-3-11) 代 
和信 式 (9-3-6), 原则 上 便 可 求解 , 但 运算 颇 为 复杂 . 借用 如 下 事实 (证 明 见 选读 9-3-2) 
可 简化 运算 : 在 方程 (9-3-4)、(9-3-5) 已 满足 的 前 提 下 ， 方 程 (9-3-6) 等 价 于 
(0/0r) VT,, =0. (9-3-6’) 
由 式 (9-3-1) 得 
V Top= UV (p+p)+(p+P)(UVU, +U,V AU)+V,p. 
注意 到 (0/0r) 同 正 交 ， 可 知 式 (9-3-6') 等 价 于 
0=(0/0r) V°T,, =(p+p) (0/0ryU, VU, +(0/0r)V,p, (9-3-14) 
而 (0/0rY V,p =dp/dr, (9-3-15) 
(8/3r) U,VY°U, =—U,U"V, (0/0r) =es (dt),e (8/01) V, (0/0r) 
=(dt), T°"0(0/0x°)Y = 三) =dA/dr, 
其 中 第 三 步 用 到 式 (5-7-2)( 克 氏 符 的 等 价 定义 )， 第 五 步 用 到 式 (8-3-4)， 把 上 式 和 式 
(9-3-15) 代 入 式 (9-3-14) 便 得 


dp __ da 3. 
(P+ 门 下 (9-3-16) 
再 用 式 (9-3-11) 得 
dp __ m(n)+ 4npr 3 
dr Woe) r[r—2m(r)] we 


这 就 是 著名 的 OV 流体 静 力学 平衡 方程 (Oppenheimer-Volkoff equation), 其 牛顿 近 
似 为 
dp ~ _ pm(r) 
dr r2 | 


其 中 用 到 pp ,mm(r)<<r 及 pr << pr ~m(r). 上 式 是 牛顿 力学 中 熟知 的 流体 更 


(9-3-18) 
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力学 平衡 方程 ， 可 借助 图 9-8 简单 导出 ， 由 于 球 对 称 性 ， 薄 球 层 中 任 一 体 元 dV 所 
受 的 来 目 星球 的 引力 ( 自 引力 ) 指 向 球 心 。 另 一 方面 ，dV 又 受到 来 自 压强 梯度 
dp/dr <0 的 外 同 力 ， 当 它 与 自 引力 相等 [满足 式 (9-3-18)] 时 星球 处 于 流体 静 力学 平 
衡 . 


pt+dp<p 


图 9-8 ”压强 梯度 使 体 元 dV 受 力 与 自 引力 平衡 ， 由 此 可 推出 式 (9-3-18) 
综 上 所 述 ， 静 态 球 对 称 星体 内 部 的 时 空 度 规 为 


-1 
ds” = 一 oa 二 | -2 dr* +r*(d0’* +sin20 dg’), (9-3-19) 
r 


其 中 函数 m(n) 由 式 (9-3-8) 定 义 ， 函 数 A(r) 要 满足 方程 (9-3-11)， 流 体 静 力学 平衡 的 
充 要 条 件 是 式 (9-3-17). 

球 对 称 星体 的 内 部 状态 由 4()，m(D，P(D 和 p(n) 等 4 个 函数 决定 ， 它 们 必须 
满足 的 方程 只 有 (9-3-8)、(9-3-11) 和 (9-3-17) 三 个 . 要 确定 星体 内 部 状态 还 须 指定 第 
4 个 方程 ， 称 为 物 态 方程 ， 简 单 说 就 是 能 量 密度 p 和 压强 p 的 关系 f(p, p) =0 (其 
中 代表 某 个 函数 关系 )” 指定 物 态 方程 后 就 只 剩 3 个 待定 函数 A (7D,m (和 p(n)， 
它们 必须 满足 微分 方程 (9-3-11)、(9-3-17) 以 及 来 自 式 (9-3-8) 的 


0 (9-3-20) 
dr 


这 3 个 方程 都 是 1 阶 常 微分 方程 , 一 旦 知道 初始 条 件 4 (0), m (0) 和 p (0) 后 便 有 确 
定 解 .由 式 (9-3-8) 可 知 m (0)=0, 所 以 m (0) 不 用 (也 不 能 任意 ) 指 定 . 指定 4 (0) (后 
面 还 要 调整 ) 和 po 三 p(0) 后 ,对 上 述 3 个 微分 方程 人 r=0 起 积分 ,直至 p=0 为 止 [只 
要 物 态 方程 满足 如 下 合理 要 求 : 对 所 有 p 宇 0 有 p 宇 0， 则 OV 方程 (9-3-17) 自 动 保 
证 压强 p 由 里 向 外 单调 下 降 .],p = 0 处 就 是 星球 表面 ,相应 的 > 值 就 是 星球 半径 R， 
而 m(R) 就 是 星球 总 质 (能 ) 量 M (包括 引力 势能 0) 有 了 R 后 还 要 反 过 来 修改 A(0) 


QD 一 般 地 说 , 压强 p 不 但 是 密度 p 的 函数 , 而 且 依赖 于 星体 的 比 焙 ( 即 每 个 核子 的 平均 箭 ) 和 化 学 组 成 . 只 当 比 粹 
和 化 学 组 成 在 星体 内 部 处 处 相同 时 p 才 只 是 p 的 函数 , 物 态 方程 才 可 表 为 ,fp, p) = 0. 普通 恒星 (包括 太阳 ) 的 比 箭 并 
非 处 处 相同 . 然而 , 后 面 要 讨论 的 白矮星 和 中 子 星 内 可 认为 比 粹 处 处 为 零 , 正文 的 讨论 有 助 于 对 这 些 “ 非 普通 星体 ” 
的 研究 . 


* 326. 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


值 (加 一 常数 ) 以 保证 在 星球 表面 与 球 外 真空 解 的 联结 条 件 得 到 满足 ， 即 

e448) 1— 2M/R, (9-3-21) 
因此 ， 一 个 指定 的 Po 值 就 决定 一 组 函数 A(r)，m(n) 和 p(r)， 星 体 的 内 部 状态 和 度 
规 就 全 盘 定 局 .对 于 真实 的 物 态 方程 ， 式 (9-3-17) 等 难于 求 得 精确 解 ， 因 此 需要 数 
值 解法 . 然而 ， 对 理想 化 的 物 态 方程 却 可 解析 地 求 得 积分 ， 最 简单 也 最 有 用 的 一 
种 理想 化 是 如 下 的 物 态 方程 : p= 常数 . 这 是 很 特别 的 物 态 方程 一 一 能 量 密度 p 与 
压强 无 关 . 这 虽然 不 是 一 个 很 好 的 恒星 模型 ， 但 仍 不 失 为 压强 不 太 大 的 小 恒星 的 
一 级 近似 ， 这 时 式 (9-3-8) 成 为 

m(r) = 4np 113 . (9-3-22) 
上 式 对 广义 相对 论 及 牛顿 引力 论 都 成 立 ， 对 牛顿 引力 论 , 方程 (9-3-18) 在 p 为 第 数 


二 


时 简化 为 52 = 于 p?r ， 在 初 值 m 指 定 后 的 唯一 解 为 PCD)=- 了 xpzr2+ 四 ， 恒 


星 半径 尺 则 可 由 p(R) = 0 确定: 
0= p(R)= -rp2R2 + P0， 


丁 是 po 又 可 用 R 表 出 : 
po = np?R ， (9-3-23) 
故 PZ(m 亦 可 用 民 表 为 
p(r) = Fnp"(R’ ay (9-3-24) 


在 牛顿 引力 论 不 成 立时 ， 就 要 求解 OV 方程 (9-3-17)， 施 瓦 西 于 1916 年 求 得 
其 解 为 (因此 均匀 密度 星 内 度 规 叫 施 瓦 西 内 解 ) 
(1-2M/R)Y? -1-2Mr /RY 


, (9-3-25 
(1-2Mr /RS -3 (1-2M /RD ) 


p(r)=p 


相应 的 中 心 压强 为 
1-(1-2M /R)” 
3 (1-2M /RY?-1 
不 难 证 明 ( 习 题 )， 当 RR>M 时 式 (9-3-26) 近 似 回 到 牛顿 引力 论 的 式 (9-3-23). 
令 了 =(1-2M/R)”， 则 式 (9-3-26) 成 为 
p, =2 4-Y) 
37 -1 

由 dpw/dY <0 可 知 po 随 MI/R 增 大 而 增 大 . 这 是 容易 理解 的 , 因为 M 越 大 时 目 引 力 
越 强 ， 为 抗衡 自 引 力 所 需 的 压强 梯度 越 大 ,在 一 定时 中 心 压强 po 就 要 越 大 . 反 
之 , 车 MM 一 定 而 RR 变 小 ， 则 为 了 产生 所 需 压强 梯度 也 要 有 更 大 的 po. 当 MI/R 大 到 


po=p(0)=p (9-3-26) 


(9-3-27) 
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使 Y= 1/3 时 po 一 o ， 这 表明 无 论 中 心 压强 多 大 也 无 法 维持 平衡 ， 可 见 静态 均 色 
密度 星 的 M/R 有 一 上 限 , 由 了 = 1/3 知 此 上 限 为 
(M/R)max = 4/9. (9-3-28) 
当然 , 普通 恒星 的 MI/R 远 小 于 这 一 上 限 . 为 了 做 数值 估算 , 宜 对 M 补 上 常数 G/c ， 
即 用 GM/c: 代替 M， 以 太阳 为 例 ，GMo l/c? =1.5 km，Ro =7xl0"km ， 故 
GMolc x2x10* < 5 

由 式 (9-3-22) 得 M = 4roR /3 ， 与 式 (9-3-28) 联 立 消去 尺 后 得 

M = (9-3-29) 

9 V3np 

这 就 是 密度 为 p 的 均匀 密度 星 的 最 大 允许 质量 (请 注意 , 在 牛顿 引力 论 中 不 存在 最 
大 允许 质量 这 一 问题 )， 广 义 相 对 论 中 质量 上 限 的 存在 并 非 均 匀 密 度 星 的 特有 结 
论 . 可 以 证 明 , 只 要 假定 p=0 及 dp/dr<0, 则 任何 半径 为 R 的 球 对 称 静 态 星 的 
质量 都 不 能 超过 4R/9. 

顺便 一 提 ，$8.10 曾 强调 指出 , 在 求解 有 源 爱 因 斯 坦 方程 时 ,应 把 反映 物质 场 
的 函数 同 度 规 分 量 合 在 一 起 联 立 求解 . 该 节 曾 以 尘埃 作为 特例 , 指出 共有 15 个 得 
求 函 数 g(x?) ， p(X)，U*(x) 和 15 个 待 解 方程 如果 物 质 场 为 p 关 0 的 理想 流体 ， 
则 还 有 第 16 个 待 求 函数 p(x)， 为 此 需要 指定 物 态 方程 作为 第 16 个 方程 本 市 的 
讨论 为 该 节 的 讲法 提供 了 一 个 实例 . 

[选读 9-3-2] 

令 且 ,=87T, 一 Gy , 则 Hos 在 坐标 系 {1,r,0,9} 中 只 有 对 角 分 量 . 方程 (9-3-4)、 
(9-3-5) 成 立 等 价 于 Hoo = Hii=0. 下 面 证 明 在 方程 (9-3-4)、(9-3-5) 成 立 的 前 提 下 方 
程 (9-3-6) 同 方程 (9-3-6') 等 价 ， 注 意 到 VGs, =0 ， 有 

gn (0/0r)P VT,, = (0/0rPV°H,, =V°[(0/0ry Hs]— Hasv"(0/0r). (9-3-30) 
因为 (0/9r)?H,, = Hi = Hi(dr),。 =0， 上 式 右 边 第 一 项 为 零 . 令 06 为 坐标 系 {1, 7， 
0，9} 的 普通 导数 算 符 ， 则 上 式 成 为 


b c 
8n(O/Or) YT =—H",|0, + 大 =-H",T 
Or Or 


= 一 (HT + HT 1)=-2H’,/r, 
其 中 最 后 一 步 用 到 有 H?, = 态 3 及 T=7331=1r .可见 及 *,=0[ 即 式 (9-3-6)] 等 价 
于 (0/0r) VT,, =0. [选读 9-3-2 完 ] 
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9.3.2 恒星 演化 


本 小 节 介 绍 球 对 称 恒星 的 形成 和 演化 过 程 ， 当 密度 不 十 分 高 时 ， 引 力 场 不 十 

分 强 ， 牛 顿 引力 论 近 似 适用 ， 广 义 相 对 论 只 在 本 小 节 的 最 后 部 分 才 是 不 可 或 抽 

的 .恒星 的 前 身 是 一 团 密度 不 匀 的 气体 (主要 是 氮 )、 密 度 较 大 处 有 较 强 引 力 ， 吸 

引 来 更 多 气体 ,逐渐 形成 一 个 球 对 称 气 团 ， 气 团 中 任 一 薄 球 层 ( 见 图 9-8) 内 的 任 _- 

体 元 所 受 的 来 自 气 团 的 引力 ( 自 引力 ) 都 指向 球 心 ， 因 此 整个 气 团 在 自 引力 作用 下 

收缩 ， 这 是 引力 势能 转化 为 热能 的 过 程 ， 因 此 温度 不断 升 高 ， 根 据 经 典 理想 气 
体 的 压强 公式 

P=knT (Kk 为 玻 尔 兹 曼 常 数 ，n 为 数 密度 .)， (9-3-31) 

气 团 中 的 压强 p 随 7 了 不断 增 大 ,因此 任 一 薄 球 层 由 于 压强 梯度 dp/dr [ 见 式 (9-3-18) 

导致 的 外 向 力也 越 大 ， 看 来 当 温度 足够 高 时 有 可 能 遏止 收缩 ， 然 而 在 没有 能 源 的 

情况 下 这 是 不 可 能 的 : 由 于 气 团 温度 比 周围 高 ， 它 不 断 向 外 辐射 能 量 ， 如 果 收 缩 

停止 ， 温 度 (因而 压强 ) 就 要 下 降 ， 薄 球 层 内 外 的 压强 差 也 就 抗衡 不 了 自 引力 ， 从 

能 量 角度 看 它 也 必须 不 断 收缩 ， 以 使 引力 势能 (的 一 部 分 ) 不 断 转 化 为 辐射 出 去 的 

量 ， 经 过 一 段 时间 的 缓慢 收缩 ， 气 团 中 心 的 温度 和 密度 终于 高 到 足以 点 燃 热 核 

反应 的 程度 ， 中 心 附近 (一 个 称 为 星 核 的 中 心 球 ) 的 氨 经 热 核 聚 变 而 成 氨 ( 与 氢弹 爆 

炸 的 反应 相同 )， 同 时 释放 巨大 能 量 ， 使 由 于 辐射 而 损失 的 能 量 得 以 补充 (无 须 再 

依靠 引力 势能 转化 而 来 ), 气 团 就 不 再 收缩 而 达到 平衡 。 这 时 的 气 团 开始 成 为 一 颗 

恒星 ， 气 团 内 任 一 点 的 压强 梯度 值 dp/dr 满足 稳定 平衡 条 件 (9-3-18)， 太 阳 就 是 普 

通 恒星 的 一 例 . 它 已 在 这 种 靠 星 核 内 部 烧 氢 变 所 而 维持 的 稳定 状态 中 度 过 了 约 45 

亿 年 , 大 约 还 能 保持 这 种 状态 50 亿 年 .总 有 一 天 星 核 内 的 氨 全 部 变 为 氨 ， 只 有 周 

围 的 一 薄 层 氨 仍 在 燃烧 ， 星 体内 部 的 情况 可 由 图 9-9 粗略 表示 ， 当 星 核 的 温度 沿 

未 达到 点 燃 氨 的 核 聚 变 的 程度 时 ， 情 况 与 先前 的 星 

核 尚未 达到 点 燃 氢 的 情况 类 似 ， 氨 球 在 自 引力 作用 

下 再 次 收缩 ， 同 时 变 热 ， 这 使 周围 水 层 的 氨 燃 烧 加 

_，。 剧 ， 从 而 导致 星球 外 部 有 胀 和 冷 却 ， 变 成 一 颗 红 巨 

上 和 星 (red giant)，“ 红 ”是 由 于 表面 温度 降低 ，“ 巨 ” 

则 因 膨 胀 得 名 ， 氨 球 收缩 导致 的 高 温 高 密 可 能 达到 

图 9.9 星 核 内 部 气 。 ”点 燃 氮 的 聚变 反应 ( 烧 氨 变 碳 或 氧 ) 的 程度 ,所 释放 的 

烧 完 后 略 况 能 量 再 次 使 星 核 达 到 稳定 平衡 ， 这 种 靠 氨 燃 烧 维 持 

的 平衡 的 持续 期 远 短 于 氢 诡 烧 的 持续 期 ， 当 氨 烧 成 

碳 (或 氧 ) 时 星 核 再 度 收缩 ， 恒 星 的 晚年 命运 因 质 量 而 异 ， 对 于 质量 较 小 的 恒星 ( 包 

括 太 阳 )，, 星 核 的 收缩 不 能 提供 足够 温度 使 碳 发 生 核 聚 变 ， 靠 核能 维持 平衡 已 不 再 

可 能 ， 还 有 没有 什么 力量 足以 抗衡 自 引力 ? 经 典 物 理学 中 不 存在 这 样 的 力量 ， 遇 


第 9 章 施 瓦 西 时 空 . 329 . 


止 目 引 力 收 缩 必 须 有 足够 的 压强 梯度 [在 牛顿 引力 论 中 体现 为 式 (9-3-18)， 在 广义 
相对 论 中 为 式 (9-3-17)]， 星 体 由 氧 、 氨 及 其 他 元 素 组 成 . 星 内 的 高 温 使 这 些 元 素 
的 原子 处 于 电离 状态 . 按照 经 典 物理 学 , 这 一 离子 和 电子 的 组 合 可 看 作 理 想 气体 ， 
由 式 (9-3-31) 可 知 , 在 给 定 密度 下 要 获得 高 压 就 要 有 高 温 , 由 于 星体 不 断 辐射 能 量 ， 
除 核反应 外 没有 任何 机 制 可 以 提供 能 量 以 维持 高 温 .， 然而， 根据 量子 物理 学 ， 即 
使 是 绝对 零度 下 的 系统 也 有 可 能 存在 可 观 的 压强 .以 电子 气 为 例 . 在 经 典 物理 学 
中 ， 电 子 的 平均 动能 为 3kT/2, T=0 时 平均 动能 为 零 ， 所 有 电子 都 处 于 能 量 为 堆 
的 状态 . 然而， 根据 量子 物理 学 ， 电 子 服从 泡 利 不 相 容 原理 ， 一 个 能 级 至 多 可 被 
两 个 电子 占据 (它们 的 自 旋 反 回 ， 故 为 两 种 不 同 状态 .)， 因 此 , 在 T=0 时 , 电子 一 
方面 要 “ 挤 ” 进 能 量 尽 可 能 低 的 状态 ; 另 一 方面 ， 由 于 每 一 能 态 只 许 存在 两 个 电 
子 ， 众 多 电子 必须 占 满 由 能 量 为 零 开 始 直 至 能 量 为 某 什 Er 的 所 有 状态 (只 有 能 量 
大 于 Er 的 态 全 部 空 着 ). Er 叫 费 米 能 (fermi energy)， 其 值 随 密度 的 增加 而 增 大 . 这 
就 表明 ,. 即使 处 于 绝对 零度 ， 电 子 气 中 的 电子 也 不 像 经 典 物 理 断 言 的 那样 完全 没 
有 和 运动， 它们 具有 并 非 起 因 于 热 运 动 (而 是 起 因 于 不 相 容 原理 ) 的 动能 ， 这 种 动能 
对 压强 和 能 量 密度 都 有 贡献 .了 7=0 的 电子 气 叫 (完全 ) 简 并 电子 气 (degenerate 
electron gas) ， 由 上 述 原 因 引 起 的 压强 叫 电 子 简 并 压 ( 人 (electron degenerate 
pressure)， 在 普通 密度 下 ， 费 米 能 左 很 小 (例如 常见 金属 中 电子 气 的 左 只 有 几 个 
电子 伏 ), 相应 的 电子 简 并 压 微 不 足 道 . 但 简 并 压 在 高 密 情况 下 的 作用 却 很 可 观 . 星 
核 在 氢 、 氧 烧 完 后 的 再 次 收缩 造成 的 高 密度 使 电子 具有 很 高 的 费 米 能 EF. 虽然 星 
核 内 的 温度 用 通常 标准 衡量 很 高 , 但 因 应 很 大 ,有 了 之 Er ， 因 此 电子 由 于 热 
运动 对 压强 p 的 贡献 远 小 于 电子 由 于 不 相 容 原理 和 高 Be 而 具有 的 动能 对 p 的 贡 
献 . 在 这 个 意义 上 与 7=0 的 情况 没有 太 大 差别 .所 以 这 时 星 内 的 电子 可 看 作 简 
并 电子 气 ， 其 简 并 压 有 可 能 抵消 自 引 力 ， 使 星体 保持 平衡 ， 永 不 收缩 .这 种 徘 电 
子 简 并 压 支撑 的 稳定 星体 称 为 白矮星 (white dwarf).“ 矮 ”是 指 比 普通 恒星 小 得 多 ， 
“ 白 ” 则 由 表面 温度 很 高 得 名 .一 个 孤立 的 星体 一 旦 演化 为 日 矮星 就 不 表 有 重要 
的 演化 过 程 . 因为 温度 比 外 界 高 ， 它 将 不 断 辐射 能 量 . 由 于 没有 能 源 ， 辐 射 导致 
温度 下 降 , 直至 与 周围 温度 相等 , 因而 再 也 不 被 看 见 ( 许 多 文献 称 此 为 “ 黑 矮 星 ”， 
即 “black dwarf”. )， 白 矮星 的 存在 性 早已 为 天 文 观 测 所 证 实 ， 天 狼 星 B 是 人 类 
发 现 的 第 一 颗 白 矮星 ， 直 观 地 想 ， 质 量 越 大 的 星体 自 引力 越 强 ， 只 有 质量 足够 小 
的 星体 才能 靠 电子 简 并 压 支 撑 而 成 白矮星 ， 钱 德 拉 塞 卡 最 先 求 得 日 矮星 的 质量 上 
限 Me 1.3M [参见 Chandrasekhar(1939)]. 这 一 工作 以 及 他 一 生 对 天 体 物理 学 的 
贡献 使 他 于 1983 年 获得 诺 贝 尔 物理 奖 . 选读 9-3-3 将 简介 钱 氏 质量 上 限 的 推导 过 
程 . 
星体 在 演化 过 程 中 会 因 抛 出 物质 而 使 质量 减 小 ， 当 说 到 日 矮星 满足 M < Mcn 
时 ，M 是 指 剩余 质量 ， 据 估算 ， 初 始 质 量 小 于 6 ~ 8M 的 星体 都 将 经 过 红 巨 星 阶 
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段 并 抛 出 大 量 物质 而 成 为 质量 约 为 0.5 ~ 0.6M。o 的 白矮星 . 

如 果 M> Meas， 则 电子 简 并 压 不 足以 维持 星体 平衡 ， 星 核 内 部 的 核 聚变 反应 
将 一 级 级 继续 ， 直 至 烧 成 铁 和 镍 .这 是 结合 得 最 紧 的 原子 核 (核子 的 平均 结合 能 最 
大 )， 不 可 能 因 核 聚变 而 放 能 .于 是 星 核 在 自 引力 作用 下 急剧 收缩 ， 密 度 和 温度 急 
剧 增 大 ， 这 时 自 引 力 很 强 ， 牛 顿 近似 [ 式 (9-3-18)] 不 再 适用 ， 必 须 使 用 广义 相对 论 
的 式 (9-3-17). 对 给 定 的 p(n) > 0, 式 (9-3-17) 右 边 总 大 于 式 (9-3-18) 右 边 ( 指 绝对 值 )， 
因此 在 广义 相对 论 中 为 达到 平衡 所 需 的 中 心 压 强 更 大 ,平衡 更 难 实现 ， 在 如 此 高 
温 高 密 下 ， 高 能 光子 可 将 铁 - 镍 原子 核 打 碎 成 中 子 、 质 子 或 轻 核 ( 光 分 裂 )， 电 子 也 
将 同 质子 反应 ( 逆 B 衰变 ) 而 成 中 子 和 中 微 子 ( 后 者 溢出 星体 ). 于 是 中 子 在 星 核 内 占 
了 绝 大 部 分 .中 子 也 是 费 米子 ， 也 服从 泡 利 不 相 容 原理 .在 达到 核 密度 
(~107 kg.m”) 时 中 子 的 费 米 能 五 ( 除 以 玻 尔 兹 曼 常 数 月 大 大 高 于 星 内 温度 T，” 
因而 可 以 看 作 简 并 中 子 气 ( 即 认为 了 <0)， 其 简 并 压 也 有 可 能 抵消 自 引 力 ， 使 星体 
达到 稳定 平衡 . 这 种 靠 中 子 简 并 压 支 撑 的 稳定 星体 称 为 中 子 星 (Cneutron stan. 由 于 
中 子 星 内 的 密度 达到 甚至 超过 核 密度 ， 人 们 对 这 种 条 件 下 的 物 态 方程 的 了 解 远 不 
如 在 较 低 密度 时 确切 ， 这 给 中 子 星 质量 上 限 的 计算 带 来 困难 .不 同文 献 给 出 不 同 
结果 ， 只 能 大 概 说 中 子 星 的 质量 上 限 为 2Mo (或 2~ 3Mo )， 由 于 达到 核 密度 ， 不 
妨 认 为 中 子 星 是 一 个 “超大 型 原子 核 ”， 中 子 星 比 白矮星 小 得 多 ， 典 型 中 子 星 半 
径 只 有 10km 的 量 级， 而 白矮星 的 半径 约 在 3 千 至 2 万 公里 之 间 . 中 子 星 是 一 种 
非常 特别 ( 且 复杂 ) 的 天 体 ， 它 有 各 种 “极端 ”( 超 常 ) 表 现 : 高 达 核 密度 的 密度 、 异 
平 寻 常 的 强 磁场 (高 达 10“ 高 斯 )、 甚 高 速 的 旋转 (频率 从 1 Hz 至 近 1000Hz)、 离 光 
速 不 远 的 高 声速 、 超 流 的 内 部 ……， 人 们 至 今 还 难于 对 它 了 解 得 很 透彻 

中 子 星 的 第 一 个 理论 模型 是 Oppenheimer 和 Volkoff 于 1939 年 发 表 的 .由 于 
文章 没有 给 出 可 观测 的 物理 效应 , 对 中 子 星 的 研究 冷落 了 28 年 . 中 子 星 的 存在 从 
1967 年 发 现 脉冲 星 开 始 得 到 证 实 . 脉冲 星 是 一 种 在 地 球 上 测 到 的 周期 性 电磁 脉冲 
信号 的 信和 号 源 ， 周 期 约 为 1s 或 更 小 ,其 唯一 可 信和 的 解释 是 : 这 是 一 颗 旋 转 着 的 中 
子 星 ， 其 表面 的 强 磁场 导致 磁 偶 极 辐射 ,辐射 的 方向 性 同 中 子 星 的 旋转 的 结合 
地 球 收 到 电磁 脉冲 信号 (1967 年 发 现 的 脉冲 星 的 电磁 脉冲 是 射电 脉冲 ) 只 有 中 子 
星 (半径 很 小 且 表 面 引 力 很 强 ) 才 能 在 如 此 高 角 速 的 旋转 中 免 于 “ 散 架 ”. 

星 核 在 形成 中 子 星之 前 的 收缩 非常 急剧 ， 所 以 称 为 引力 圾 缩 (gravitational 
collapse)， 正 在 急剧 韦 缩 的 星 核 一 旦 达到 足够 的 密度 并 被 中 子 简 并 压 所 遏制 ， 其 
强大 的 能 量 将 表现 为 向 外 的 冲击 波 并 迫使 外 层 物质 向 四 周 飞 出 ， 形 成 能 量 极 大 的 
超新星 爆发 (supernova explosion)， 著 名 的 两 个 超新星 遗址 一 一 蟹 状 星云 和 船 帆 状 
星云 一 一 中 都 发 现 了 脉冲 星 ， 这 对 上 述 理论 是 重要 支持 .我 国 古 代 文献 对 超新星 


QD 更 准确 的 说 法 是 :由 于 放出 大 量 高 能 中 微 子 , 在 中 子 星 形成 几 秒 钟 后 有 EF > KT . 
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爆发 事件 有 过 极其 丰富 的 记录 ， 其 中 宋 史 志 卷 九 关 于 公元 1054 年 (北宋 期 间 ) 观 测 
到 的 超新星 (SN1054) 的 记录 特别 受到 现代 国际 同行 的 重视 [其 中 一 页 的 照片 可 在 
Misner et al.(1973) 的 屎 页 中 找到 ]， 艇 状 星 云 正 是 SN1054 的 遗迹 地球 上 最 近 一 
次 观测 到 的 肉眼 可 见 的 超新星 爆发 是 在 1987 年 (SN1987a)， 该 超新星 位 于 银河 系 
的 近邻 星系 一 一 大 麦哲伦 云 , 距 地 球 约 为 16 万 光 年 . 超新星 爆发 的 详细 机 制 仍 是 
一 个 正在 深入 研究 的 课题 . 

如 果 球 对 称 恒星 在 抛 出 物质 后 的 质量 仍 高 于 中 子 星 质量 上 限 (~ 2Mo )， 就 没 
有 任何 力量 可 以 阻止 它 的 引力 拥 缩 , 它 将 无 限制 地 缩 为 密度 和 曲率 都 无 限 大 的 “ 奇 
点 ”， 并 形成 施 瓦 西 黑洞 ( 见 》9.4). 

[选读 9-3-3] 

本 选读 介绍 电子 简 并 压 公式 及 白矮星 质量 上 限 的 推导 . 先 讨论 电子 简 并 压 . 设 
X，)》，Z 是 电子 的 空间 坐标 ，k, ，k, ， 上 ,是 电子 动量 的 3 个 坐标 分 量 ， 则 
{x,y, Zz; ,kk,, 上 } 是 6 维 相 空间 的 坐标 。 相 空间 可 分 为 许多 量子 相 格 
dxdydzdk.dk,dk, (每 个 相 格 相当 于 一 个 能 级 )， 相 格 的 体积 为 有 i(h 为 普 朗 克 常 
数 )， 故 

dxdydzdk.dk,dk, =h . (9-3-32) 
令 k=(k + 有 .+k.“)”“， 则 动量 空间 中 值 在 (k,， K+ dh 范围 内 的 点 组 成 一 个 体 
积 为 4nk “dk 的 球 壳 ， 位 置 在 dxdydz 内 、k 值 在 (kK,， K+ dk) 内 的 状态 在 相 空 间 中 的 
代表 点 则 组 成 体积 为 4mk*dkdxdydz 的 党 层 . 既然 每 个 量子 相 格 体积 为 挛 ， 沉 层 内 
就 有 4nk dkdxdydz/j 个 相 格 . 因为 每 个 相 格 对 应 于 一 个 能 级 ， 而 每 个 能 级 至 多 由 
两 个 电子 占领 ， 党 层 内 的 电子 数 不 会 超过 8rk“dkdxdydz/ 及 .对 了 = 0 的 完全 简 并 
电子 气 ，E < Er 的 每 一 能 级 有 两 个 电子 ，E > Er 的 所 有 能 级 全 都 空 着 ， 因 此 
单位 体积 中 天 值 在 (大 + dj) 内 的 电子 数 fk)dk | 
0 5 k> kr 
(9-3-33) 
其 中 庄 是 同 EF 相应 的 费 米 动量 . 于 是 电子 的 数 密度 (单位 体积 中 不 论 什么 动量 的 
电子 数 ) 


ks QL2 
星 内 的 质量 密度 0 主要 来 自 核子 的 贡献 . 设 核子 的 数 密度 和 质量 分 别 为 nN 和 my， 
则 0 = 7NNN. 令 HUE=71NVU7 (对 于 所 已 烧 完 的 星体 ，A 关 2.)， 则 

es (9-3-35) 
其 中 me 由 式 (9-3-34) 表 出 . 欲 得 物 态 方程 还 须 计 算 简 并 压强 p 杀 . 压强 是 单位 面积 上 


(9-3-34) 
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的 压力 ， 即 该 面 的 左 侧 物质 对 右 侧 物质 的 力 ， 亦 即 两 侧 之 间 在 单位 时 间 内 交换 的 
动量 ( 力 的 定义 就 是 动量 变化 率 恢 /dt). 这 动量 交换 是 由 从 左 侧 穿 过 该 面 进入 右 侧 
以 及 从 右 侧 穿 过 该 面 进入 左 侧 的 电子 所 导致 (每 个 电子 带 有 一 定 动量 )， 因 此 ， 压 
强 等 于 单位 时 间 内 通过 单位 面积 的 电子 的 动量 的 矢量 和 . 设 do 是 星 内 空间 的 一 个 
面 元 ， 法 和 拓 为 元 ( 见 图 9-10). 先 考虑 动量 为 大 的 电子 ， 相 应 速度 为 去， 即 
=(1 一 w?) meii (其 中 二 于 :页 ). 以 da 为 底 、 了 为 母线 长 作 一 斜 柱 体 ， 母线 与 天 
平行 . 设 0 为 元 与 大 的 夹 角 ， 则 柱 体 的 体积 等 于 ucos6do， 由 式 (9-3-33) 可 知 位 于 
柱 体内 部 、k 值 在 (kK, k+ dh) 内 的 电子 数 为 (Kucos0dodk. 至 今 尚未 涉及 大 的 方 
向 ， 以 面 元 da 中 一 点 g 为 球 心 作 一 球面 把 右 半球 面 分 为 许多 面 元 ,每 个 面 元 对 
应 于 一 个 元 立体 角 , 其 中 以 上 为 轴 的 一 个 记 作 d 信 .由 于 整个 球面 对 应 的 立体 角 为 
4r， 位 于 柱 体内 、 动 量 大 小 在 (上 K+dh) 内 且 方 向 限于 dl 内 的 电子 数 只 有 
f (Kk)ucos0 dodkd(3.14n. 这 些 电 子 ( 带 着 动量 ) 在 单位 时 间 内 穿 过 do, 因此 单位 时 
间 内 穿 过 do 的 、 满 足 上 述 条 件 [((D 大 小 在 (k,k+ dk) 内 ; 忆 方 向 在 dl3 内 ] 的 电子 总 
动量 的 法 向 分 量 为 
[CODucosg dodkd(2./4n] kcosO = f(k)ukcos Ododkd(2./4n. 


图 9-10 位 于 斜 柱 体 内 的 电子 在 单位 时 间 内 穿 过 面 元 do， 
由 此 可 计算 do 所 在 处 的 压强 
于 是 单位 时 间 内 流 过 单位 面积 的 所 有 电子 (不 论 其 下 的 大 小 和 方向 如 何 ) 的 总 动 
量 ， 亦 即 dc 所 在 处 的 简 并 压强 为 


oo ke 
Ps cos’0 doz| f (Kk)u(k)kdk = | ku(k)dk, (9-3-36) 


4 束 
其 中 第 二 步 用 到 式 (9-3-33)， 利 用 =(1-w)) “meu 可 把 式 (9-3-36) 改 写 为 
-gf Edk 

3 0 (kK? + 7117 ， 


再 用 式 (9-3-34) 把 式 (9-3-35) 改 写 为 


ps (9-3-37) 
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3 1/3 
| E | (9-3-38) 


代入 式 (9-3-37) 便 可 求 得 物 态 方程 的 显 表达 式 . 这 个 方程 颇 为 复杂 , 但 可 通过 对 两 
个 极端 情况 的 讨论 而 得 到 有 用 的 结论 . 当 mm. >> 奈 时 号 <<1， 电 子 运 动 可 用 牛顿 
力学 描述 ， 这 称 为 非 相 对 论 情 况 ; 当 m << 奈 时 奈 兰 1， 电子 运动 必须 用 狭义 相 
对 论 描 述 , 这 称 为 极端 (狭义 ) 相 对 论 情况 . 非 相 对 论 条 件 m。 >> 奈 和 极端 相对 论 条 
件 m。 << 际 又 可 分 别 表 为 p<< Pc 和 p>> ppc， 其 中 临界 密度 pc 由 me= 聊 定义 ， 
可 用 式 (9-3-38) 求 得 为 
pc =8rumyme /(3h ). (9-3-39) 
改写 为 国际 制 形式 ( 补 C) 并 代入 具体 数值 ( 取 j= 2) 得 
pe =8rumm i /3 )s2x10 kg:m™, 
可 见 临 界 密度 pc 约 为 水 密度 的 2x10" 倍 ， 对 p << pc ( 非 相 对 论 情况 )， 式 (9-3-37) 
近似 给 出 
Bnke: 
15h°m, 
以 式 (9-3-38) 代 入 并 代入 国际 制 具体 数值 得 
] /3 2/3 p2 5/3 a 5/3 
eh ed P| -10|2 示 制 ). 9-3-41 
DE (2 (4 | 1 (国际 制 ) ) 
在 极端 相对 论 情况 下 式 (9-3-37) 近 似 给 出 
2T7K 
Ps = a , (9-3-42) 
以 式 (9-3-38) 代 入 上 式 ， 改 写 为 国际 制 形式 ( 补 c) 并 代入 具体 数值 得 
1/3 4/3 4/3 
Dn = 2| 2 万 2 | =124x10 2| (国际 制 ). (9-3-43) 


n 8mx” HL 


(9-3-40) 


式 (9-3-41) 和 (9-3-43) 可 统一 表 为 

pn=Kp， 天 = 常数 ， y= 常数 . (9-3-44) 
物 态 方程 为 (9-3-44) 的 天 体 叫 多 层 球 (polytrope)， 由 简 并 电子 气 组 成 的 星体 在 两 种 
极端 情况 下 都 是 多 层 球 (但 在 两 种 极端 情况 之 间 则 不 是 )， 其 中 ， 对 非 相对 论 情况 
有 y=5/3; 对 极端 相对 论 情况 有 y= 4/3. 设 星 体 为 多 层 球 ， 用 式 (9-3-8) 把 流体 静 力 
学 平衡 条 件 式 (9-3-18) 改 写 为 


d 7 pn 2 3 
2 是 |- 4np(r)r’, (9-3-45) 
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由 此 出 发 利用 纯 计算 技巧 可 得 [ 见 温 伯 格 (1972) 中 译本 P.356~358] 星体 半径 及 和 
质量 M 对 中 心 密 度 po 的 依赖 关系 

R=a ps (9-3-46) 

ye (9-3-47) 


其 中 常数 a, 和 上 b, 同 y 有 关 ， 对 y=5/3 和 y=4/3 分 别 为 
as3=6.3x10° ,b=1.7x10% 3?; 
ay3 =5.3x10° 1 ®, bys=11.6x10° 7. 

在 此 基础 上 就 可 进一步 讨论 白 绑 星 . 当 星 体质 量 M 足够 小 时 ，A0 << pc ， 式 
(9-3-41) 对 星 内 处 处 适用 , 整个 星球 内 的 电子 气 组 成 y= 3/3 的 多 层 球 . 当中 心 简 并 
压 等 于 为 保持 平衡 所 需 的 中 心 压强 时 星体 平衡 . 平衡 时 的 半径 尺 与 质量 M 的 关系 
可 由 式 (9-3-46)、(9-3-47) ( 取 y=5/3) 和 (9-3-48) 看 出 

Recc MT (9-3-49) 
可 见 y=5/3 的 白矮星 的 半径 随 质 量 增 大 而 减 小 ， 这 与 生活 经 验 以 及 由 行星 得 来 的 
经 验 相 悖 ， 稍 后 将 对 此 做 一 粗略 解释 .， 若 式 (9-3-49) 恒 成 立 ， 则 电子 简 并 压 可 支持 
任何 质量 的 星体 ,因为 只 要 把 M 值 代入 式 (9-3-49) 便 可 求 得 一 个 平衡 的 星体 半径 尺 . 
然而 ， 当 质量 M 足够 大 时 中 心 压 强 将 大 到 电子 的 (狭义 ) 相 对 论 效应 非 考虑 不 可 的 
程度 ， 星 体 不 可 再 看 作 y= 5/3 的 多 层 球 ， 式 (9-3-49) 不 再 成 立 ， 事实 上 ， 由 于 po 
随 M 增加 而 增加 ， 中 心 附近 的 电子 首先 达到 极端 相对 论 性 的 程度 ， 星 内 出 现 一 个 
可 看 作 》= 4/3 的 多 层 球 的 核心 球 ， 进 而 逐渐 扩大 到 整个 星体 ， 由 式 (9-3-47) ”可知 
当 y= 4/3 时 MM 同 po 无 关 ， 与 y=5/3 的 情况 十 分 不 同 ， 当 整个 星体 可 看 作 》 = 4/3 
的 多 层 球 时 ， 由 式 (9-3-48) 可 知 这 个 同 po 无 关 的 M 值 ( 记 作 Mocn) 为 

Mocn = 久 p =5.8x(2x10 )A (国际 制 ) . 

注意 到 在 国际 制 中 Mo =2x10”， 有 


5.8 
Mo = 2 。 (9-3-50) 


(9-3-48) 


式 (9-3-47) 是 在 流体 静 力 学 平衡 的 条 件 下 导出 的 ， 如 果 质 量 大 于 Mcn， 星 体 就 不 能 
平衡 。 事 实 上 ， 由 式 (9-3-49) 和 (9-3-44) 可 知 上 述 结论 可 以 如 下 理解 : 作为 粗略 计 
算 ， 假定 星 内 密度 均匀 ， 则 由 式 (9-3-23) 可 知 为 保持 平衡 所 需 的 中 心 压强 

p<M’R™, (9-3-51) 
把 po 改 记 为 ps| 旨 在 强调 这 是 为 抗衡 自 引力 所 需 的 中 心 压 强 . 由 式 (9-3-44) 知 简 并 
电子 气 所 能 提供 的 简 并 压强 p ,x M’R™Y， 于 是 


Q@ 这 时 仍 有 p<<p 和 mm(r) <<r ,因此 牛顿 公式 (9-3-18) 以 及 由 它 导 出 的 式 (9-3-45)~ (9-3-48) 仍 适用 . 
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MILI3R， 对 y=5/3 (a) 


2 p3y-4_ 


设 星 体内 的 电子 气 处 于 非 相 对 论 情 况 (y=5/3) 且 M<Mcn， 则 由 式 (9-3-52a) 知 存在 
RR 值 使 p, /ps=1， 星 体 半径 等 于 此 R 值 时 平衡 若 M 略 有 增 大 ， 则 p, /p>1， 

自 引 力 略 大 于 简 并 压力 ， 星体 将 收缩 至 较 小 半径 而 重 获 平衡 (这 可 看 作对 “质量 越 
大 的 白矮星 半径 越 小 ”这 一 结论 的 具体 解释 )， 然 而 ， 如 果 M 大 到 使 全 星球 为 
)=4/3， 则 由 式 (9-3-52b) 可 知 p, /ps 同 尺 无 关 ， 在 这 种 极端 情况 下 只 有 MM 等 于 某 
一 适当 值 Mcn 时 才能 平衡 . 车 M<Mch， 则 ps /pn<1， 即 简 并 压 大 于 自 引 力 ，R 
将 变 大 直至 退出 极端 相对 论 情况 . 反之 , 若 朋 > Mchn, 则 p, /p>1， 星体 将 收缩 ， 
越 缩 越 使 ) 更 精确 地 等 于 4/3，P a/p % 就 不 因 及 变 小 而 改变 ， 于 是 星体 只 能 继续 收 
缩 而 不 能 在 电子 简 并 压 支 撑 下 平衡 . 可 见 Mcn 的 确 是 白矮星 (其 特点 就 是 靠 电 子 简 
并 压 支撑 而 达 平 衡 ) 的 质量 上 限 . 由 于 白矮星 内 部 一 般 为 氨 、 碳 或 氧 ， 可 取 人 = 2， 
代入 式 (9-3-50) 便 得 Mo =1.45M .以 上 仅 是 简化 的 讨论 ， 更 准确 的 讨论 和 计算 给 
出 略 小 于 此 值 的 Mch, 例如 Men =1.3Mo. [选读 9-3-3 完 ] 


8 9.4 Kruskal 延 拓 和 施 瓦 西 黑洞 


施 瓦 西 真空 度 规 在 施 瓦 西 坐标 系 的 线 元 为 
2M 2MY 
ds” =— E -2 df” + E -2 d 广 +7(d02 +sin20do)， (9-4-1) 
r r 


当 r=2M 时， gu =o( 无 意义 ; 当 r= 0 时，go 和 8 都 无 意义 ， 人 们 称 这 些 能 
使 g,, 变 得 无 意义 (或 退化 ) 的 点 为 奇 点 (singularity) ， 并 说 < 在 奇 点 处 存在 奇 
性 . 英语 文献 中 奇 点 和 奇 性 是 同一 个 词 ， 即 singularity. 但 在 汉语 陈述 中 往往 愿意 
把 “ 奇 性 ”这 一 性 质 与 奇 性 出 现 的 “地 点 ” 相 区 别 , 于 是 要 用 奇 性 和 奇 点 两 个 词 . ” 
奇 点 的 出 现 有 两 个 原因 : (D 度 规 张 量 gw 在 该 点 表现 良好 , 只 是 由 于 坐标 系 选择 不 
当 而 使 8w 在 该 系 的 某 些 分 量 在 该 点 表现 不 好 ， 这 叫 坐 标 育 点 (coordinate 
singularity), 可 通过 选择 适当 坐标 系 消除 ; 人 度 规 张 量 gw 本 身 在 该 点 表现 不 好 (是 
奇异 的 )， 这 叫 真 育 点 (true singularity) 或 时 空 宵 点 (spacetime singularity)， 是 真正 环 
手 的 问题 ， 也 是 广义 相对 论 的 老大 难 问题 . 后 面 将 看 到 ，7 = 2M 处 的 奇 性 只 是 坐 
标 奇 性 ， 时 空 奇 性 只 在 ”= 0 处 存在 . 令 rs 三 2M ( 叫 施 瓦 西 半 径 ) 并 把 常数 G 和 cc 
补 上 ， 得 


中 然而 “ 奇 点 ”的 “点 ” 字 有 时 会 引起 误解 , 因为 r= 0( 或 >= 2M) 在 4 维 语言 中 代表 一 张 超 曲面 而 不 是 一 个 点 . 
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n=2GM/c =s3M/M, (km). 
太阳 的 3km , 远 小 于 太阳 半径 ,而 施 瓦 西 外 解 不 适用 于 太阳 内 部 , 故 对 太阳 (以 
及 普通 星体 ) 根 本 没有 奇 性 问题 .然而 ,对 于 经 历 引 力 南 缩 成 为 黑洞 的 球 对 称 星体 
(Birkhoff 定理 保证 其 外 部 时 空 几何 由 施 瓦 西 度 规 描述 )， 奇 性 问题 却 有 重要 意义 . 


9.4.1 ”时空 奇 点 ( 奇 性 ) 的 定义 


奇 点 ( 奇 性 ) 概 念 与 物理 量 的 发 散 性 有 密切 联系 ， 它 在 广义 相对 论 问世 前 早已 
存在 ， 然 而 广义 相对 论 的 时 空 奇 性 问题 却 比 任何 其 他 物理 理论 的 奇 点 问题 困难 得 
多 (从 定义 起 就 困难 )， 关 键 在 于 ， 在 任何 非 广义 相对 论 的 理论 中 ， 背 景 时 空 是 早 
已 给 定 的 (例如 闵 氏 时 空 )， 只 要 所 关心 的 物理 场 在 某 时 空 点 发 散 ( 或 无 意义 )， 就 说 
该 点 是 该 物理 场 的 奇 点 . 例如 , 在 3 维 语言 中 , 点 电荷 的 静电 场 强 上 =Q7/4nr 在 
r= 0 处 没有 意义 (或 说 > 一 0 时 巨 一 oo )， 所 以 就 说 这 个 点 是 静电 场 的 奇 点 ,或 
说 E 在 r=0 点 有 奇 性 . 然而 广义 相对 论 则 不 同 . 我 们 关心 的 是 时 空 奇 性 ， 即 度 规 
场 的 奇 性 , 于 是 度 规 场 在 这 个 问题 上 身 兼 背景 场 和 物理 场 的 双重 角色 (既是 舞台 又 
是 演员 ). 仿照 静电 场 奇 点 的 定义 方法 ， 似 乎 可 对 时 空 奇 点 给 出 如 下 定义 : “时 空 
(M，gap) 叫 奇异 的 ， 若 3 pe M 使 8 在 p 点 无 意义 (或 发 散 ), p 点 叫 时 空 奇 点 . ” 
然而 ， 时 空 本 身 按 定义 就 是 一 个 配 以 洛 伦 兹 度 规 的 4 维 流 形 M， 度 规 gw 在 M 的 
各 点 不 但 应 有 意义 ， 而 且 要 表现 良好 ， 如 连续 或 若干 阶 可 微 等 ， 如果 M 中 存在 点 
使 gu 无 意义 ，P 点 本 来 就 不 属于 时 空 (不 是 合格 的 时 空 点 )， 所 以 真正 的 时 空 
应 是 (M'，g6s), 其 中 MM' 是 把 p 点 开除 后 的 结果 , 即 M'=M -{p}. 例如 , 若 以 04， 
gop) 代表 施 瓦 西 时 空 , 则 应 明确 所 有 r=0 的 点 都 不 属于 M. 看 来 时 空 奇 性 的 定义 可 
修改 为 : “时 空 叫 奇异 的 ， 若 其 中 某 些 区 域 已 被 删 去 ，” 但 是 问题 在 于 如 何 判 断 
“ 某 些 区 域 已 被 删 去 ”. 下 面 介绍 一 个 巧 法 . 以 闵 氏 时 空 为 例 . 设 yD) 是 (R, 1) 
中 不 可 延伸 的 任 一 测 地 线 ( 指 已 延伸 到 向 两 端 都 不 可 再 延伸 的 程度 )， 则 其 仿 射 参 
数 4 总 可 从 一 % 至 +% 取 值 [ 指 y(4)e 民 * ，YV4e(- o, oo)]. 但 若 删 去 的 一 点 
PpP， 就 会 在 民 中 留 下 一 个 “ 洞 ”, 成 为 M'= 民 -{p} ， 导 致 y() 分 裂 为 两 条 测 地 
线 X(4) 和 y"(4) ， 其 仿 射 参数 4 的 取 值 范围 [ 即 曲线 映射 和 7 的 定义 域 ] 分 别 是 
(- %, 罗 ) 和 (4,，%) ,我 们 说 ya) 和 7 ”04) 都 是 不 完备 的 测 地 线 . 一 般 地 说 ，(M， 
gab) 中 一 条 不 可 延伸 的 测 地 线 称 为 不 完备 测 地 线 (incomplete geodesic), 若 其 仿 射 参 
数 的 取 值 范围 不 等 于 (-o0，%) . 不 完备 测 地 线 的 存在 在 很 大 程度 上 可 以 看 作 是 时 
空 某 些 区 域 被 删 去 (因而 有 “ 洞 ”) 的 标志 .于 是 可 考虑 这 样 的 定义 : “ 若 时 空 存 
在 一 条 (或 一 条 以 上 ) 不 完备 测 地 线 ， 就 称 它 为 奇异 时 空 ， ”然而 这 个 定义 有 个 严 
重 的 缺点 ， 就 是 “打击 面 ”过 宽 ， 一 个 本 来 并 不 奇异 的 时 空 ， 如 果 人 为 地 挖 去 一 
点 ， 按 上 述 定义 就 成 了 奇异 时 空 ， 这 是 不 希望 的 ， 克服 这 个 缺点 的 办 法 是 在 定义 
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中 加 上 一 个 限制 : 所 讨论 的 时 空 必 须 是 不 可 延 拓 的 ， 即 不 能 通过 添加 某 些 点 使 它 
变 得 更 大 . ”人 为 挖 去 若干 点 的 时 空 不 是 不 可 延 拓 的 ， 所 以 不 满足 这 个 定义 ， 再 
从 物理 上 是 否 奇异 的 角度 审查 上 述 定义 ， 如 果 不 可 延 拓 时 空中 存在 一 条 不 完备 类 
时 测 地 线 ， 从 物理 上 看 的 确 非常 奇异 : 它 代 表 的 自由 下 落 观 者 在 有 限时 间 内 (根据 
自己 的 标准 钟 ) 竟 会 在 时 空中 消失 (或 在 有 限时 间 的 过 去 不 曾 在 时 空中 存在 过 )! 类 
似 地 ， 不 完备 类 光 测 地 线 在 物理 上 也 是 奇异 的 ， 因 为 类 光 测 地 线 代 表 光 子 的 世界 
线 ， 然 而， 类 空 测 地 线 不 是 任何 粒子 的 世界 线 ， 似 乎 没有 理由 认为 只 存在 不 完备 
类 空 测 地 线 的 时 空 是 物理 上 奇异 的 . 于 是 改 用 如 下 定义 [ 见 Hawking and 
Ellis(1973)]: 

定义 1 若 不 可 延 拓 时 空中 存在 一 条 (或 一 条 以 上 ) 不 完备 的 类 时 或 类 光 测 地 
线 ， 就 称 它 为 奇异 时 空 (singular spacetime)， 或 说 它 有 至 点 ( 尚 性 ). 

然而 定义 工 仍 有 缺点 . 例如 , 存在 这 样 的 时 空 [ 见 Geroch(1968)], 它 没 有 任何 
不 完备 测 地 线 ， 但 却 有 一 条 奇怪 的 (已 做 了 最 大 延 拓 的 ) 非 测 地 类 时 线 ， 其 线 长 有 
限 ， 其 4 加 速 (的 大 小 ) 有 界 . 这 表明 飞船 内 沿 此 曲线 旅行 的 观 者 经 有 限时 间 后 竞 
会 在 时 空中 消失 ( 线 长 有 限 和 4 加 速 有 界 保证 飞船 只 需 有 限 燃 料 就 可 走 完 这 条 曲 
线 ， 而 这 样 的 飞船 原则 上 存在 . )! 这 样 的 时 空 在 物理 上 是 奇怪 得 足以 称 为 奇异 时 

空 的 ， 可 惜 按 定义 1 它 却 不 是 . 这 说 明 该 定义 存在 “打击 面 ” 过 备 的 缺点 .定义 

1 的 另 一 缺点 是 时 空 有 “ 洞 ” 的 直观 说 法 与 存在 不 完备 测 地 线 并 不 总 一 致 ， 例如 ， 
存在 这 样 的 测 地 不 完备 时 空 (含有 不 完备 的 类 时 、 类 光 、 类 空 测 地 线 )， 其 育 景 流 
形 是 紧 致 的 ， 因 而 是 无 “ 洞 ”的 (根据 定理 1-3-9， 紧 致 流 形 中 任何 点 序列 都 有 聚 
点 ， 因 而 流 形 无 “ 洞 ”.)， 见 Wald(1984)， 虽 然 定 义工 存在 这 样 那样 的 缺点 ， 但 
仍 不 失 为 首选 定义 ， Hawking 和 Penrose 的 奇 性 定理 (1965~1970 年 ) 的 证 明 中 用 的 
就 是 这 个 定义 (下 册 附 录 对 奇 性 定理 将 有 粗浅 介绍 )， 后 面 将 看 到 做 了 最 大 延 拓 的 
施 瓦 西 时 空 仍 存在 许多 不 完备 的 类 时 和 类 光 测 地 线 (其 存在 性 都 与 删 去 >=0 有 
关 )， s 是 奇异 时 空 ,，r = 0 处 存在 时 空 奇 性 (因而 ”= 0 的 点 都 不 属于 
施 瓦 西 时 空 

pn s 在 沿 不 完备 测 地 线 趋 于 奇 点 时 都 有 “曲率 发 散 性 ”. 曲率 是 张 量 ， 
其 分 量 同 基底 有 关 ， 正 常 的 张 量 在 不 好 的 基底 下 的 分 量 也 会 发 散 ， a 
率 发 散 性 时 先 要 给 出 明确 且 有 实质 性 意义 的 定义 ， 首 先 可 考虑 由 Rp ，8w 及 V。 
构成 的 各 种 标量 [例如 R，RapR”，RapcaR”， RapcaR ReP ，(V“R”)V.R,s] 及 其 多 


项 式 . 如 果 这 些 量 中 有 一 个 沿 不 元 备 测 地 线 发 散 ， 就 说 时 空 存在 s.p. 曲 率 奇 性 
(s.p.curvature singularity)， 其 中 s.p. 是 scalar polynomial( 标 量 多 项 式 ) 的 缩写 ， 然 而 


@ 准确 的 数学 定义 是 :时 空 M，gww) 叫 不 可 延 拓 的 , 若 不 存在 时 空 (M ,8w) 使 M，gwp) 与 (M ,8 ) 的 真子 集 之 
间 存 在 等 度 规 映射 . 
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也 存在 这 样 的 时 空 , 其 标量 多 项 式 全 部 为 零 但 R， 4 x0( 类 似 于 类 光 矢 量 自我 缩 并 
为 零 而 矢量 自身 非 零 )， 因 此 还 应 考虑 曲率 发 散 性 的 另 一 种 定义 ; 若 R ,4 及 其 协 
变 导 数 在 沿 测 地 线 平移 的 任 一 标 架 场 的 分 量 中 至 少 有 一 个 发 散 ,就 说 时 空 存 在 p.p. 
曲率 奇 性 ， 其 中 p.p. 代 表 parallelly propagated basis (平移 基底 ). s.p. 曲率 奇 性 蕴含 
p.p. 曲 率 奇 性 ， 反 之 不 然 . 在 肯定 时 空 存在 至 少 一 条 不 完备 的 类 时 或 类 光 测 地 线 
后 ， 就 可 说 时 空 是 奇异 的 ， 然 后 再 检查 沿 这 些 不 完备 测 地 线 有 无 曲率 发 散 性 ， 这 
有 三 种 可 能 : 有 s.p. 曲率 奇 性 ; @ 没 有 s.p. 曲率 奇 性 却 有 p.p. 曲率 奇 性 ; @ 没 有 
曲率 奇 性 (没有 曲率 发 散 性 ). Taub-NUT 时 空 就 是 没有 曲率 奇 性 的 奇异 时 空 的 例子 
[ 见 Hawking and Ellis(1973) § 5.8 和 P.261]， 另 一 方面 ， 某 些 时 空 虽然 存在 曲率 发 
散 性 ， 但 只 当 “ 趋 于 无 限 远 ” 时 才 发 散 ， 这 种 时 空 不 应 视 为 奇异 时 空 ， 可 见 ， 不 
用 测 地 不 完备 性 而 只 用 曲率 发 散 性 定义 时 空 奇 性 不 妥 . 


9.4.2 Rindler 度 规 的 坐标 奇 点 


如 采 你 能 找到 一 个 坐标 系 使 施 瓦 西 度 规 在 该 系 的 分 量 在 >= 2M 处 表现 正常 ， 
便 可 断定 r= 2M 只 是 坐标 奇 性 . 这 是 判断 坐标 奇 点 的 充分 性 判 据 ， 可 惜 在 一 般 情 
况 下 寻找 这 种 “好 ”坐标 系 并 非 易 事 ， 不 存在 “旱涝保收 ”的 方法 .幸好 施 瓦 西 
度 规 在 r= 2M 的 奇 性 只 涉及 4 维 线 元 中 的 前 两 维 ， 而 在 2 维 时 空中 寻找 “好 ” 坐 
标 系 的 问题 远 比 4 维 时 空 容易 .本 小 节 先 介绍 一 个 虽然 简单 却 很 有 启发 性 的 例 
子 . 考虑 2 维 Rindler 时 空 ， 其 度 规 在 坐标 系 { x} 中 的 线 元 表达 式 为 

ds = 一 dt + dx?. (9-4-2) 
度 规 分 量 的 行列 式 8 = -x 在 x=0 处 为 零 , 因此 矩阵 (8 ) 无 着 (退化 ), 可 见 g 在 
x= 0 处 存在 奇 性 . 欲 证 这 是 坐标 奇 性 ， 首 先 ， 注意 x 的 取 值 范围 不 应 包含 x = 0. 
相对 论 有 个 基本 约定 ， 即 背景 流 形 必 须 为 连通 流 形 , 因此 x 的 范围 既 可 取 x>0 也 
可 取 x< 0， 但 不 可 取 二 者 的 结合 .不 失 一 般 性 ， 取 x > 0， 即 限定 t,x 的 取 值 范 
围 为 
一 0O<f<oo， 0O<x<o%w. (9-4-3) 
寻找“ 好 ”坐标 系 以 断定 x=0 处 的 奇 性 是 坐标 奇 性 的 方法 基于 以 下 事实 : 2 维 时 
空中 每 点 只 有 两 个 类 光 方 向 (而 4 维 时 空 则 有 无 数 ), 因此 (局 域 地 看 ) 过 每 点 只 有 两 
条 类 光 测 地 线 ， 于 是 全 时 空 的 类 光 测 地 线 可 分 为 两 族 ， 如 果 发 现 某 些 类 光 测 地 线 
不 完备 ， 就 说 明 所 给 时 空 被 删 去 某 些 区 域 ， 如 能 证 明 这 些 被 删 区 域 可 以 补 上 ， 即 
所 给 时 空 可 以 延 拓 ， 且 x=0 是 延 拓 后 的 时 空中 的 一 点 ， 便 可 断定 x=0 处 的 奇 性 
只 是 坐标 奇 性 .下 面 是 具体 做 法 . 
设 14) 是 Rindler 时 空 的 一 条 类 光 测 地 线 ，4 为 仿 射 参数 ， 则 其 切 矢 
(8/84)” = (38/802dt/d4 + (Bd/0x)* dx/dA 
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满足 
0= 8,,(0/04)°(0/04) = goo(dt/d4)* + gii(dx/d4)* =— x (dt/d4)” + (dx/d4)” 
因而 对 7(4) 有 


dt /dx =+1/x, t=+lnxt+c (c 为 积分 常数 )， (9-4-4) 
t 
1 ~ 和 CD 
忆 “外 向 ”" 族 (2) 
ed 
疾 
A i 
全 全 
XX 
a 
oo 
Fy 
4 “内 向 ” 族 (1) 


1 一 一 co 


图 9-11 2 维 Rindler 时 空中 类 光 测 地 线 的 “内 向 ” 族 (1) 
和 “外 向 ” 族 (2) 在 坐标 系 {t, x} 的 表现 
其 中 正 号 和 负 号 分 别 代 表 “ 外 向 ” 族 和 “内 向 ” 族 类 光 测 地 线 ( 此 处 的 “外 向 ”和 
“内 向 ”只 为 陈述 方便 引入 ,可 任 选 一 族 为 外 向 ， 另 一 族 为 内 向 .), 而 不 同 c 值 则 
用 以 区 分 同一 族 中 的 不 同 线 . 于 是 t+ lnx 和 1- lnx 分别 在 每 一 “内 向 ”和 “外 问 ” 
类 光 测 地 线 上 为 常数 . 用 下 式 定 义 坐 标 v 和 u: 
Vv :=ft+lnx, u :=ft—lnx, (9-4-5) 
则 vv 在 每 一 “内 向 ”类 光 测 地 线 上 为 常数 ，u 在 每 一 “外 向 ”类 光 测 地 线 上 为 常 
数 . 由 式 (9-4-5) 得 


f= 3 +), ee (9-4-6) 


微分 后 代入 式 (9-4-2) 得 

ds =—e’*dvdu. (9-4-7) 
可 见 0= 8g,, = gs(9/9v)*(3/0v) ， 这 表明 坐标 基 矢 (3/8u)? 为 类 光 矢 量 . 同 理 ， 
(3/9u)* 也 是 类 光 矢 量 . 因此 称 v ,z 为 类 光 坐 标 . 坐标 4 和 zx 的 取 值 范围 [ 见 式 (9-4-3)] 
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对 应 于 v 和 w 的 下 列 取 值 范围 ( 见 图 9-11): 
一 oo<V <oo， 一 oo<1U<oo.， (9-4-8) 
这 似乎 表明 所 有 类 光 测 地 线 都 是 完备 的 , 其 实 不 然 , 因为 v 和 并非 仿 射 参数 . 仿 
射 参数 可 借 类 时 Killing 矢量 场 (8180? 求 得 . 根据 定理 4-3-3, 下面 定义 的 瑟 沿 任 
一 类 光 测 地 线 n(1) 为 常数 
E :=—g,,(0/0t)°(0/04) =—go0dt/d4=xdt/d4, (9-4-9) 
其 中 4 为 仿 射 参数 .注意 到 x 在 任 一 “外 向 ”类 光 测 地 线 上 为 常数 ， 把 式 (9-4-6) 
代入 式 (9-4-9) 得 
2FE 2FE 
定义 V:= @’. (9-4-11) 
因 e™ /2E 及 ci 为 常数 ,4 为 仿 射 参数 ， 式 (9-4-10) 表 明 V =e 也 是 “外 向 ”类 光 测 
地 线 的 仿 射 参数 ( 见 定理 3-3-3). 由 式 (9-4-8) 和 V =e’ 可 知 V 的 取 值 范围 是 (0, o%) ， 
可 见 “ 外 向 ”类 光 测 地 线 是 不 完备 的 .。 同 理 ， 对 “内 向 ”类 光 测 地 线 ， 
U:= ~e™ (9-4-12) 
是 仿 射 参数 .由 式 (9-4-8)、(9-4-12) 知 U 的 取 值 范围 是 (- %, 0) ， 故 “内 向 ”类 光 
测 地 线 也 是 不 完备 的 .这 是 否 表 明 Rindler 时 空 是 奇异 时 空 、x = 0 处 存在 时 空 奇 
性 ? 不 ,关键 在 于 Rindler 时 空 并 非 不 可 延 拓 时 空 而 是 某 个 更 大 时 空 删 去 某 些 区 域 
的 结果 . 要 确信 这 一 结论 ， 先 由 式 (9-4-11)、(9-4-12) 导 出 


一 下 


| edv = e+c， c= 常数 .(9-4-10) 


dVdU =e’*dvdu, (9-4-13) 
再 代入 式 (9-4-7) 得 
四 ds*=— dVdU. (9-4-14) 
新 坐标 Y，7 的 取 值 范围 
0<Y < oo， 一 oo<U <0 (9-4-15) 


是 由 原始 坐标 x 的 取 值 范围 0<x<o% 导出 的 ， 然 而 现在 没有 必要 死守 这 一 范围， 

因为 由 式 (9- 4-14) 可 知 度 规 在 坐标 系 {V, V} 中 的 唯一 非 零 分 量 gvv= -1/2 十 分 正常 ， 
即使 V, U 取 值 超出 式 (9-4-15) 的 范围 , 线 元 式 (9-4-14) 照 样 表 现 良 好 ,根本 不 存在 
什么 奇 点 .假如 一 开始 就 把 线 元 式 (9-4-14) 放 你 面前 而 不 提 及 以 前 的 所 有 内 容 ,你 
自然 认为 其 V,，U 取 值 毫 无 约束 ， 即 可 在 (- %, o%) 内 任意 取 值 ， 这 样 ， 我 们 通过 
引入 新 坐标 Y，7 而 实现 了 对 Rindler 度 规 的 定义 域 的 延 拓 .x = 0 代表 的 是 延 拓 后 
的 定义 域 中 的 点 (V 轴 的 正 半 轴 ， 见 图 9-12. )， 度 规 在 这 些 点 表现 正常 ， 只 是 度 规 
在 原始 坐标 系 {1,x} 中 的 分 量 在 这 些 点 表现 不 好 . 其 实 这 也 很 自然 , x=0 本 来 就 不 
属于 原始 坐标 系 的 坐标 域 (“ 擦 边 在 外 ”)， 当 初 称 x=0 处 有 奇 性 只 不 过 是 把 原始 
坐标 系 不 适当 地 用 到 了 坐标 域 之 外 . 所 以 x=0 处 的 奇 性 只 是 坐标 奇 性 . 如果 进 一 
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步 用 下 式 定义 坐标 T，XX: 
了 :=(V+DU)/2 ， X:=(V-U)/2, (9-4-16) 


图 9-12 2 维 Rindler 时 空 是 2 维 闵 氏 时 空 的 一 个 子 时空 (R 区 ) 


则 由 式 (9-4-14) 得 ds2= - d72 + daX2 ,可见 Rindler 度 规 其 实 是 平 直 度 规 , ”只 是 其 
真面目 被 原始 坐标 1, x 所 遮盖 . 由 式 (9-4-2) 定 义 的 Rindler 时 空 无 非 是 2 维 闵 氏 时 
室 的 一 个 子 时 空 [一 个 由 式 (9-4-15) 定 义 的 象限 ， 见 图 9-12 的 R 区 ]， 图 9-12 的 闵 
氏 时 空 是 图 9-11 的 Rindler 时 空 的 最 大 延 拓 . 由 太 =e = 一 VU 可 知 图 9-12 中 
V=0 及 U=0 的 两 条 直线 都 对 应 于 x= 0， 这 正 是 前 面 所 讲 的 “x = 0 不 属于 原始 
举 标 域 ( 擦 边 在 外 )” 的 具体 表现 . 虽然 图 9-11 中 的 两 族 类 光 测 地 线 与 图 9-12 中 及 
区 的 两 族 类 光 测 地 线 外 观 不 同 ， 但 本 质 一 样 ， 这 再 次 说 明 ， 对 同一 时 空 ， 由 于 所 
用 坐标 系 不 同 ， 时 空 图 可 以 千差万别 . 


9.4.3” 施 瓦 西 时 空 的 Kruskal 延 折 


作为 微分 方程 , 爱 因 斯 坦 方程 是 局 域 性 的 (给 定 流 形 一 点 及 其 任 一 邻 域 就 可 谈 
及 微分 方程 ). 方程 的 每 个 解 代 表 一 个 度 规 , 至 于 该 度 规定 义 在 怎样 一 个 流 形 上 (这 
是 个 整体 问题 )， 则 只 能 在 求解 后 讨论 ， 以 原始 施 瓦 西 线 元 式 (9-4-1) 为 例 . 前 已 指 
出 该 线 元 在 +=0 和 r= 2M 处 存在 奇 性 . 由 于 背景 流 形 必须 连通 ,7 的 范围 既 可 
取 +>2M 也 可 取 0<r<2M, 但 不 可 取 二 者 之 并 . 不 妨 取 定 "> 2M， 再 设法 证 明 
r=2M 是 坐标 奇 点 . 证 明 的 方法 与 Rindler 情况 十 分 类 似 . Rindler 线 元 式 (9-4-2) 
不 但 是 2 维 的 ， 而且 存 在 类 时 Killing 矢量 场 (8180” ， 即 度 规 分 量 不 含 t， 这 进 一 
步 使 寻求 “好 ”坐标 系 的 任务 大 为 简化 .不 妨 把 完成 任务 的 方法 归 绪 为 如 下 的 程 
序 : 

ds =—xdt* + dx* =x’(-dt* +x dx’). 

定义 x 的 函数 (x) 使 满足 dx, = 二 dz ， 则 ds? = 和 (一 d +dx). 令 D := 为， 


Q@ 与 阅 氏 度 规 最 多 只 差 到 一 个 微分 同 胚 , 因而 等 价 ( 有 相同 几何 , 见 8.10.2. 小 他) 
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4 := 一 为 ， 即 t=(V+W)/2, x =vV-wu)/2,， 则 -df?+dx,?=--dvdu. 故 
ds* =—xdvdu =- er*dvdu =-dydr ， 
其 中 V =e ，U := ~-e™. 施 瓦 西 度 规 也 有 Killing 矢量 场 (3818D? ， 等 价 地 ， 其 线 
元 式 (9-4-1) 前 两 维 ( 记 作 d$ ) 的 系数 也 不 含 :， 所 以 上 述 程 序 同样 适用 : 
dS$* =— (1 -2M/r)dt* +(1-2M/r)-1dr? 
=(1 -2M/r) [-dr” +0 -2M/r) dr =(1-2M/r) (dt +dr?), (9-4-17) 
其 中 dr, := (1 ~- 2M/ r) dr， (9-4-18) 


取 r. :=7+2M ]n E , (9-4-19) 
2M 


7 束 是 式 (8-9-1) 的 乌 包 坐 标 . 令 
VU:=1+h， UWU:=tf-f 或 1=(v+u)/2, 1 =(v—u)/2, (9-4-20) 


则 vv 和 的 取 值 范围 是 


-ooO<V,U<oo. (9-4-21) 
由 式 (9-4-20) 得 -dr* +dr” =-dvdu ， 故 
d$* =— (1 -2M/r) dvdu. (9-4-22) 
令 V:= et’, U := -eA (B 为 待定 常数 )， (9-4-23) 
则 V 和 U0 的 取 值 范围 是 
0<V<ow, -oo<U<0, (9-4-24) 
且 dvdu = Bp™es dydr ， 
故 ds* =— Bp™ | er WWqVvaU. 
r 


上 式 右边 的 因子 ee 可 用 式 (9-4-20) 表 为 eM =e?6* ， 用 式 (9-4-19) 表 出 


4BM 
eBlu-v) - | 2M | | 


r—-2M 
4BM 
故 ds* =— Bp™ | ep | dVdU . 
r r—2M 
有 可 能 使 上 式 奇异 的 情况 是 >= 0 和 r- 2M = 0， 后 者 可 通过 选 
B=1/4M (9-4-25) 
而 消除 : 
3 
ds* =— Bp™ M4 prqydU - _3M rn gyav. (9-4-26) 
r Tr 


上 式 表明 度 规 分 量 在 r= 2M 处 不 再 奇异 ， 故 可 把 V,，U 的 取 值 范 围 延 拓 至 V<0 
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和 U>0 的 区 域 . 与 Rindler 情况 不 同 的 是 ， 式 (9-4-26) 表 明 >= 0 仍 是 奇 点 ,， 故 7 
的 范围 只 能 限于 r> 0, 可 见 V 和 忌 的 取 值 并 非 毫 无 限制 ,它们 的 搭配 必须 满足 r> 0 
的 条 件 ， 再 令 


7 := 5Y+D)， X := VD), (9-4-27) 
并 补 上 后 两 维 ， 便 得 施 瓦 西 度 规 在 Kruskal 坐标 系 {T,X, 0, 9} 中 的 线 元 表达 式 
3 
(dT?*+dX’)+r*(d0’ +sin20 dp) . (9-4-28) 
r 


上 式 表明 施 瓦 西 度 规 可 以 定义 在 一 个 比 原来 定义 域 (r > 2M) 大 得 多 的 流 形 上 . 一 般 
地 说 ， 时 空 ( 必 K,， 8) 称 为 时 空 (M，goz) 的 一 个 延 拓 (extension), 车 McM 上 且 
gap 1, = Sab |， 9 vpeM. 现在 所 得 到 的 原始 施 瓦 西 时 空 x 的 延 拓 称 为 Kruskal 延 折 


[Kruskal(1960)]， 在 这 一 延 拓 中 ， 坐 标 7T, X 可 取 遍 >> 0 所 允许 的 一 切 值 . 线 元 
式 (9-4-28) 中 的 应 看 作 坐 标 T 和 XX 的 函数 ， 此 函数 由 下 式 定 义 (不 难 由 新 旧 坐 标 
的 关系 证 明 ): 


二 二 er'2M = 和 2 72 . (9-4-29) 
2M 


由 于 有 球 对 称 性 ， 可 以 只 画 前 两 维 的 时 空 图 ( 见 图 9-13)， 把 图 中 的 每 点 想像 为 一 
个 S*(2 维 球面 ) 就 得 到 4 维 时 空 。 式 (9-4-28) 的 因子 -dT + dX 表明 ， 在 以 T,X 为 
坐标 轴 的 2 维 施 瓦 西 时空 图 中 ，( 径 向 ) 类 光 曲 线 都 是 土 45° 斜 直线 .这 为 讨论 提供 
很 大 方便 . 
由 式 (9-4-29) 可 知 r= 常数 ”对 应 于 X -7T“= 常数 ， 即 7T~X 面 中 的 双 曲 线 
(r= 2M 时 为 一 对 斜 直 线 )， 补 上 后 两 维 就 是 旋转 双 曲 面 (4 维 流 形 中 的 超 曲 面 )， 其 
中 两 个 特例 很 重要 : 
(1) r=0 对 应 于 X -7T = -1. 可见 Kruskal 延 拓 的 限制 范围 +>0 也 可 用 坐标 
表 为 
> de a (9-4-30) 
不 难 证 明 任 一 r 0 的 径 向 类 光 或 类 时 测 地 线 都 不 完备 ， 由 计算 又 知 标量 场 
RopcdR*" 在 这 些 测 地 线 上 的 值 当 r 下 0 时 趋 于 % (与 + 一 2M 时 RapcsR”“ 趋 于 有 限 
值 明 显 不 同 )， 因 而 存在 s.p. 曲 率 奇 性 ， 这 暗示 时 空 不 能 再 延 拓 至 r+ =0 及 其 以 外 
(r<0), 说 明 r=0 是 时 空 奇 点 ，Kruskal 延 拓 是 施 瓦 西 时 空 的 最 大 延 拓 (maximal 
extension). 图 9-13(a) 的 阴影 部 分 对 应 于 >< 0, 不 属于 延 拓 后 的 时 空 . 两 条 锯齿 状 
双 曲 线 代表 时 空 奇 性 >= 0 所 在 处 (“ 奇 点 ”在 4 维 时 空中 不 是 一 个 点 )， 图 中 的 时 
空 范围 是 民 的 一 个 开 子 集 ， 同 胚 于 到 ， 而 2 维 球面 的 拓扑 结构 是 $， 所 以 最 大 
延 拓 的 4 维 施 瓦 西 时 空 的 拓扑 结构 是 恨 * xS”. 请 特别 注意 图 9-13 中 阴影 区 外 每 个 
点 都 代表 一 个 S*,， 两 个 不 同 的 点 代表 两 个 不 同 的 S*, 尤其 是 , 例如 p 和 p' 点 , 它 
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们 并 非 是 同一 S$ 上 的 两 点 ， 亦 非 代表 同 一 个 $$， 而 是 每 点 各 代表 一 个 S2 


T 
” | V 
NN te _ 
N2- 人 NT 人 


ee (a) A 和 和 A' 代 表 两 个 无 因果 联系 的 渐 近 平 直 区 .B 为 黑洞 区 ，W 为 白 洞 区 . 
Ni 和 N3 是 黑洞 的 事件 视界 .锯齿 状 曲 线 代表 奇 性 所 在 处 (不 属于 时 空 ) 


T 
U V 
r=0 
~ Y 
、\ py 
中 从 常 阁 7 4 
人 WS/ t= 常数 
X 
a Pp 
py ~ 
\ 
: Se 
py \ CN 忆 
NN 
以 < > 
r=0 广 


(b) 双 曲 线 上 >= 常数， 过 原点 直线 上 t= 常数， 两 条 过 原点 的 45° 斜 直线 上 r=2M,t=+t%. 
图 9-13 施 瓦 西 时 空 的 Kruskal 最 大 延 拓 


(2)r=2M 对 应 于 X -7T ?=0， 即 7= 士 X, 在 2 维 图 中 代表 两 条 过 原点 的 '45。 
斜 直线 [图 9-13(a) 的 Ni 和 N2], 在 4 维 时 空中 是 两 个 3 维 面 (类 光 超 曲面 ), 它们 把 
时 空 分 成 4 个 开 区 域 :A 区 由 站 >0 及 X*>7T*( 即 V>0,U<0) 表 征 , 由 式 (9-4-29) 
可 知 A 区 相当 于 r > 2M 的 时 空 区 ， 是 原始 的 {t, +} 坐标 系 的 坐标 域 ， 也 是 Kruskal 
延 拓 的 出 发 区 (“根据 地 ”)， 把 图 9-13(a) 的 流 形 看 作 前 面 关 于 延 拓 时 空 的 一 般 定 
义 中 的 M ， 其 度 规 8 由 线 元 式 (9-4-28) 描 述 ; 把 A 区 看 作 流 形 M， 其 度 规 gw 由 
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线 元 式 (9-4-1) 描 述 ， 线 元 式 (9-4-28) 无 非 是 式 (9-4-1) 做 坐标 变换 的 结果 ， 两 者 在 A 
区 内 代表 相同 度 规 场 gp， 故 (M,&6) 的 确 是 (4, gop) (原始 的 施 瓦 西 时 空 ) 的 一 个 延 
拓 . B，W 和 A' 三 区 都 是 从 A 区 出 发 做 延 拓 的 产物 . A 区 的 边界 点 满足 V=0 或 
U =0， 而 由 式 (9-4-20) 及 V,U 的 定义 又 得 1=2M [lnV 一 ln(-0)]， 可见 A 区 的 点 
在 趋 于 边界 时 1 一 +too [ 见 图 9-13(b)], 说 明 1 在 两 条 斜 直 线 上 没有 定义 ， 这 正 是 施 
瓦 西 线 元 (9-4-]) 在 r= 2M 处 表现 奇异 的 原因 (两 线 不 属于 坐标 系 {t,7} 的 坐标 域 , 恰 
恰 是 擦 边 在 外 . ). 
坐标 1 + 在 B，W 和 A' 三 区 尚未 定义 .注意 到 A 区 中 坐标 V, 0 与 坐标 1， 

六 的 关系 


V =exp[(xr.+t)/4M)], U =—exp{(n,—1)/4M |] ， (9-4-31) 
可 反 过 来 用 V, U0 依 以 下 关系 定义 其 他 三 区 的 1,，r 坐标 : 
B 区 V=exp[(x+t)/4M], U=exp[(-)/4M]:; 
W 区 =-exp[(r+hD14M]， U=-exp[(x-t)/4M]; (9-4-311) 
A' 区 V=~exp[(x+t)/4M], U=exp[(x-t)/4M]; 
其 中 n=r+2MIn 1r/2M -11. (9-4-32) 


把 线 元 式 (9-4-28) 用 于 B, W，A' 区 并 借 式 (9-4-31')、(9-4-32) 改 写 为 以 t, r 表 出 的 
线 元 ,结果 仍 为 式 (9-4-1), 其 中 7 的 范围 对 B,W 区 为 0<r<2M, 对 A' 区 为 r >2M. 
可 见 A，A' 区 和 B, W 区 的 度 规 就 是 原始 施 瓦 西 线 元 式 (9-4-1) 分 别 限 于 rr>2M 和 
0<r<2M 的 结果 .4 个 区 中 坐标 了, 匀 与 1, r 的 关系 如 下 : 


A 区 T=(r/2M -Der4U sh (1/4M), 
X=(r/2M -1) et ch(1/4M); (9-4-33) 
B 区 7 =(-r/2M) “eM ch(t/4M), 
X=(1-r/2M) et sh(t/4M); (9-4-34) 
W 区 T=-(-r/2M) eV ch(t/4M), 
X=-(1-r/2M) “esY sh(t/4M); (9-4-35) 
A' 区 T =-(r/2M -De WU sh(t/4M), 
X=-(r/2M -1 e’’ ch(t/4M); (9-4-36) 
A，B，W，A' 区 (r/2M -De 党 = 和 一 7 ， (9-4-37) 
A，A' 区 t/2M =2th™'(T/X), (9-4-38) 
B、W 区 1/2M = 2th '(X/T). (9-4-39) 


本 小 节 开 始 时 讲 过 ， 根 据 式 (9-4-D)， 一 方面 不 允许 取 r= 2M， 田 一 方面 也 不 
允许 既 取 +r>2M 又 取 0<r<2M (否则 不 连通 ). 但 有 了 Kruskal 延 拓 就 不 同 . 这 一 
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延 拓 表明 施 瓦 西 度 规 在 A，B 区 及 其 交界 Ni (在 其 上 r=2M，t=%) 都 有 定义 ， 
AUN1 UB 是 一 个 连通 流 形 ， 由 A 区 中 任 一 点 出 发 的 “内 向 ”( 指 > 值 不 断 减 小 ) 
的 、 指 向 未 来 的 类 光 或 类 时 曲线 将 不 可 避免 地 穿越 N+ 进入 B 区 . 反之 ，B 区 中 
任 一 点 发 出 的 指向 未 来 的 类 时 或 类 光 曲 线 都 不 可 能 穿越 N+ 进入 A 区 ,它们 的 必 
然 归 和 窒 是 掉 进 奇 点 ( 奇 点 不 属于 时 空 ，“ 掉 进 奇 点 ”的 准确 含义 是 指 该 世界 线 的 7 
值 越 来 越 小 ,无 限 逼 近 于 0. 对 类 时 测 地 线 ， 掉 进 奇 点 意味 着 它 所 代表 的 自由 下 落 
观 者 从 固有 时 达到 某 值 开始 从 时 空中 消失 , 这 实在 奇 得 不 可 思议 . ). 这 表明 N+ 是 
个 “有 进 无 出 ”的 “ 单 向 膜 ”,A 区 中 的 任何 物体 (连同 光子 ) 一 旦 穿 过 它 而 进入 B 
区 就 永远 不 能 回 到 A 区 (只 能 掉 进 奇 点 )， 因 此 B 区 叫 黑洞 (black hole)，NT+ 叫 事件 
视界 (event horizon)， 考 虑 到 图 9-13 中 的 每 点 代表 一 个 2 维 球面 ， 可 知 黑洞 是 个 4 
维 时 空 区 域 ， 而 事件 视界 则 是 个 (3 维 ) 类 光 超 曲面 (事件 视界 是 类 光 超 曲面 的 证 明 
留 作 习题 .见习 题 11 的 提示 )，A' 区 由 和 <0 及 X?>7 表征, 它 也 有 r+> 2M， 
事实 上 它 与 A 区 有 完全 一 样 的 性 质 ， 包 括 它 与 黑洞 B 的 关系 也 类 似 于 A 区 与 B 
区 的 关系 ， 故 N35 是 A' 区 的 事件 视界 . 但 A' 与 A 区 之 间 没 有 任何 因果 联系 : 从 A 
出 发 的 任 一 类 时 或 类 光 曲 线 都 不 能 进入 A' 区 , 反之 亦 然 ， 在 这 个 意义 上 也 常 把 A 
与 A' 区 称 为 两 个 (互相 不 关联 的 )“ 宇 害 ”. W 区 由 7T<0 及 X*<7T? 表征 , 它 也 有 
r<2M. W 区 与 A( 或 A') 区 也 只 有 “一 膜 之 隔 ”, 这 “ 膜 ” 就 是 类 光 超 曲面 N; (或 
Ni ). N; 和 Ni 都 是 ”有 出 无 进 ” 的 “ 单 向 膜 ”，W 区 中 任 一 指向 未 来 的 类 时 或 类 
光 曲 线 都 将 穿越 N; (或 Ni ) 而 进入 A( 或 A') 区 ， 既然 B 区 叫 黑洞 ，W 区 自然 叫 自 
洞 (white hole). 

以 上 是 在 全 时 空 为 真空 的 前 提 下 得 到 的 施 瓦 西 最 大 延 拓 .， 虽 然 这 一 延 拓 包含 
了 于 奉 洞 、 白 洞 、 事 件 视界 以 及 两 个 全 同 “ 宇 害 ” 等 诱 人 术语 ， 其 物理 存在 性 (真实 
性 ) 却 还 须 男 做 讨论 。 从 初 值 问题 的 角度 考虑 ， 整 个 时 空 存在 的 可 能 性 很 小 , 但 其 
中 的 一 部 分 (包括 A，B 区 及 其 间 的 事件 视界 的 一 部 分 ) 却 很 有 意义 ， 详 见 9.4.6 小 
TD. 

作为 本 小 节 的 结束 , 我 们 讨论 最 大 延 拓 施 瓦 西 时 空 的 Killing 矢量 场 . 延 拓 前 
的 时 空 有 4 个 独立 的 Killing 矢量 场 , 其 中 3 个 反映 球 对 称 性 , 见 § 8.2 的 6 ,如 ， 
名 ; 第 4 个 反映 静态 性 ， 即 6 = (0/01)*. 后 ，6"，6* 对 最 大 延 拓 的 施 瓦 西 时 空 
仍 是 反映 球 对 称 性 的 Killing 场 ， 由 于 坐标 1 在 A，A' ，B，W 四 区 中 都 有 定义 ， 
且 在 每 区 用 坐标 1, r 写 出 的 线 元 都 是 原始 施 瓦 西 形式 ， 故 各 区 的 &* = (93/91)* 仍 是 
Killing 场 . 注意 , 2 在 B 和 W 区 不 是 类 时 而 是 类 空 ,因为 由 线 元 式 (9-4-1) 知 rr<2M 
导致 8 (0/01)” (6/61) >0. 除 6 ，6* ,6 和 外 不 存在 其 他 独立 的 Killing 矢量 
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场 , 故 B 和 W 区 不 是 静态 时 空 区 . (3/80)? 在 类 光 超 曲面 Ni 和 Nz 上 无 意义 ， 因 坐 
标 t 在 其 上 无 意义 (1=+%).， 然而 可 用 坐标 基 矢 (6/0V)* 和 (0/0U)?* 在 A 区 把 经 表 
为 

E =(0/07) 二 | V(O0/0V) ~U(0/0U0)], (9-4-40) 


由 于 (3/6Y) 和 (3/6U) 在 Ni 和 和 Nz 上 有 定义 ， 可 用 上 式 定 义 Ni 和 N2 上 的 矢量 场 
5", 并 验证 它 是 类 光 Killing 矢量 场 . 于 是 在 全 流 形 上 有 第 4 个 C” 的 Killing 矢量 
场 ， 而 且 它 同 其 他 3 个 独立 Killing 矢量 场 正 交 .可见 最 大 延 拓 的 施 瓦 西 时 空 
的 对 称 性 由 4 个 Killing 场 描写 ， 前 3 个 反映 球 对 称 性 , 第 4 个 ( 指 *) 在 A 和 A 
区 为 类 时 , 在 B 和 W 区 为 类 空 ， 而 在 Ni 和 N2z 上 为 类 光 . 由 此 可 知 Birkhoff 定理 
的 原始 提 法 “真空 爱 因 斯 坦 方程 的 球 对 称 解 必 为 静态 度 规 ”中 的 “静态 ” 改 为 “ 施 
瓦 西 ”的 必要 性 ( 见 8.3.3 小 节 ): 施 瓦 西 度 规 不 一 定 是 静态 度 规 ， 从 几何 角度 看 ， 
Birkhoff 定理 的 实质 是 : 若 度 规 满 足 真空 爱 因 斯 坦 方程 旦 具有 反映 球 对 称 性 的 3 
个 Killing 场 ， 则 它 必 有 第 4 个 (额外 的 ,并 非 事 先 指 定 的 )Killing 矢量 场 &*, 它 既 
可 为 类 时 ， 也 可 为 类 空 甚至 类 光 ， 视 所 论 时 空 点 而 定 . 
9.4.4 施 瓦 西 时 空 的 无 限 红 移 面 

设 事件 视界 以 外 的 静态 观 者 G 和 G' 的 径 向 坐标 分 别 为 -和 r'(>7) ,G 向 G' 发 


光 ， 由 式 (9-2-3) 便 可 求 得 红 移 z=(X' 一 4)/4. 若 把 r' 固定 , 则 z 是 r+ 的 函数 ,满足 
dz(ry/dr <0 以 及 lim z(r)=%. 因此 超 曲 面 r= 2M 亦 称 无 限 红 移 面 (surface of 


infinite redshift). 然而 , 不 应 说 “无 限 红 移 面 所 发 的 光 到 达观 者 G' 时 有 无 限 红 移 ”， 
因为 超 曲面 += 2M (事件 视界 ) 上 任 一 点 发 出 的 外 向 类 光 测 地 线 都 只 能 躺 在 视界 
上 而 不 能 到 达 Cr . 

施 瓦 西 时 空 ( 指 A 区 ) 只 有 一 个 静态 参考 系 ( 只 有 一 个 超 曲面 正 交 的 Killing 矢量 
场 , 即 6 . ), 然而 却 有 无 限 多 个 稳 态 参考 系 . 这 是 因为 < 和 类 空 Killing 场 (9/09)* 
的 线性 组 合 6* =6* + B(0/99)*( 其 中 B 为 常数 ) 仍 是 Killing 场 ，E* 在 其 为 类 时 的 
区 域 就 对 应 于 稳 态 参考 系 ， 式 (9-2-2) 对 任 一 稳 态 参考 系 都 适用 ， 只 须 把 式 中 的 如 
理解 为 2? .无 限 红 移 面 对 应 于 -CE*& = 0 ， 因 此 依赖 于 所 涉及 的 稳 态 参考 系 ， 事 实 
上 ， 如 果 愿 意 ， 连 闵 氏 时 空 也 可 找到 存在 无 限 红 移 面 的 稳 态 参考 系 . 由 于 施 瓦 西 
时 空中 静态 参考 系 是 唯一 的 ， 不 加 说 明 时 的 无 限 红 移 面 就 是 指 -<#e& = 0 的 面 (与 
事件 视界 重合 )，“ 红 移 因 子 ” 就 是 指 

Y = (多 名) =(L-2M/mD 
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9.4.5” 岩 入 图 [选读 ; 


不 少 文献 、 教 材 和 科普 著作 喜欢 用 嵌入 图 ( 见 图 9-14) 来 直观 描述 施 瓦 西 黑 
洞 . 本 小 节 对 识 入 图 做 一 介绍 . 为 了 由 浅 入 深 , 先 讨 论 静 态 球 对 称 恒星 的 岁入 图 . 和 式 
(9-3-19) 代 表 静 态 球 对 称 恒星 内 部 的 度 规 ， 它 在 任 一 等 ! 面 Zi 上 的 诱导 线 元 为 
-1 
ds -2 | dr* +r*(d0’ +sin20 dp’). (9-4-41) 
r 
以 RR 代表 恒星 半径 ， 若 令 m(n) 在 +r 三 R 时 取 常 值 M=m(R) ， 则 上 式 对 恒星 内 外 都 
适用 . 这 是 一 个 弯曲 线 元 . 由 于 球 对 称 性 ,可 只 考虑 忆 中 0O=T/2 的 截面 ( 记 作 9)， 
其 诱导 线 元 为 


(9-4-42) 


图 9-14 施 瓦 西 时 空 的 嵌入 图 (T=0， 压 缩 掉 一 维 ) 


以 8 四 代表 这 个 线 元 对 应 的 度 规 ， 则 (S, gap) 是 2 维 歼 曼 空 间 . 为 了 直观 地 表现 其 内 
京 弯曲 情况 ， 可 把 它 镶 谈 进 高 一 维 的 欧 氏 空间 (及 3,56) 中 ， 即 考虑 嵌入 映射 
fg :5 一 民 ， 利用 GlS] 在 RR 中 的 外 部 弯曲 情况 直观 地 反映 (S，gap) 的 内 豪 弯曲 情 
况 . 图 9-15 就 是 把 (S$, gas) 谋 进 ( 妥 ”,6,,) 的 说 入 图 由 图 看 出 , 越 是 远离 恒星 中 心 ， 
室 间 弯曲 越 是 轻微 ， 当 r+ 一 吕 时 趋 于 平 直 ， 但 是 ， 这 个 图 是 怎么 画 出 的 ? 根据 什 
么 原则 画图 才 有 此 等 功效 ? 
3 维 欧 氏 度 规 6， 在 柱 坐 标 系 {z, r, 9} 的 线 元 表达 式 为 

ds* =dz* +dr* +r dp”. (9-4-43) 
在 S$ 上 取 一 径 向 元 线段 ， 首 末 点 p，p' 的 7 值 之 差 为 dr ( 见 图 9-16 左 )， 车 把 这 线 
段 平 移 至 8$ 上 7 了 值 不 同 之 处 ， 则 新 旧 两 线段 虽然 dr 相同 ,但 线 长 一 般 不 等 [ 见 式 
(9-4-42)]. 这 是 (5, gap) 内 豪 弯曲 的 一 种 重要 表现 . 令 q=9(p) ，9' 三 内 D) ， 只 要 画 
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图 时 保证 元 段 q9' 与 pp' 线 长 相等 ， 则 GIS] 在 民 中 的 外 部 弯曲 情况 就 反映 (S$，gap) 
的 上 述 内 豪 弯 曲 性 . 这 就 是 诅 入 图 的 绘制 原则 .， 据 此 便 可 找到 曲面 [5S] 的 方程 ， 
从 而 画 出 [S$]. 作为 民 中 的 超 曲 面 ，G[S] 的 方程 可 以 表 为 f(z,r)=0( 轴 对 称 性 使 
不 含 p9)， 对 应 于 一 元 浮 数 z=z(r)， 它 代表 GL[S] 上 任 一 点 的 z 值 对 7 值 的 依从 关 
系 . 于 是 9[$] 上任 一 元 线段 的 线 长 为 

ds* =dz +dr* +r* dog* ={[dz(r)/drY +1}dr* +r dy”. (9-4-44) 
与 式 (9-4-42) 对 比 得 


-1 
dz(n) | ， 人 2m(7) dz(r)_ | 2m(r) 网 
2 + ] ， 印 (9-4-45) 
[| 2m(r') ; 
故 en)= | 7 dr” (对 0<r<%)， (9-4-46) 


因为 对 r>2R 有 m(r)=M ， 所 以 


zn)= V8M (r-2M)+C (对 7r2R), (9-4-47) 
a - R {2m(r) 和 
其 中 C=-V8M CR-200)+| 1 dr (9-4-48) 


为 常数 . 虽然 对 rr<R 的 点 z(7) 取 决 于 ma( 门 的 函数 形式 ， 但 六 > 2m(7) 保 证 z( 门 是 单 
调 常 增 函 数 , 而 式 (9-4-47) 则 表明 GL[S] 在 r>R 时 为 旋转 抛物 面 . 于 是 有 图 9-15 那 
样 的 庶 入 图 (对 r<R 只 是 定性 地 画 出 )， 请 注意 , 嵌入 图 的 背景 欧 氏 空间 (及 ,5，) 
只 是 为 表现 计 S] 而 人 为 引入 的 ， 真 正 有 物理 意义 的 点 只 是 9S] 上 的 点 (不 要 以 为 
“草帽 里 ”可 以 装 入 什么 东西 ). 


个 
忆 


了 


图 9-15 静态 球 对 称 恒星 的 谈 入 图 (压缩 掉 一 维 ) 


现在 就 不 难 理解 图 9-14, 它 其 实 是 施 瓦 西 解 的 Kruskal 延 拓 ( 见 图 9-13) 中 7=0 
(因而 1=0) 的 “全 空间 ” 马 的 嵌入 图 ，2 包含 图 9-13 中 位 于 针 轴 的 所 有 点 (每 点 
代表 一 个 球面 S“)， 仿 照 上 述 推导 可 知 庶 入 图 中 超 曲 面 折 驴 ) (图 中 压缩 一 维 ) 是 由 


方程 
z( 门 = 十 /8M (r—2M) (9-4-49) 
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图 9-16 从 静态 球 对 称 恒星 时 空中 的 5 面 到 (区 ,65,,) 的 说 入 映射 


决定 的 旋转 抛物 面 (由 于 渐 近 平 直 , 它 向 上 下 两 侧 发 展 为 两 个 近似 于 平面 的 曲面 . ). 
因为 20 中 任 一 点 的 + 值 都 大 于 等 于 2M， 所 以 谱 入 图 中 不 存在 r<2M 的 点 .整个 
“空间 ”被 r=2M 的 点 组 成 的 圆周 (其 实 是 球面 ) 分 为 上 下 两 半 ( 称 为 喉 ， 即 
throat. )， 分 别 对 应 于 图 9-13 (b) 中 贸 轴 上 义 >0 和 处 <0 两 部 分 . 例如 ， 图 9-13(b) 
的 p 和 p' 点 分 别 对 应 于 图 9-14 的 圆周 (球面 )G(p) 和 Gp(p'). 有 必要 再 次 提醒 读者 ， 
谋 入 图 中 只 有 那 张 旋转 抛物 面 才 代表 1=0 时 的 “全 空间 ” 驴 ， 面 外 各 点 并 无 物 
理 意义 . 


9.4.6 ” 球 对 称 恒星 的 引力 圾 缩 和 施 瓦 西 黑洞 


如 9.3.2 小 节 所 述 ， 演 化 后 期 的 球 对 称 恒星 要 想 维持 内 部 流体 静 力学 平衡 [ 满 
足 却 (9-3-17)] ， 其 质量 必须 小 于 中 子 星 质量 上 限 . 初始 质量 大 于 这 一 上 限 的 恒星 
如 果 不 能 在 演化 中 抛 出 足够 质量 从 而 成 为 稳定 的 白矮星 或 中 子 星 ， 就 根本 没有 稳 
定 状 态 可 言 ， 只 能 不 断 南 缩 而 成 黑洞 .根据 Birkhoff 定理 ( 见 8.3.3 小 节 )， 星 外 时 
空 必 有 施 瓦 西 度 规 ， 因 此 可 用 时 空 图 9-17 描述 . 图 中 无 阴影 部 分 与 图 9-13 的 相 
应 部 分 全 同 ， 但 阴影 部 分 则 由 星 内 度 规 ( 爱 因 斯 坦 方程 的 非 真 空 解 ) 描 述 ， 因 此 球 
对 称 坪 缩 星 的 时 空 根本 没有 白 洞 区 W， 也 没有 A' 区， 但 黑洞 区 B 以 及 A 区 的 一 
部 分 在 此 情况 下 却 有 重要 意义 .无 论 构 成 星体 的 物质 如 何 坚实 ， 只 要 星体 表面 越 
过 事件 视界 ， 就 只 能 不 断 收缩 ， 直 至 整个 星体 被 压 为 奇 点 .理由 很 简单 :星体 表 
面 任 一 点 的 世界 线 都 必须 位 于 光 锥 以 内 (类 时 ), 因 而 与 7 轴 的 夹 角 必须 小 于 45°( 注 
意 , 图 9-13 和 9-17 中 土 45° 斜 直线 代表 类 光 测 地 线 ). 施 瓦 西 坐标 只 能 覆盖 + > 2M 
(或 0<r<2M) 的 时 空 区域 ， 因 而 不 能 表现 恒星 晚期 夫 缩 为 施 瓦 西 黑 洞 的 全 过 程 ， 
特别 是 ， 不 能 表现 全 过 程 中 最 关键 的 一 步 一 一 星体 表面 缩 进 事件 视界 以 内 .如 果 
要 用 施 瓦 西 坐标 描写 恒星 去 缩 ， 则 只 能 画 成 图 9-18. 由 于 施 瓦 西 坐标 系 ( 关 键 在 坐 
标 0 在 r=2M 处 没有 定义 ， 此 图 实际 上 只 是 把 两 个 图 (分 别 表现 为 +>2M 和 
0<r<2M) 拼 在 一 起 的 结果 . 图 的 右边 (r > 2M1) 容 易 使 人 误 以 为 反 缩 星 表面 永远 处 
于 事件 视界 r= 2M 以 外 ， 这 种 误解 来 自 把 上 = 混同 于 “永远 ”( 知 道 芝 诺 伴 廖 的 
读者 可 注意 坐标 时 间 t 同 “ 阿 基 里 斯 时 间 ” 的 类 似 性 )， 由 图 9-13b 可 知 星体 表面 
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与 r=2M 的 交点 ( 见 图 9-17 的 p) 对 应 于 t=o% , 但 星体 表面 的 观 者 在 p 点 的 固有 时 
z 却 是 有 限 值 ， 他 从 此 进入 黑洞 并 在 很 短 的 Ar 内 掉 人 奇 点 (对 M =3M 的 黑洞 ， 
AT 约 为 2x10s. ). 
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图 9-17 用 Kruskal 坐标 描述 大 质量 恒星 晚期 ”图 9-18 用 施 瓦 西 坐标 描述 恒星 晚期 姐 缩 . 虽 
骨 缩 ， 施 瓦 西 真空 解 只 适用 于 星体 表面 以 外 ，。” 然 星体 表面 要 到 :+ -> oo 才 缩 至 r= 2M， 却 不 表 
B 区 代表 由 十 缩 造 成 的 黑洞 明 它 永远 处 于 视界 以 外 ， 因 为 坐标 时 趋 于 无 穷 
不 代表 “永远 ” 

恒星 雪 缩 成 黑洞 的 过 程 可 以 更 形象 地 用 另 一 坐标 系 一 一 内 向 Eddington 坐标 
系 {v, r,9, 9} 一 一 表示 , 它 虽 不 像 Kruskal 系 那样 能 覆盖 最 大 延 拓 的 施 瓦 西 时 空 ， 
但 能 覆盖 A 区 和 B 区 (而 不 像 施 瓦 西 坐标 系 那样 只 能 覆盖 4 个 区 中 的 任 一 个 ) 该 

系 的 r，0，9 与 施 瓦 西 系 的 对 应 坐标 相同 ，> := t+ rm 施 瓦 西 系 的 前 两 维 线 元 


d$” =— (1—2M/r) dt +(0-2M/r) dr’ (9-4-50) 

在 内 向 Eddington 系 成 为 
dS$* =— (1 -2M/r) dv* +2dvdr. (9-4-51) 
由 上 式 知 非 零 分 量 8,, = 一 (1-2M/r) ，g,, =1 及 行列 式 g = -1 在 r=2M 处 丝 表 现 
良好 , 故 r=2M 不 再 是 奇 点 . 再 考虑 到 ve (-oo, oo) 对 应 于 Ve (0,%) , 可 知 {v, r+} 


能 覆 关 图 9-13 的 A，B 区 . gr=0 和 g,, = 一 (1 一 2M/r) 还 表明 内 向 Eddington 系 
{v, r，9, 9} 的 坐标 基 矢 (6/0r)* 为 类 光 矢 量 而 (60/0v) 为 类 时 (对 A 区) 或 类 空 (对 B 
区 ) 和 天 量 . 设 w(4) 是 A，B 区 内 任 一 径 向 类 光 测 地 线 ， 则 由 式 (9-4-51) 有 


2 
0=— sd [加 2 dvdr dv = 1_ 2 dy dr 
r d4 d4d4 dA r /dA d4 
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说 明 径 疝 类 光 测 地 线 分 为 两 族 ， 分别 由 以 下 条 件 表征 : 


(1) dv/d4 = 0， 即 v= 常数 ; (9-4-52) 
2M \dv dr dv 27 

2 一 1- 一 一 | 一 +2 一 =0， 故 一 = 一 一， 9-4-53 

9 | r 和 d4 dr r—-2M ( ) 


第 一 族 类 光 测 地 线 在 v~r 图 中 为 水 平 直 线 ， 不够 直观 . 定义 1 := v-r ， 则 由 式 
(9-4-51) 得 
d$* =— (1—-2M/r) df* +(4M/r) ddr+ (+2M/r) dr’. (9-4-54) 
两 族 类 光 测 地 线 在 坐标 系 {1, +} 中 的 表现 如 图 9-19: 族 (1) (内 向 族 ) 的 方程 为 
df/ dr = 一 1 ， 因 而 是 斜率 为 -1 的 平行 直线 族 ; 族 (2) (外 向 族 ) 的 方程 则 为 
dt/dr=(r+2M)/(r—2M), 


f 
族 (2) 


2M 族 (1) 


图 9-19 2 维 施 瓦 西 时 空 两 族 类 光 测 地 线 在 {ft,r} 坐标 系 的 表现 


其 表现 颇 为 特别 : 除 一 条 为 竖 直 线 (r = 2M) 外 都 是 曲线 , 在 竖 直 线 以 右 的 线 的 7 值 
随 仿 射 参数 4 的 增 大 而 增 大 (真正 外 向 ), 但 在 竖 直 线 以 左 的 线 的 + 值 却 随 4 增 大 而 
减 小 (实际 上 内 向 ， 但 仍 属 外 向 族 . )， 这 一 怪事 反映 了 黑洞 的 重要 特征 : r = 2M 
是 事件 视界 , 在 视界 以 内 (r < 2M) 的 任何 光子 都 不 能 穿越 视界 而 到 达 洞 外 (r > 2M)， 
它们 的 > 值 只 能 不 断 减 小 至 零 . 由 两 族 类 光 测 地 线 可 方便 地 画 出 各 点 的 光 锥 ， 这 
对 分 析 质 点 的 运动 大 有 帮助 ， 因 为 质点 的 世界 线 为 类 时 线 ， 线 上 每 点 的 切 矢 必须 
限于 该 点 的 光 锥 之 内 .由 此 可 知事 件 视 界外 的 质点 可 穿越 视界 进入 黑洞 ， 而 一 旦 
进入 就 无 法 退出 ,只 能 掉 人 奇 点 . 把 图 9-19 以 了 轴 为 对 称 轴 旋 转 便 得 3 维 时 空 图 ( 见 
图 9-20)， 再 补 上 韦 缩 星 表面 的 世界 管 (图 中 的 炮弹 形 )， 就 可 形象 表现 坊 缩 为 黑洞 
的 星体 的 外 部 时 空 几何 ,为 便于 理解 ， 讨 论 以 下 假想 实验 (“假想 ”包括 忽略 潮汐 
力 的 后 果 ). 设 某 观 者 坐 着 燃料 充足 的 飞船 做 黑洞 探险 ， 如 果 他 不 开动 发 动机 ， 飞 
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船 将 自由 下 落 , 必然 穿 过 事件 视界 进入 黑洞 并 葬身 奇 点 . 如 条 他 在 到 达 视 界 前 ” 巧 
崖 勒 马 ”， 掉 转 船 头 ， 开 足 马 力 ( 即 在 了 尚未 小 到 2M 时 就 让 7 重新 变 大 )， 是 可 以 
安全 返航 并 提交 探险 报告 的 . 然而， 如 果 他 多 走 一 步 到 达 视 界 (须知 当 他 的 世界 线 
与 视界 相交 时 他 并 无 特殊 感觉 )， 就 将 “一 失足 成 千古 恨 ”， 因 为 由 视界 上 的 光 锥 
可 知 一 到 视界 就 无 法 逆转 ， 就 连 向 远方 朋友 打 个 无 线 电 话 也 传 不 出 去 ， 因 为 在 视 
界 上 所 发 出 的 “外 向 ”光子 只 能 沿 视 界 竖 直 向 上 (7 值 保持 为 2M). 


奇 点 r= 0 


图 9-20 {i,r} 系 中 恒星 雨 缩 为 黑洞 的 时 空 图 ， 黑 洞 探险 者 在 
到 达 视 界 前 如 不 掉 转 船 头 势必 掉 入 奇 点 


下 面 再 讨论 韦 缩 星 的 外 观 . 图 9-21 示 出 星体 表面 所 发 的 外 向 光子 到 达 外 部 静 
态 观 者 的 情况 .由 于 视界 以 内 的 星体 表面 所 发 光子 不 能 到 达 视 界 以 外 ， 外 部 观 者 
似乎 会 看 到 星体 逐渐 变 小 ， 忽 然 消 失 . 然而 细 观 图 9-21 可 知情 况 并 非 如 此 ， 由 于 
视界 以 外 的 外 向 光子 世界 线 越 靠 近视 界 越 了 汗 ， 在 视界 上 完全 竖 直 ( 身 在 视界 上 )， 
外 部 观 者 将 永远 (无 论 其 固有 时 7 为 多 大 ) 收 到 视界 外 的 星体 表面 所 发 的 光 ， 他 会 
感到 星体 的 收缩 越 来 越 慢 ， 星 体 越 来 越 趋 于 某 一 大 小 ，” 即 感到 星体 半径 以 越 来 


中 稍 后 将 看 到 外 部 观 者 收 到 的 光波 存在 越 来 越 严 重 的 红 移 . 因此 , 只 有 假定 (理论 上 ) 观 者 对 任何 波长 和 强度 
的 光 都 能 感受 , 他 才 会 有 正文 中 的 感觉 . 
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越 小 的 速率 趋 于 2M 并 将 “冻结 ”在 这 一 大 小 .这 种 现象 也 称 为 引力 场 中 的 钟 慢 
效应 . 第 6 章 曾 指出 , 在 比较 钟 速 时 首先 要 确定 比较 的 具体 办 法 (约定 一 个 明确 的 
“ 比 钟 ”方案 )， 在 图 9-21 的 情况 下 ， 光 子 世界 线 就 成 为 选择 比 钟 方案 的 关键 : 
我 们 约定 把 两 条 相 邻 的 径 向 光子 世界 线 在 星体 表面 观 者 和 外 部 观 者 世界 线 上 分 别 
定 出 的 固有 时 间 Arz 和 Ar 作为 比较 对 象 . 计算 表明 ( 见 选读 9-4-3) Ar'> Ar ， 而且 
在 AD =A5 则 A 刀 >A 霹 ， 即 Ar/Azr 随 * 增加 而 增加 ， 所 以 外 部 观 者 认为 星体 表 
面 的 标准 钟 不 但 比 自己 的 钟 慢 ， 而 且 越 走 越 慢 ( 请 注意 ， 这 种 “认为 ”是 时 空 几何 
以 及 刚才 所 约定 的 比 钟 方案 的 共同 结果 )， 这 种 钟 慢 效 应 的 另 一 表现 就 是 红 移 . 把 


9-21 外 部 观 者 原则 上 可 永 
远 收 到 视界 外 的 星体 表面 所 发 
的 光 . AT > A 表明 存在 红 移 ; 
Az = A7Tl 而 A >A 二 表明 红 
移 越 来 越 其 


表现 为 图 中 的 两 族 线 . 


[选读 9-4-2] 


为 简化 讨论 ， 考 虑 最 简 


两 条 相 邻 径 问 类 光 测 地 线 看 作 两 个 相 邻 波 峰 的 世界 
线 ，Arz 和 Ar 便 分 别 是 星体 表面 观 者 和 外 部 观 者 测 
得 光波 的 周期 ，Ar > Ar 便 说 明 外 部 观 者 收 到 的 光 
波 有 较 大 波长 ， 即 有 红 移 ; 而 Ar/Ar 随 z 增 加 而 增 
加 则 说 明 红 移 越 来 越 甚 . 不 过 这 种 红 移 与 9.2.1 小 节 
讨论 的 稳 态 观 者 之 间 的 红 移 有 所 不 同 ， 因 为 星体 表 
面 的 观 者 不 是 稳 态 观 者 ， 详 见 选 读 9-4-2. 
[选读 9-4-1] 

同一 物理 过 程 在 不 同 坐 标 系 中 有 如 此 不 同 的 时 
空 图 ， 这 往往 使 初学 者 感到 困惑 不 解 . 问题 的 实质 
其 实 很 简单 : 坐标 系 按 定义 无 非 是 从 流 形 的 某 个 开 
集 O 到 民 的 菜 个 开 集 VV 的 映射 ,时 空 图 是 指 V 中 的 
图 . 同一 物理 过 程 在 不 同 坐 标 系 中 当然 可 有 不 同 的 
时 空 图 ， 不 妨 说 物理 过 程 是 绝对 的 ， 而 时 空 图 (由 于 
涉及 坐标 系 ) 是 相对 的 . 本 书 在 第 一 次 介绍 时 空 图 时 
(6.1.5 小 节 ) 就 已 指出 过 这 一 问题 . 

由 式 (9-4-54) 可 知 坐 标 基 舌 (B/87)? 与 (B/8r)? 并 
不 正 交 . 图 9-19 把 ! 轴 和 7 轴 画 成 正 交 ， 是 因为 时 
空 图 是 民 的 开 集 V 中 的 图 ， 并 不 直接 反映 时 空 度 
规 ， 因 而 不 反映 拓 量 的 正 交 性 .图 9-19 所 表达 的 只 
是 : 所 有 竖 直 线 都 是 7 为 常数 的 线 , 所 有 水 平 线 都 是 
1 为 常数 的 线 . 只 有 这 样 ， 由 df/dr=-1l 和 
df/dr=(r+2M)Mr -2M) 刻 划 的 两 族 类 光 测 地 线 才 


单 的 恒星 模型 ， 即 均匀 密度 的 无 压强 球 对 称 星 (尘埃 
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云 )， 由 于 压强 梯度 为 零 ， 星 体 表面 每 点 的 世界 线 都 是 径 向 类 时 测 地 线 ， 图 9-22 
示 出 星体 表面 某 事 件 p 所 发 光子 到 达 外 部 观 者 (事件 p' ) 的 情况 ，2Z“ 和 2 分 别 代 
表 p 点 的 径 向 自由 下 落 观 者 和 静态 观 者 的 4 速 ，2Z” 代表 外 部 静态 观 者 在 p' 点 的 
4 速 . 设 儿 ，4 禾 分 别 是 Z”，2Z” 和 2Z”" 测 同一 光子 所 得 的 波长 ， 则 由 式 (9-2-2) 
可 知 

4_Y (9-4-55) 


其 中 


1/2 1/2 
X=(-6°E,) | a ， Y=(-6"6,) | =|1- 2 (9-4-56) 
P r(p) 2 "(Pp ) 


然而 前 面 提 到 的 Ar > Ar 所 对 应 的 红 移 却 是 指 (4' 一 4)/4. 在 式 (9-4-55) 的 基础 上 ， 
欲求 4'/ 儿 只 须 求 4/4. 这 时 间 题 只 涉及 pp 点， 可 用 同 狭义 相对 论 相 同 的 手法 处 理 
( 见 87.2 和 37.5)， 这 实质 上 就 是 多 普 勒 频 移 问 题 ， 允 许 直 接 使 用 式 (6-6-48a)， 式 
中 的 7 可 求 之 如 下 : 
y=-gw2"2* =—gap(0/07) x (0/01)? = YE. 
(其 中 巨 是 以 Z ?为 切 拓 的 类 时 测 地 线 的 能 量 . ) 再 由 y= (1-wu) 中 求 得 Z" 相 对于? 
的 3 速率 4 = VE2 - X2 1/ 已， 代入 式 (6-6-48a) 便 得 
py /rr2 _ ,2 
4_L+yE -YH (9-4-57) 
1 4 
上 式 表 明 , 当 pp 点 无 限 趋 近 事 件 视 界 时 , 观 者 Z“ 和 2" 测 得 的 波长 之 间 存 在 无 限 (多 
普 勒 ) 红 移 ， 式 (9-4-53) 和 (9-4-57) 结 合 便 可 求 得 和 14 : 
和 XE+VE -XY ) 
4 2 
上 式 可 看 作 多 普 勒 红 移 与 引力 红 移 的 结合 . 借用 此 式 还 可 补 证 本 选读 前 一 段 所 给 
的 结论 对 图 9-21 有 Az > Ar 以 及 Ar'/Ar 随 7 增加 而 增加 ， 因 为 Ar 和 Az 可 
分 别 解 释 为 光波 在 发 射 和 接收 时 的 周期 ， 所 以 
1 / 2 EE 2 / 
Ar XE1+NE -YX) XH psp, (9-4-59) 
AT r” 和 
式 中 巨 为 雪 缩 星 表 面 一 点 的 世界 线 ( 测 地 线 ) 的 能 量 ， 即 
E=—g,,(0/01)" (0/07) =—7xg8,,Z°(0/07) = 7 ， 
其 中 y= gap2”(9/07) . 把 该 测 地 线 反 向 延至 r=o ， 则 X=1 而 y 仍 大 于 (等 于 )1， 
故 巨 宇 1， 由 式 (9-4-59) 便 知 AT'>Ar, 而且 Y 减 小 时 Ar/Ar 增 大 ， 可 见 Ar'/Ar 随 
7 增加 而 增加 ， 就 是 说 ， 随 着 星体 的 缩 ， 其 表面 所 发 的 光 到 达 外 部 观 者 时 红 移 


(9-4-58) 


-320 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


越 来 越 其 . [选读 9-4-2 完 ] 
事 Z” 
件 万 
办 
饮 E> 
过 
Fw 
Wy 外 
2 
\ 部 
-一 p 观 
-二 击 
>z 王 缩 者 
三 生生 
图 9-22 Z2 和 2Z2 测 得 波长 的 关系 为 引力 红 图 9-23 推导 式 (9-4-58) 的 另 一 方法 


移 ; Z4 和 22 测 得 波长 的 关系 为 多 普 勒 红 移 (见习 题 15) 


习 十 
“1. 考虑 Taub 的 平面 对 称 静态 时 空 ， 其 线 元 为 式 (8-6-1)， 试 借助 Killing 矢量 场 写 出 类 时 
测 地 线 y(?) 的 参数 表达 式 KD，xD，yD，z(D 所 满足 的 解 看 方程 (参考 $ 9.1). 
2， 用 和 牛顿 引力 论 借 图 9-8 直接 推出 式 (9-3-18). 
3， 试 证 OV 流体 静 力 学 平衡 方程 (9-3-17) 可 改写 为 


1/2 
-| PD (p+p)s, (9-4-60) 
r dr 


其 中 8 代表 流体 质点 的 4 加 速 U?V5U” 的 大 小 . 
注 在 牛顿 近似 下 [L-2m(r)/ 站 “=1 ，ps0 ， 式 (9-4-60) 成 为 dp/drs-pg .而 

8 m(r)/r? ， 故 得 式 (9-3-18)， 即 dp/dr = pm(r)/r? . 

“4. 斌 证 当 R >> M 时 式 (9-3-26) 近 似 回 到 牛顿 引力 论 的 式 (9-3-23). 

“5. 求 闵 氏 时 空中 Rindler 坐标 :, x 与 洛 伦 兹 坐标 了，X 的 关系 . 

“6，Rindler 时 空 的 类 时 Killing 矢量 场 (107)? 是 闵 氏 时 空 的 哪个 Killing 矢量 场 ? 

“7. 求 施 瓦 西 时 空中 静态 观 者 的 4 加 速 的 长 度 4= (444.)“. 提示 : 可 借用 第 8 章 习题 3 的 
结论 ， 即 4 =V,InyY. 

“8. 把 图 9-13(a) 的 Ni( 或 Nz) 所 代表 的 径 向 类 光 测 地 线 简 称 为 Ni (或 N2), 试 证 : (1) 坐 标 V (或 
中 是 类 光 测 地 线 Ni( 或 N,) 的 仿 射 参数 ;(2) 坐 标 r 是 除 Ni 和 Ns 外 的 径 向 类 光 测 地 线 的 仿 射 参 数 . 

“9. 引入 与 Kruskal 坐标 类 似 的 坐标 消除 下 列 线 元 的 坐标 奇 性 >= RR: 
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ds =— (4-r2/R2) dt2+G-r21R2)-1dr2+rzd02+sin2g do2)， R= 常数 . 
10， 试 证 最 大 延 拓 施 瓦 西 时 空 有 s.p. 曲 率 奇 性 ， 提示: 利用 式 (8-3-21). 
11， 试 证 图 9-13(a) 的 Ni 是 类 光 超 曲面 ， 提示: 只 须 证 明 其 法 矢 rr 类 光 . 请 注意 Ni 的 方程 
为 U=0， 其 法 余 矢 为 n, =VU . 
12. 试 由 式 (9-4-50) 推 出 式 (9-4-51)， 再 推出 式 (9-4-54). 
“13， 写 出 施 瓦 西 度 规 在 外 向 Eddington 坐标 系 {u, ”> 0 9}(u= 1 一 r+;) 的 线 元 表达 式 . 
*14. 试 证 用 (6/0V)” 和 (960/60) 定义 的 [ 见 式 (9-4-40)] 在 Ni 和 N22 上 是 类 光 Killing 矢量 场 . 
*15. 把 图 9-21 改 画 为 图 9-23. 试 通过 计算 图 中 的 Ar/Ar 给 出 式 (9-4-58) 的 男 一 推导 . 提示 : 
(DU=-ew-D/%% 在 每 条 外 向 类 光 测 地 线 上 为 常数 . 先后 沿 外 部 静态 观 者 世界 线 和 星 面 自由 下 
落 观 者 世界 线 求 得 同一 dU 的 两 个 表达 式 (分 别 含 dr 和 dr )， 在 两 式 之 间 画 等 号 便 得 式 
(9-4-58)，(2) 在 写 出 用 dr 表 出 dU 的 式 子 时 要 用 到 以 能 量 E 表达 dwWdr 和 dr/dr 的 公式 ， 这 可 借 
$ 9.1 的 手法 求 得 . 


$ 10.1 字 宙 运动 学 
10.1.1 宇宙 学 原理 


宇宙 是 古老 而 神奇 的 话题 . 中 外 先哲 们 几乎 无 不 对 此 作 过 思考 和 探索 并 得 出 
过 自己 的 结论 ， 然而， 宇宙 论 只 有 在 广义 相对 论 诞生 之 后 才 真正 算得 上 一 门 科 
学 ， 从 广义 相对 论 看 来 ， 宇 宙 是 “无 所 不 包 ” 的 最 大 时 空 ， 其 大 尺度 的 弯曲 情况 
与 物质 分 布 的 关系 服从 爱 因 斯 坦 方程 . 

在 物理 学 的 众多 分 支 中 ， 宇 宙 论 在 如 下 意义 上 是 最 为 特殊 的 分 支 ; 它 的 研究 
对 象 独一无二 一 一 我 们 的 宇宙 .没有 任何 “其 他 宇宙 ”可 资 对 比 ， 无 法 像 研究 其 
他 学 科 分 支那 样 一 而 再 地 做 实验 ， 因 为 宇宙 的 演化 过 程 “ 只 此 一 次 ”. 只 能 通过 
大 量 观测 积累 数据 ， 通 过 构造 模型 来 解释 观测 结果 、 推 断 过 去 和 预言 未 来 .存在 
许多 宇宙 模型 ， 本 章 只 介绍 公认 度 最 高 的 一 种 ， 由 于 取得 巨大 成 功 ， 它 也 常 被 称 
为 宇宙 学 的 标准 模型 (standard model)， 标 准 模型 也 存在 这 样 那样 的 问题 ， 因 此 近 
20 多 年 来 不 断 被 修改 ， 特别 是 1998 年 的 观测 表明 当今 宇宙 正在 加 速 膨胀 ， 这 一 
惊人 事实 更 使 标准 模型 非 作 相当 程度 的 修改 不 可 .一 个 新 的 标准 宇宙 模型 正在 形 
成 之 中 ， 虽然 还 有 许多 问题 尚 待 深入 探讨 ， 本 章 的 前 3 节 讲 的 主要 是 标准 模型 ， 
$10.4 介绍 对 标准 模型 的 一 个 重要 修改 一 一 在 极 早期 宇宙 中 插入 “暴涨 ”阶段 ， 
$10.5 则 简略 介绍 新 标准 模型 ， 重 点 放 在 “ 暗 能 量 ” 问 题 . 宇宙 论 一 直 是 一 个 十 分 
活跃 的 研究 课题 ， 这 使 本 章 不 得 不 带 有 如 下 特点 : 即使 介绍 的 是 定稿 时 最 新 的 认 
识 和 数据 ， 在 本 书 出 版 时 它 也 可 能 过 时 . 关心 宇宙 论 最 新 进展 的 读者 只 能 查阅 最 
新 文献 

标准 模型 (以 及 许多 其 他 模型 ) 的 一 个 基本 假设 是 如 下 的 宇宙 学 原理 
(cosmological principle): 每 一 时 刻 的 宇宙 空间 在 大 尺度 下 是 均匀 且 各 向 同性 的 . 所 
谓 空 间 均 匀 ， 是 指 空间 各 点 的 物理 情况 一 样 ， 没 有 一 个 空间 点 比 另 一 空间 点 更 特 
殊 ， 这 在 普通 尺度 下 当然 不 对 一 一 宇宙 中 某 些 地 方 有 恒星 而 另 一 些 地 方 没有 . 事 
实 上 ， 宇 宙 中 的 物质 分 布 呈 现 “ 结 团 ” 现 象 : 物质 集聚 成 恒星 ， 恒 星 集聚 成 星系 
(galaxy) (一 个 星系 约 含 10*~10” 颗 恒星 .银河 系 只 是 很 普通 的 一 个 星系 ， 含 千 亿 
颗 恒星 . )， 某 些 星 系 又 集聚 成 大 小 不 一 的 星系 团 (cluster of galaxies)， 此 外 还 有 起 
星系 团 (supercluster) …….， 然 而， 距离 达到 10" 光 年 的 多 方面 观测 使 人 们 相信 宇 
宙 在 很 大 的 尺度 下 (>3x10° 光 年 , 也 称 宇 观 尺 度 , 足以 容纳 许多 星系 团 ) 是 均匀 的 ， 
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质量 密度 点 点 相等 .这 里 的 密度 是 指 宇 观 尺度 下 的 平均 密度 ， 即 在 宇 观 小 体积 内 
(但 已 包含 许多 星系 或 星系 团 )“ 抹 匀 ” 后 的 密度 .“ 抹 匀 ” 是 物理 学 的 惯用 手法 . 例 
如 ， 从 微观 尺度 看 来 ， 物 质 并 非 连 续 分 布 (主要 集中 于 原子 核 ),， 但 从 宏观 尺度 看 
却 可 认为 物质 连续 分 布 并 定义 宏观 密度 ， 如 果 宏 观 密 度 在 某 范围 内 点 点 相等 ， 就 
说 该 范围 内 物质 分 布 是 均匀 的 . 这 里 的 “点 ” 指 “ 宏 观点 ”, 即 宏观 小 而 微观 大 ( 包 
售 大 量 分 子 ) 的 体积 .所 谓 各 问 同 性 ， 是 指 存在 这 样 的 参考 系 ， 其 中 任 一 观 者 向 四 
面 八方 看 到 的 物理 情况 相同 ,没有 一 个 方向 特殊 ， 这 在 普通 尺度 下 也 不 对 : 至 少 
我 们 在 某 一 方向 看 到 恒星 而 在 男 一 方向 则 看 不 到 . 然而 人 们 倾向 于 相信 在 宇 观 抹 
匀 之 后 确实 存在 这 样 的 各 癌 同 性 参考 系 . 

宇 观 尺度 下 空间 均匀 和 各 癌 同 性 的 假设 是 爱 因 斯 坦 于 1917 年 用 广义 相对 论 
人 研究 宇宙 时 提出 的 .当时 的 观测 资料 尚 少 ， 他 主要 是 为 简化 讨论 而 提出 这 一 假设 
[马赫 原理 对 假设 的 提出 也 起 了 作用 ， 见 Peebles(1993)P.10.~16.]. 后 来 ， 随 着 观测 
和 理论 的 发 展 ， 宇 宙 学 原理 受到 越 来 越 多 的 观测 支持 . 

宇宙 学 原理 是 关于 宇宙 空间 的 性 质 的 原理 . 在 非 相对 论 物 理学 中 ， 空 间 一 词 

非常 简单 ， 在 相对 论 中 则 不 然 ， 问 题 在 于 ， 时 空 是 绝对 对 象 而 空间 和 时 间 则 与 人 
为 分 法 有 关 ， 对 同一 时 空 可 以 通过 不 同 的 3+1 分 解 得 到 不 同 的 时 间 和 空间 要 给 
“空间 均匀 ”一 个 准确 的 表述 ， 应 先 对 “空间 ”给 出 明确 的 定义 ， 在 非 相 对 论 物 
理学 中 ， 每 个 绝对 同时 面世 就 是 某 一 时 刻 的 全 空间 ( 见 图 6-10)， 因 而 空间 概念 十 
分 简单 (是 绝对 的 ); 在 狭义 相对 论 中 ， 每 一 惯性 系 {t, x, y, z} 的 等 1 面世 称 为 该 系 
在 该 时 刻 的 全 空间 .在 上 述 两 种 情况 下 ， 时 空 都 被 等 1 面 所 “分 层 ”，( 含 义 是 : 
对 任 一 时 空 点 p 有 且 仅 有 一 个 等 1 面世 使 pe 区 . ) 区 别 在 于 前 者 的 分 层 是 绝对 的 ， 
[只 有 一 种 分 法 , 见 图 10-1(a)] 而 后 者 的 分 层 是 相对 的 [不 同 惯性 系 有 不 同 的 分 层 法 ， 
见 图 10-1(b)]. 后 者 的 分 层 (对 每 一 惯性 系 而 言 ) 还 有 两 个 特点 : 也 每 层 都 是 一 张 类 
室 超 曲面 ; 也 所 有 层 的 集合 {五 } 是 一 个 单 参 族 ， 即 任 一 实数 值 t 对 应 着 唯一 的 一 
层 亏 ， 而 ! 的 物理 意义 正 是 该 层 对 应 的 惯性 坐标 时 刻 ， 所 以 一 个 层 也 叫 一 个 “时 
刻 ”. 在 广义 相对 论 中 ， 由 于 弯曲 时 空 不 存在 整体 惯性 系 ， 用 惯性 系 对 时 空 
的 做 法 不 再 适用 , 索性 规定 具有 上 述 两 个 特点 的 任何 分 层 方式 ( 即 任 一 单 参 类 空 
曲面 族 ) 都 允许 ， 每 层 代 表 一 个 “时 刻 ”[ 图 10-1(c)]， 这 是 相对 论 中 空 
念 具 有 相当 任意 性 的 反映 . 如 果 时 空 具有 一 定 的 对 称 性 ， 则 与 这 种 对 称 性 相 适 配 
的 分 层 对 讨论 更 为 方便 ， 其实， 作为 弯曲 时 空 在 曲率 为 零 时 的 特例 ， 闵 氏 时 空 的 
分 层 也 是 相当 任意 的 ， 用 惯性 系 的 同时 面 分 层 的 方式 之 所 以 被 普遍 采用 ， 正 是 因 
为 它 与 时 空 的 内 在 对 称 性 相 适 配 . 
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(a) 非 相对 论 物理 学 (b) 狭义 相对 论 (c) 广义 相对 论 
图 10-1 把 时 空 分 层 ， 每 层 代表 一 个 时 刻 的 空间 

时 空 的 空间 均匀 性 和 各 向 同性 性 是 时 空 内 在 对 称 性 的 反映 . 空间 均匀 性 是 指 
存在 这 样 一 种 分 层 方式 , 每 层 中 各 点 的 几何 和 物理 情况 全 同 (因此 每 层 称 为 一 个 均 
匀 面 )， 这 种 分 层 方 式 就 是 与 内 在 对 称 性 适 配 的 方式 ， 其 他 分 层 方式 虽然 也 人 允许， 
但 未 能 保证 每 层 都 是 均匀 面 ， 因 而 不 方便 .如 无 特别 声明 ， 在 宇宙 论 中 谈 及 空间 
时 都 指 均匀 面 . 空间 各 向 同性 性 是 对 参考 系 而 言 的 ， 如 果 时 空 存在 一 个 参考 系 ， 
其 中 每 个 观 者 在 每 一 时 刻 都 无 法 用 局 域 实验 发 现 他 的 任 一 空间 方向 ( 同 他 的 世界 
线 正 交 的 方向 ) 有 别 于 其 他 空间 方向 ， 就 说 时 空 具 有 空间 各 向 同性 性 . 


10.1.2 宇宙 的 空间 几何 


本 小 节 证 明 满 足 宇宙 学 原理 的 3 维 空间 只 有 3 种 可 能 几何 ,从 而 大 大 简化 讨论 . 

宇宙 学 原理 假定 宇宙 在 物理 上 和 几何 上 都 是 空间 均匀 和 各 向 同性 的 .为 便于 
讨论 宇宙 的 空间 几何 ， 我 们 先 用 数学 语言 给 出 几何 上 的 空间 均匀 性 和 各 向 同性 性 
的 明确 定义 . 

定义 1 时 空 (M, gap) 称 为 空间 均匀 的 (spatially homogeneous)， 若 存在 把 M 分 
层 的 单 参 类 空 超 曲 面 族 {区} 使 得 对 任意 1 和 任意 p,q e 颈 存在 hs (由 8ww 在 世上 诱 
村 的 度 规 ) 的 等 度 规 映射 $6 : 蕊 二 必 使 9(p)= 9g ( 见 图 10-2)， 每 一 邦 称 为 一 张 均匀 
面 (surface of homogeneity). 

定义 2 时 空 (M, g8ap) 中 的 参考 系 称 为 各 向 同性 (isotropic) 参 考 系 ， 若 对 其 中 任 
一 观 者 (4 速 为 Z“) 世 界线 上 任 一 点 p 以 及 p 点 任意 两 个 等 长 的 空间 矢量 w 和 w,” 
存在 8u 的 等 度 规 上 映射 y : M 一 M 使 yw(p)=p ，yw.Z”=2Z”，yw" =w,”( 见 图 
10-3).， 各 问 同 性 参考 系 内 的 观 者 称 为 各 向 同性 观 者 ， 存 在 各 向 同性 参考 系 的 时 空 


图 10-2 空间 均匀 性 定义 用 图 图 10-3 各 回 同 性 观 者 定义 用 图 
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称 为 各 向 同性 时 空 . 

在 宇宙 这 个 浩瀚 的 “大 海 ” 中 ， 一 个 星系 如 同 “ 沦 海 之 一 票 ”， 被 处 理 为 宇 
宙 \ 时 空中 的 一 条 世界 线 . 不 妨 猜想 每 个 星系 都 是 一 个 各 向 同性 观 者 (观测 表明 这 一 
猜想 基本 属实 但 略 有 歧 离 )， 今 后 谈 到 星系 时 如 无 特别 说 明 就 是 指 各 回 同性 观 者 . 

如 果 时 空 既 空间 均匀 又 各 向 同性 , 自然 要 问 它 的 各 向 同性 参考 系 多 与 它 的 均 
匀 面 马 之 间 的 关系 ， 我 们 当然 希望 罗 的 观 者 世界 线 与 马 正 交 .， 然而 这 对 闵 氏 时 
空 未 必 成 立 ， 因 为 任 一 惯性 参考 系 都 是 各 向 同性 参考 系 ， 任 一 惯性 系 的 同时 面 族 
都 是 均匀 面 族 , 而 一 个 惯性 系 的 观 者 世界 线 当 然 与 另 一 惯性 系 的 同时 面 不 正 交 . 但 
是 ， 只 要 空间 均匀 和 各 向 同性 时 空 有 唯一 的 均匀 面 族 ， 正 交 性 就 一 定 成 立 ， 请 看 
如 下 命题 : 


G (各 癌 同 性 观 者 ) 


wr 与 6 正 交 的 面 


图 10-4 命题 10-1-1 证 明 用 图 


命题 10-1-1 若 空间 均匀 且 各 向 同性 时 空 有 唯一 的 均匀 面 族 ， 则 均匀 面 必定 
处 处 与 各 向 同性 观 者 世界 线 正 交 . : 

证 明 [选读 ] 设 p 是 各 向 同性 观 者 G 世界 线 上 一 点 ， 志 是 含 忆 的 均匀 面 ， 它 
与 G 在 p 点 的 4 速 Z“ 不 正 交 ( 见 图 10-4). 设 人 是 p 点 的 4 维 切 空 间 , W, CV, 是 
与 Z? 正 交 的 3 维 子 空间 , 则 W,, 的 元 素 就 是 p 点 的 空间 矢量 (对 G 而 言 ). 令 w EW, 
为 切 于 忆 的 矢量 (这 种 矢量 很 多 )，w2"e 砚 ,为 不 切 于 二 的 矢量 ， 设 W 是 等 度 规 映 
射 ， 则 区 是 均匀 面 导 致 W[ 了 2] 是 均匀 面 (读者 可 从 定义 1 出 发 自 证 )，W(P)= 尸 导致 
wy[ 上 521] 和 攻 都 含 p 点， 于 是 由 均匀 面 族 的 唯一 性 可 知 W[Z]= 二 . 因 “曲线 切 夭 的 
像 等 于 曲线 像 的 切 和 失 ”， 故 wr" 切 于 了 导致 Ww 切 于 Ww[2]， 于 是 Ww 切 于 沪 ， 
因而 不 等 于 w, ， 可 见 不 存 在 等 度 规 映射 y 使 W(p)=p 和 Ww =W ， 与 G 为 各 
向 同性 观 者 矛盾 . 图 

在 接受 宇宙 学 原理 这 一 假设 的 同时 ， 人 们 还 默认 (假定 ) 宇 宙 的 均匀 面 族 是 唯 
一 的 ， 因 此 各 向 同性 观 者 世界 线 与 均匀 面 正 交 .这 一 各 向 同性 参考 系 称 为 宇宙 静 
系 . 我们 可 以 一 劳 永 逸 地 对 宇宙 时 空 做 一 种 “ 正 交 3+1 分 解 ”， 每 一 均匀 面 代表 
一 个 时 刻 的 全 空间 ， 每 一 与 均匀 面 正 交 的 ) 各 向 同性 观 者 世界 线 代 表 一 个 空间 后 
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的 全 部 历史 .下面 讨 论 任 一 时 刻 的 空间 (均匀 面 忌 ) 的 3 维 几何 . 
命题 10-1-2 设 ji 是 宇宙 时 空 度 规 go 在 均匀 面 瑟 上 的 诱导 度 规 ， 角 ,是 
hp 的 曲率 张 量 » R,,,, 三 h,R,,.” ， 则 存在 常数 K 使 


人 


Rp = 2Kh, hig: (10-1-1) 
证 明 设 A4,(2) 是 把 蕊 看 作 独 立 的 3 维 流 形 时 点 pe 帮 的 全 体 2 形 式 的 集合 ， 
令 Ro” =h 人 Rs ， 则 YYs eA(2) 有 育 *Ys eA,(2) ， 故 希 ;" 是 从 4,(2) 到 
44,(2) 的 线性 映射 . 由 定理 5-1-3 可 知 4,(2) 是 3 维 矢量 空间 , 故 色 ,% 对 应 于 3X 
3 矩阵 L， 由 曲率 张 量 的 对 称 性 Raps = Rs 可 知 矩 阵 工 是 对 称 的 (证 明 见 选读 
10-1-D)， 因 而 可 对 角 化 ， 选 基底 使 工 为 对 角 和 矩阵， 由 各 向 同性 性 以 及 均匀 面 族 的 
唯一 性 可 以 证 明 对 角 元 相等 ( 见 选 读 10-1-1)， 故 工 只 能 是 3X3 单位 矩阵 了 的 某 一 
倍数 ， 记 此 倍数 为 2Kk， 则 
L=2K], KeR. (10-1-2) 


单位 矩阵 7 对 应 于 从 4, (2) 到 A,(2) 的 恒 等 映 射 ， 而 由 
6 06, Y., DO 了 6,.°6,° Y., = 
看 出 这 一 恒 等 映 射 可 表 为 554 ， 故 矩阵 等 式 (10-1-2) 可 改写 为 张 量 等 式 


RU =2K66,). (10-1-3) 
上 式 对 马 的 任 一 点 成 立 ， 而 空间 均匀 性 则 要 求 为 常数 .用 shy 与 上 式 两 边 缩 
并 5 注意 到 hhy Re 至 ? 便 得 式 (10-1-1). 轩 


[选读 10-1-1] 

现在 补 证 正文 中 用 到 的 结论 ， 即 RR” 对 应 于 对 称 沦 阵 、 暂 时 搬 开 A,(2) 而 讨 
论 一 个 带 正 定 度 规 8 的 严 维 矢量 空间 区 设 友 是 V 上 的 (1,1) 型 张 量 ,满足 Lop=L。 
(其 中 Zoo =8uZ5)， 则 Z 在 交 的 任 一 正 交 归 一 基底 (及 其 对 偶 基 底 ) 的 分 量 玉 等 
于 Lab 在 同一 基底 的 分 量 L，，( 因 ,= gL =6*1, = 上 Ly), 于 是 对 称 性 Lap= 
La 保证 (DL,) 为 对 称 和 矩阵 .为 把 此 结果 用 于 矢量 空间 4A,(2) ,还 须 先 给 A,(2) 定义 
正定 度 规 。 VX6, Ys e A,(2) 定 义 内 积 (XR, 了 ) := 对 中 Y， ， 其 中 和 2 三 ecjpod 和 ，， 
就 相当 于 在 A,(2) 上 定义 了 度 规 (hap 的 正定 性 保证 此 度 规 的 正定 性 )， 于 是 
Rca = Roy 相当 于 刚才 的 Lap= Zi， 故 谋 , 吧 对 应 的 3X3 矩阵 工 是 对 称 延 阵 ， 因 
而 可 对 角 化 .现在 进一步 证 明 3 个 对 角 元 相等 ， 因 为 每 个 对 角 元 无 非 是 相应 的 特 
征 失 量 的 特征 值 ， 所 以 只 须 证 明 如 下 命题 ， 

命题 10-1-3 设 Yp 和 Yi 是 RR 的 任意 两 个 特征 矢 ,14 和 X' 是 相应 的 特征 值 ， 
即 
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则 各 向 同性 性 以 及 均匀 面 族 的 唯一 性 保证 和 =4. 
证 明  ( 马 ,js) 是 3 维 黎 曼 空间 以 WW 代表 pe 允 的 切 空间 ， 则 (W,, hs ) 
是 带 正定 度 规 的 3 维和 失 量 空间 ， (2) 无 非 是 此 空间 上 全 体 2 形式 的 集合 ， 把 
Ye A,(2) 的 对 偶 形式 (1 形式 ) 记 作 wc。， 则 由 式 (5-6-1) 得 w= 了 Bp/2 (其 中 
是 与 hap 适 配 的 体 元 )，、 用 ji 对 w。 升 指标 得 p 点 的 空间 矢量 wr = BaxeJ /2 ， 同 理 
wa = EapeZ' /2. 不 失 一 般 性 , 设 空间 矢量 w* 和 wr 等 长 ， 则 由 各 向 同性 的 定义 
可 知 存在 ga 的 等 度 规 映射 y : M 一 M 使 Ww(p)=p，Ww” =w*. 再 由 均匀 面 族 
的 唯一 性 可 知 y[ 马 ]= 马 ， 由 此 不 难 证 明 把 y 的 定义 域 限 制 在 马 后 所 得 的 映射 
WY: 驴 一 马 是 hop 的 等 度 规 映 射 ， 即 Wh,=h,， 从 而 WE = Eap， 
orR =RR,"， 由 Yap 与 we 互 为 对 偶 形 式 易 得 了 =A,w ， 于 是 


RY SA RY ,=AY,,; (10-1-4) 


多 Jo =¥ (Bo )= EapYeW’ = EapWw = Ya. (10-1->) 
另 一 方面 ， 由 式 (10-1-4) 得 
Vy (Roy Ya) = (AY) . (10-1-6) 
式 (10-1-O) 左 边 = RwY, = RY'=AY',， (10-1-7) 
其 中 第 一 步 用 到 Ww*R," = ， 第 二 步 用 到 式 (10-1-5)， 第 三 步 用 到 式 (10-1-4). 
式 (10-1-6) 右 边 = A4w'Y, = AY . (10-1-8) 
式 (10-1-6)、(10-1-7) 和 (10-1-8) 联 合 给 出 4 =4. 口 


[选读 10-1-1 完 ] 
[选读 10-1-2] 

前 面 在 讨论 马 的 几何 时 ,我 们 先 利 用 各 向 同性 性 证 明 Vpe 马 有 尺 e 民 使 式 
(10-1-1) 对 p 点 成 立 ， 再 利用 空间 均匀 性 说 明 KK 在 攻 上 为 常数 .然而 ,不 用 空间 
均匀 性 也 可 证 明天 为 常数 ， 证 明 如 下 : 以 V ,代表 与 hap 适 配 的 导数 算 符 ， 则 比 安 
基 恒 等 式 [ 式 (3-4-8)] 与 式 (10-1-1) 结 合 给 出 0=ViRipiog =2hiahyaVaK. 以 je 
作用 于 上 式 两 边 得 VK =0( 证 明 中 用 到 马 的 维 数 n 三 3), 可 见 尺 在 马上 为 常数 .这 
一 讨论 表明 ,在 只 关心 马 的 几何 时 ,无 需 空间 均匀 性 也 可 得 出 命题 10-1-2 的 结 
论 . [选读 10-1-2 完 ] 

广义 黎 曼 空间 (AM, gap) 叫 常 曲率 空间 (space of constant curvature), 奉 存在 常数 KK 
使 其 黎 曼 张 量 满足 

Rpca = 2K gta 8 od : (10-1-1") 
由 下 册 附 录 了 的 一 个 命题 可 知 : 也 常 曲 率 空 间 有 最 高 对 称 性 ， 即 其 等 度 规 群 (可 能 
只 是 局 部 群 ) 的 维 数 ( 亦 即 独立 Killing 矢量 场 的 个 数 ) 是 n(n+1)/2， 其 中 是 空间 的 
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维 数 ， 凶 流 形 维 数 、 度 规 叶 差 及 天 值 相 同 的 两 个 常 曲率 空间 是 (局 域 ) 等 度 规 的 ( 即 
有 相同 的 局 域 几何 ). 式 (10-1-1) 表 明 宇 罕 的 均匀 面 (5, hy) 是 常 曲率 空间 . ”因此 ， 
各 能 列 出 任意 实数 KK 相应 的 度 规 ha， 便 能 穷尽 克 的 各 种 可 能 的 (局 域 ) 空 间 几 
何 . 空间 有 最 高 对 称 性 的 特点 使 人 们 立即 想到 平 直 度 规 ， 因 为 对 平 直 度 规 有 
Rs”=0 ， 自 然 满 足 玉 = 0 情况 下 的 式 (10-1-3)， 于 是 玉 = 0 时 的 空间 线 元 可 借 笛 
卡 儿 坐标 表 为 
| : dl* =dx* +dy +dz’. (10-1-9) 
当然 ，K 0 时 ,0 ,因此 0 时 has 不 可 能 平 直 ， 既然 度 规 有 最 高 对 称 性 ， 
际 平 直 度 规 外 自然 想到 球 对 称 度 规 ， 通常 的 球 对 称 度 规 是 指 3 维 欧 氏 空间 
(R, 56) 中 的 2 维 球面 上 由 5 诱导 的 2 维度 规 ,其 线 元 可 表 为 49? +sin?g dm?. 现 
在 要 找 的 是 3 维 球 对 称 度 规 , 它 应 是 4 维 欧 氏 空间 ( 术 ，5w) 中 3 维 球面 上 由 6 诱 
导 的 度 规 . 设 x,，y, z, w 是 4 维 欧 氏 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 ， 则 其 中 的 3 维 球面 ( 记 
作 SR ) 的 方程 为 
- x +y +z +w = R?, (10-1-10) 
其 中 常数 RR 代表 球面 半径 .仿照 3 维 欧 氏 空 间 的 做 法 ， 用 下 式 定义 4 维 欧 氏 空间 
的 球 坐 标 R,， yw,，0，9: 
2 四 X= Rsiny sinOcosoy, 
y= Rsinvy sin0sinow, 
(10-1-11) 
z= Rsinw coso, 
w = Reosw, 
则 4 维 欧 氏 线 元 可 表 为 
ds” =dx* +dy +dz2+dw2 =dR? + R’[dy’ + sin” y(d0’ + sin’ bdo”)]. 
由 式 (10-1-10) 和 (10-1-11) 可 知 在 半径 为 R 的 3 维 球面 S# 上 有 R=R,dR=0, 故 Sx 
上 的 、 由 4 维 欧 氏 线 元 诱导 出 的 3 维 线 元 为 
dl* = R’*[dy” +sin’w(d0’ +sin’0 do’)]. (10-1-12) 
由 上 式 出 发 计算 SR 的 曲率 张 量 (习题 ), 得 R,” =2R 5L54 ， 即 3 维 球面 55 的 
曲率 张 量 满足 =R“ 的 式 (10-1-3).、R™ 可 取 任 意 正 实数 ， 故 各 种 半径 的 3 维 球 
面 穷尽 了 >0 的 常 曲率 空间 局 域 几 何 ， 为 求 得 全 部 玉 < 0 的 常 曲率 空间 ， 考 虑 4 
维 闵 氏 时 空 的 、 由 如 下 方程 


J 由 命题 10-1-3 的 证 明 可 知 各 向 同性 性 和 均匀 面 族 唯 一 性 是 保证 R,, 对 应 的 和 矩阵 L 有 相同 对 角 元 [因而 
( 己 , ho) 是 常 曲率 空间 ] 的 充分 条 件 ， 其实 均匀 面 族 唯 一 性 也 是 必要 条 件 ， 因 为 存在 人 为 例子 ( 略 )， 当 只 有 各 向 同 
性 性 而 没有 均匀 面 族 唯一 性 时 (五 ,hh ) 不 是 常 曲率 空间 . 
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ja (10-1-13) 
(其 中 t, x，y，z 是 洛 伦 兹 坐标 ， 为 常数 ) 定 义 的 3 维 旋转 双 曲 面 ( 记 作 Sz ， 压 
缩 两 维 后 如 图 10-3)， 用 下 式 定 义 双 曲 坐标 上 ， 多 ，0 ，09: 

X=¢6shysinOcoso, 

y= éshy sin0sino, 


(10-1-14) 
z=¢shy coso, 
t=¢ chvy, 
则 4 维 闵 氏 线 元 可 表 为 
ds =—dt* +dx’+ dy” +dz” 
=-dé” +é’[dy’” +sh’wy(d0’ +sin’0dp’)]. (10-1-15) 


从 式 (10-1-14) 可 知 在 由 式 (10-1-13) 定 义 的 3 维 双 曲 面 $z 上 有 =6, dc=0， 故 Sz 


上 的 由 4 维 闵 氏 线 元 诱导 的 3 维 线 元 为 
d1 =<“<[d 十 sh2y(dO” +sin” Gdo” )] . 


(10-1-16) 
由 上 式 出 发 计算 $z 的 曲率 张 量 (练习 )， 得 
Ri" = 65,6, (10-1-17) 
即 3 维 双 曲 面 8 的 曲率 张 量 满足 有 =- ”的 式 图 10-5 ” 闵 氏 时 空 的 双 曲 面 
(10-1-3).E 了 可 取 任 意 正 实数 , 故 各 种 参数 三 的 (只 画 两 维 ) 


3 维 双 曲 面 穷尽 了 玉 < 0 的 常 曲率 空间 局 域 几何 . 
小 结 ” 由 衬 宙 学 原理 可 知 宇宙 在 任 一 瞬间 ( 即 任 一 均匀 面 ) 的 局 域 空间 几何 只 
有 以 下 3 种 可 能 情况 : 
(a) 3 维 球面 度 规 ， 其 线 元 可 用 球 坐 标 wy，0，o 表 为 
dl* = K [dy +sin2y(d2 +sin20do2)] ， K>0. (10-1-18) 
(b) 3 维 平 直 度 规 ， 其 线 元 可 用 笛 卡 儿 坐 标 x，y，z 表 为 


dl =dx*+dy*+dz*” (对 应 于 =0 的 情况)， (10-1-19) 
dl* =dy’” +y’(d0’ +sin’0 dp’). (10-1-197) 

(c) 3 维 双 曲面 度 规 ， 其 线 元 可 用 双 曲 坐标 w，0，yp 表 为 
dl* =—K dy*+sh*w(do*+sin’*0do’)], K<0. (10-1-20) 


关于 宇宙 在 空间 上 是 否 有 限 的 问题 , 在 人 类 文明 史 中 一 直 存在 两 种 相反 意见 ， 
两 者 交 蔡 占 上 风 ， 占 上 风 的 总 时 间 儿 乎 一样 长 .现在 ， 当 我 们 明确 宇宙 的 空间 几 
何 只 有 上 述 3 种 可 能 性 时 ， 问 题 就 变 得 十 分 明确 .在 可 能 性 (a) 中 ， 宇 宙 空 间 是 3 
维 球面 (“封闭 宇宙 ”)， 其 体积 有 限 ， 因 此 是 有 限 宇 害 . 空间 虽然 有 限 , 但 却 “ 无 
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边 ”， 因 为 球面 没有 边界 . 在 可 能 性 (b) 和 (c) 中 ， 宇宙 空间 是 3 维 欧 氏 空间 或 3 维 
双 曲 面 (“ 开 放 字 害 ”)， 其 体积 为 无 限 ， 因 此 是 无 限 宇 害 . 然而， 我 们 的 宇宙 到 
底 属于 3 种 中 的 哪 一 种 ? 这 个 问题 将 在 $10. 3 和 $10. 5 中 讨论 . 

有 必要 说 明 一 点 . 常 曲率 空间 的 定义 只 要 求 度 规 满足 式 (10-1-17) 而 未 对 底 流 形 
的 整体 拓扑 结构 提出 要 求 . 以 宇宙 的 均匀 面 五 ,jp) 为 例 . 对 天 > 0 的 情况 ,从 式 
(10-1-1) 可 得 的 结论 只 是 : iu 一 定 是 3 球面 度 规 [满足 式 (10-1-18)]， 但 不 能 肯定 整 
个 鳌 就 是 一 个 3 球面 (因为 无 论 从 球面 上 挖 去 某 些 点 还 是 把 球面 上 的 茶 些 点 认同 
都 不 改变 其 局 域 几何 ). 然而 ,利用 宇宙 学 原理 可 以 排除 绝 大 多 数 的 人 为 改变 整体 
拓扑 的 做 法 . 虽然 还 不 能 完全 排除 ,但 从 物理 角度 可 认为 它们 都 不 够 目 然 ， 于 古 
才 得 出 关于 宇宙 空间 整体 几何 的 如 下 结论 : 玉 >0 时 马 为 3 球面 ( 封 财 宇宙 ), K=0 
和 天 <0 时 马 分 别 是 欧 氏 空间 和 旋转 双 曲 面 (开放 宇宙 )， 


10.1.3 Robertson-Walker ( 罗 伯 撑 -沃克 ) 度 规 


宇宙 时 空 度 规 8 应 是 这 样 的 度 规 ， 它 在 每 一 均匀 面 马 上 的 诱导 度 规 为 马 按 
照 10.1.2 小 节 得 到 的 hss (对 应 于 线 元 d 访 . 可 以 引入 方便 的 坐标 系 把 gw 写成 简洁 
的 线 元 表达 式 .， 先 指出 一 个 结论 : 任意 两 个 各 向 同性 观 者 的 世界 线 介 于 任意 两 张 
均匀 面 之 间 的 线段 必定 等 长 ， 从 物理 上 不 难 接受 这 一 结论 ， 因 为 所 有 各 向 同性 观 
者 应 该 平权 ， 很 难 相信 存 在 这 样 两 个 各 向 同性 观 者 ， 他 们 的 世界 线 介 于 两 张 均匀 
面 之 间 的 线段 竟然 长 度 不 等 ， 选读 10-1-3 还 将 对 这 一 结论 给 出 严格 证 明 . 现在 介 
绍 坐 标 系 . 在 均匀 面 柬 上 选 (局 部 ) 坐 标 x* =w ,x =0 ,x =9( 在 3 种 几何 下 vy， 
0，y 的 含义 已 明 于 10.1.2 节 )， 用 各 向 同性 观 者 世界 线 把 这 些 空间 坐标 携带 至 2 
外 ， 即 每 条 世界 线 各 点 由 相同 的 w，0，9 刻画 . 调节 每 一 各 向 同性 观 者 的 标准 钟 
的 初始 设 定 使 它们 在 与 面 的 交点 上 指 零 ， 把 每 一 时 空 点 的 时 间 坐 标 1 定义 为 过 
该 点 的 各 向 同性 观 者 的 固有 时 +， 便 得 宇宙 时 空 的 一 个 坐标 系 {t, x}[ 称 为 
Robertson-Walker( 或 RW) 坐 标 系 ]. 这 显然 是 各 回 同 性 参考 系 的 一 个 共 动 坐标 
系 . 还 应 说 明 , 这 样 定 义 的 时 间 坐 标 t 与 均匀 面 族 ( 单 参 类 空 超 曲面 族 ) {2} 的 参数 
1 可 以 不 等 (因为 后 者 原则 上 可 以 很 任意 ), 但 为 避免 混淆 ， 从 现在 起 约定 把 { 攻 } 的 
参数 1 选 得 与 时 间 坐 标 上 一 样 ， 就 是 说 ,均匀 面 马 上 每 点 的 时 间 坐 标 都 是 上 这 样 
定义 的 坐标 系 有 两 大 优点 : 也 等 1 面 与 均匀 面 重合 (因此 均匀 面 也 称 同时 面 ), 代表 
宇宙 在 时 刻 1 的 全 空间 ; @ 各 向 同性 观 者 世界 线 是 t 坐标 线 , 且 其 上 的 坐标 时 1 等 
于 固有 时 rz， 这 称 为 宇宙 时 .如 无 特殊 声明 ， 在 宇宙 论 中 提 到 的 “时 间 ” 都 指 宇 
宙 时 .优点 @ 使 坐标 基 矢 (6/01)* 等 于 各 向 同性 观 者 的 4 速 Zz ， 从 而 

go0 = 8 (0/01)" (0/01) = 8 ZeZ2 =-1; 

优点 中 使 3 个 空间 坐标 基 矢 (3/0x 都 切 于 均匀 面 ， 因 而 都 与 坐标 基 矢 (6/37) 正 
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交 ， 于 是 
go0i = gap(O/0t)° (0/0x) =0, i=1,2,3; 
又 因为 has 是 go 的 诱导 度 规 ， 所 以 
gy = gap(O/Ox )"(O/Ox’) =h,(O/Ox ) (OOx) = 万 ， i, j=1,2,3, 
其 中 第 二 步 用 到 诱导 度 规 的 定义 ( 见 § 4.4 定义 5)， 请 注意 ,三 一 般 来 说 是 t+ 和 x 
的 函数 , 宜 记 作 h(t, x) (括号 中 的 x 代表 x ,x ,x). 利用 均匀 面 族 的 唯一 性 可 以 证 
明 ( 见 选读 10-1-4) h(t, x) 可 以 写成 “分 离 变 量 ” 的 形式 ,有 
h(t, x) = a (Dh, (x) , (10-1-21) 
其 中 a(D) 只 是 1 的 函数 ， 扣 (x) 只 是 x 的 函数 于 是 4 维 宇宙 度 规 gw 在 上 述 坐标 
系 的 线 元 为 
ds = 一 di2 +a?(t) he)dxidxi ， (10-1-22) 
其 中 访 (9 视 空间 几何 属 何 种 情况 而 定 ， 先 看 最 简单 的 情况 (b)， 这 时 空间 度 规 平 
直 ， 所 以 (x)= 6) ， 式 (10-1-22) 对 情况 (b) 可 表 为 
d% = 一 dft*+a’ (tf) (dx* +dy*+dz*) [情况 (b)]. (10-1-23b) 
改 用 球 坐 标 w，0,， gpg， 其 中 w=(x* +y +z2)?， 则 为 
ds” = 一 dt*+a’(D)[dy* +w*(d0?+sin*0dp”)] [情况 (b)]. (10-1-23b”) 
至 于 a(0) 的 函数 形式 ， 则 要 留待 爱 因 斯 坦 方程 决定 ( 见 10.2.3 小 节 )， 类 似 地 ， 式 
(10-1-18) 和 (10-1-20) 右 边 在 与 -df 相 加 前 也 要 乘 以 待定 函数 a (0. 既然 式 (10-1-18) 
的 ”和 式 (10-1-20) 的 -Kk” 都 是 正 实数 ， 不 如 把 它们 吸收 进 a*(D 中 .于 是 式 
(10-1-22) 用 于 情况 (a) 和 (c) 的 结果 为 
ds = 一 dt* +a (1)[dw +sin yd +sin20do)] [情况 (a)]， (10-1-23a) 
d% = 一 dftf*+a’(t) [dw*+sh*w (d0*+sin’“0dp“*)] [情况 (0)]. (10-1-23c) 
注 1 式 (10-1-23b) 描 述 的 4 维 时 空 是 弯曲 的 [除非 a(D 为 常数 ， 而 小 节 10.2.3 
表明 a() 不 是 常数 .], 平 直 的 只 是 时 空中 的 每 个 3 维 均匀 面 . 因此, 情况 (b) 对 应 的 
是 有 平 直 空间 几何 的 弯曲 时 空 
对 情况 (a)、(b)、 (0) 分 别 定义 + 如 下 ; 
siny， [情况 (a)] 
W， [情况 (b)]， (10-1-24) 
shy， [情况 (0)] 
则 式 (10-1-23a)、(10-1-23b') 和 (10-1 -23cj 可 合并 为 


ds” =— dt* +a’(t) 这 二 下 2“(d0 +sin20d0” | (10-1-25) 


r 三 
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+1, [情况 (a)] 
其 中 k=40, [情况 (b)] (注意 大 同 开 的 类 似 性 和 区 别 ) 
下 [情况 (0)] 
式 (10-1-23) 或 (10-1-25) 称 为 Robertson-Walker 度 规 , 简称 RW 度 规 . 以 上 讨 
论 表 明 ， 只 用 宇宙 学 原理 (加 上 均匀 面 族 唯 一 性 的 默认 ) 就 可 把 宇宙 的 时 空 几何 确 
定 到 RW 度 规 的 程度 ， 这 一 度 规 只 有 两 个 尚 待 确定 的 因素 : Dk 的 取 值 ， 即 确定 
我 们 的 宇宙 属于 3 种 情况 中 的 哪 一 种 (这 将 在 10.3.2 小 节 讨 论 ); @ a(D) 的 具体 函数 
形式 ， 0 10.2.3 小 节 . 
B 在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 来 说 明 a(〗) 的 物理 意 
= 义 . 设 ha 是 RW 度 规 在 均匀 面 马 上 的 诱导 度 规 ， 
2 b 2 则 (5 ，hs) 是 3 维 黎 曼 空间 . 设 4a, 5b 分 别 是 星系 
| ro | A, B 与 瑟 的 交点 , y(D) 是 a, 5b 间 的 、 身 在 攻 上 的 
0 测 地 线 ( 见 图 10-6), 则 其 线 长 便 是 a 与 b (作为 区 上 
刻 t 的 表现 ， 测 地 线 x(D 的 线 长 ” 两 扣 ) 的 距离 ， 在 物理 上 就 解释 为 星系 A，B 在 时 
是 4, 8 在 时 刻 1 的 距离 。”..， 刻 1 的 距离 ( 亦 称 固有 距离 )， 记 作 Das()， 以 了 和 
分别 代表 测 地 线 y(D) 在 a,。b 点 的 参数 值 , 由 线 长 


Ll» pb 
Ds(t) = | VJA (8B/3D)*"(8/8D)2d1 . 


9 三 Q(t) hh ， 约 定 a(D) 只 取 正 值 ， 则 
Dap(t)=a(t)D,s, . (10-1-26) 


其 中 Dese | “大 《818 站 (0/01)? dl. (10-1-27) 


由 上 式 及 式 (10-1-25) 知 Dip 只 取决 于 星系 A, B 而 与 时 间 无 关 , 式 (10-1-26) 则 表明 
a(D) 是 以 Dis 为 单位 在 时 刻 1 测 A，B 的 距离 所 得 的 值 ， 反 映 任意 两 星系 的 距离 随 
时 间 的 变化 情况 ， 因 此 称 为 宇宙 的 尺度 因子 (scale factor)， 若 星系 A，B 的 空间 坐 
标 分 别 为 (rx，09，9g) 和 (rs，9，g)， 则 可 取 参 数 ! 为 而 把 式 (10-1-26) 具 体 表 为 


D,s(t) =alt) | A (10-1-28) 


上 式 的 积分 在 k= 1, 0, -1 三 种 情况 下 都 不 难 用 显 式 表 出 ， 注 意 到 式 (10-1-25) 中 的 
-dr 在 国际 制 中 为 -cxd?， 有 长 度量 纲 ， 可 知 在 k=+1 的 情况 下 ( 那 时 + 无 量 纲 )a(?) 
有 长 度量 纲 [t=0 时 ab 的 量 纲 则 可 任意 选择 ， 取 决 于 对 式 (10-1-23b) 中 的 x，y，> 
的 量 纲 的 选择 .] 在 上 = +1 时 宇宙 封闭 ， 还 可 问 及 宇宙 在 任 一 时 刻 的 体积 (3 维 球 
“ 面 ”的 体积 )， 它 显然 同 ac(0 有 关 .， 由 式 (10-1-23a) 可 知 空 间 诱导 度 规 hs 的 适 配 
体 元 为 


公式 可 知 
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é=a sin’wsin0 dy dO dy, 
故 全 空间 (整个 3 球 “ 面 ”) 的 体积 为 
2T n n 
V = |é=a| dp | singdg | sin2yrdyr = 2r203 (10-1-29) 
0 0 


可 见 a (0D 正 比 于 封闭 宇宙 在 时 刻 上 的 体积 ，a(0 就 是 封闭 宇宙 在 时 刻 1 的 半径 . 
[选读 10-1-3] 

现在 补 证 10.1.3 小 节 开 头 指出 的 结论 ， 即 证 明 如 下 命题 : 

命题 10-1-3 ”在 默认 宇宙 学 原理 以 及 宇宙 有 唯一 均匀 面 族 的 前 提 下 ， 任 意 两 
个 各 向 同性 观 者 的 世界 线 介 于 两 张 均 匀 面 之 
间 的 线 长 相等 .” 

证 明 设 各 向 同性 观 者 A, 刀 与 均匀 面 马 ， 
2 的 4 个 交点 依次 为 401 ,02 ,DID2 (图 10-7). 黎 

空间 有 个 定理 ,保证 空间 任 一 点 都 有 一 个 称 
> 凸 邻 域 的 邻 域 , 其 中 任意 两 点 之 间 存 在 唯一 
的 在 域内 的 测 地 线 ，( 马 ,jp) 是 3 维 歼 曼 空 
间 ， 暂 时 假定 bl 在 ai 的 凸 邻 域 内 ， 则 域内 有 
| 地 和 图 10-7 各 向 同性 观 者 A，B 介 于 两 
re A 张 均匀 面 之 间 的 固有 时 间 相 等 
的 中 起 即 儿 > 令 W” =-W*= 
(8/811,， 则 wr 和 i 单位 长 ， 故 由 各 向 同性 的 定义 可 知 存在 等 度 规 映射 
W :MM 一 M 使 wy(p)=p，Ww =W "由 均匀 面 族 的 唯一 性 可 知 yY[ 马 ]= 马 . 因 
为 各 向 同性 观 者 世界 线 正 交 于 均匀 面 ， 所 以 各 向 同性 观 者 在 w 下 的 像 仍 是 各 向 同 
性 观 者 .又 因为 测 地 线 及 其 线 长 都 是 以 度 规 衡量 的 ， 故 等 度 规 映 射 w 满足 
W[Ypa ]=Yys， 因 而 Wla1]=b， 而 这 又 进一步 保证 Ww[A]=B. 设 过 pp 的 各 向 同性 
观 者 世界 线 交 马 于 gq， 以 fT 代表 该 线 的 固有 时 ， 则 

Tq)—Tt(p)=T(Y(9) -Ty(p))= Ty(q)) -7T(p), 

(第 一 步 是 因为 等 度 规 映射 保 线 长 .) 于 是 Ww(q)=qg ， 再 由 均匀 面 族 的 唯一 性 便 得 


W[2]= 轧 ,， 综 上 结论 便 知 w[Asa ]= Bs。 ， 因 而 线段 A 与 Bs 等 长 .利用 凸 领 
ee 吉 论 ， 口 

[选读 10-1-3 完 ] 
[选读 10-1-4] 


现在 补 证 式 (10-1-21)， 即 h(t, x) 可 以 写成 “分 离 变 量 ” 的 形式 . 设 且 和 马 是 


(DD 车 均匀 面 族 不 唯一 ， 则 可 举 出 本 命题 结论 的 反例 . 


“ 370 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


均匀 面 ，C 为 各 向 同性 观 者 ，pPi=G 站 马 ，ps=G 站 艺 , ， 可 用 坐标 分 别 表 为 
Pi=(fi,xXo) 和 py=(l,xo). 令 X” 1。 和 YY 1, 是 pi 点 的 互相 等 长 的 空间 矢量 ,， 兴 
标 分 量 分 别 为 X 和 YY',， 即 X*|, =X'(0/0x')*1,，Y*1, =Y'(0/0x)*1,，， 则 
h(ti, xo)X'X’ =h,(t, xo)Y'Y!. (10-1-30) 
因 G 是 各 向 同性 观 者 ， 故 有 等 度 规 映射 y :MM 使 W (pi)=pi，W,(X”1,)= 
Y” 1，， 由 均匀 面 族 的 唯一 性 可 知 多 诱导 的 坐标 变换 已 X Fl 六 满足 
= 和 蚊 = 广 人， i=1,2,3 (括号 内 的 Y 代 表 刀 ,六 )，(10-1-31) 
而 且 xXo = 广 (xc)， 由 式 (4-1-7) 得 
7 =X7 (ar /ax )1，. (10-1-32) 
再 考虑 ps 点 的 空间 矢量 "1, =X (0/0x ) 1 和 了 = 大 (3/3ax) 1 ， 因 实数 和 
和 了 满足 式 (10-1-32), 故 W,(X”1, )=Y*1, ,因而 X*1, 和 Y*1, 等 长 . 可见 从 式 
(10-1-30) 推 出 了 下 式 : 


pi1? 


h(ty, xG)X' X=h (ty, xo)Y'Y!. (10-1-33) 
再 设 X“1, 与 7*1, 不 等 长 ( 且 Y*1, 关 0)， 因 所 正定 ， 故 有 Ae 民 使 
h(ti, xo) XX = Ah (ti, xo)YY’ =h,(h, xo)AY' AY’) , 
因 而 /1 (>， xG)X'X! h: (>， xc)(47 )(AY’) 1 (b,, XG )Y'Y!’ 》 
所 以 对 任意 非 零 (X ,XX ) 和 (了 了 ”2 了) 有 
h(t,xo)XX h(t, xo)YY! 
h(t xo) KX’ h(ty, xo)Y'YT 
上 式 表 明 比 值 与 (X ,和 ,和 ) 及 (了 ,了 了) 无 关 ， 只 取决 于 五 , 户 和 xo , 故 存 在 函 
教 四 ( 石 , 访 ， xc) 使 
h(i, XG) XX = (t,t,, xG) ht, xG)X'X!. (10-1-35) 
进一步 ， 对 任意 (X ,和 ,和 ) 和 (了 ,了 了) 还 有 
h(ti, xo)\(X" +Y' NX +Y/)= h(t, xo)(X' +Y' )(Xi+Y’), 


(10-1-34) 


h(ti, xe) (X' —Y) (Xi —Y/)=@ h(t, xo) (X' —Y') (Xi —Y’), 
因而 h(i, XG) XY = (t,t,, xo) hy(ty, xe) XY! ， 
于 是 有 jn xc) = w(ti, tz, XG) hy(f2, XG)， 注 意 到 G 为 任 一 各 向 同性 观 者 ， 便 可 把 


上 式 的 XG 改作 儿 ， 从 而 有 
h: (fi, x) = (t,t,, x) hh (1f,, x). (10-1-36) 
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最 后 ， 证 明 0 其 实 与 X 无 关 ， 即 0 (fi, 1, X) 可 改写 为 0 (fi, f2). 取 等 度 规 映射 
Ww : M 一 M 使 其 诱导 的 坐标 变换 满足 式 (10-1-31)， 宇宙 \ 度 规 8 在 新 坐标 系 


{f', x"} 的 线 元 为 
ds? = 一 d +h(t, x) dx"dx’ =— df? + h(t, x') (Of ' /Ox" ) (Of ’/0x') dx dx ， 
与 原 坐 标 系 的 线 元 ds” = 一 df + 有 h(t,x) dx"'dx 对 比 得 


ht, x) (Of /Ox ) OF I/O ) =hu A (10-1-37) 

令 1 分 别 为 和, 便 得 
h, (ti, x'") (Of ' /Ox”) (Of 1 /Ox )= hu (t,x) . (10-1-38) 
h, (t,x) (Of /ar ) (Of /ax )= hu(ty, xX) . (10-1-39) 


由 式 (10-1-36) 可 知 
式 (10-1-38) 左 边 =@(ti, ty, x) h(ty, x') (Qf /ar ) (Of /0x ) ， 
式 (10-1-38) 右 边 =@(ti ,ty,X) h(t,, xX). 

对 比 两 边 , 注意 到 式 (10-1-39), 便 得 @(f ,by,X)=@(fi,ty,X)， 因 而 @ 与 XxX 无 关 . 于 
是 式 (10-1-36) 简 化 为 h(ti,X)=@(ti, 志 ) h(to,X). 令 略 国定 而 五 变动 (并 改 记 作 六， 
便 得 

h(t, x) = (t,t,) h(t,, X) . (10-1-40) 
令 包 (X)= 有 (by,)，a2(D)=@(t,b) ， 便 有 有 局 (t,)=a?(1)h(x) ， 此 即 待 证 的 式 
(10-1-21). 

[选读 10-1-4 完 ] 


S$ 10.2 宇宙 动力 学 
10.2.1 ” 哈 勃 定律 


美国 天 文学 家 Slipher 在 20 世纪 初期 观测 了 41 个 河 外 星系 的 光谱 , 发 现 其 中 
的 36 个 存在 红 移 [ 设 1 黎 分 别 是 发 光 时 和 光 到 达 地 球 时 的 波长 , 则 z= (4 -14 
简称 红 移 .]， 把 红 移 归 因 于 多 普 勒 效应 , 便 可 得 出 “这 36 个 星系 离 银 河 系 退行 而 
去 ”、 因 而 “ 字 宙 膨胀 ”的 结论 (因为 太阳 绕 银河 系 中 心 转动 ， 其 他 5 个 星系 的 光 
谱 的 蓝 移 可 被 解释 为 太阳 正好 与 它们 相向 运动 所 致 ), 天 文学 家 迄今 已 测量 了 数 以 
万 计 的 星系 光谱 ， 除 极 少数 (发 自 很 近 的 星系 ) 外 都 是 红 移 ， 这 为 宇宙 膨胀 的 论断 
提供 了 坚实 的 观测 基础 ， 美国 天 文学 家 哈 勃 (Hubble) 从 1923 年 开始 测量 河 外 星系 
同 我 们 的 距离 (这 比 z 的 测定 困难 得 多 )， 发 现 红 移 z 与 距离 D 有 正比 关系 ,而 x 
在 低速 时 又 等 于 退行 速率 u [对 式 (6-6-66a) 做 泰勒 展开 并 保留 1 阶 项 得 zsu]， 于 
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是 在 1929 年 发 表 了 如 下 定律 ( 哈 勃 定律 ): 

uo= HoDo。 (下 标 0 代表 “当今 ”)， (10-2-1) 
其 中 画 是 同 星 系 无 关 的 数 ， 叫 哈 勃 常数 (Hubble constanD， 今天， 用 RW 度 规 不 
难 从 理论 上 推出 哈 勃 定律 . 定义 两 个 星系 的 相对 速率 为 wb := dD(p/df [其 中 DQ) 
是 它们 在 时 刻 上 的 距离 ]， 则 由 式 (10-1-26) 易 得 
A da) Ga(0) 


u(t)=D =—D(), a(t)= da(t)/dr. (10-2-2) 
dt al(?) 
定义 哈 勃 参数 (Hubble parameter) 
H(1) := Ga(D / a(t), (10-2-3) 
则 u(t)= H(t) D(). (10-2-4) 


上 式 说 明 ， 对 给 定时 刻 1, 任意 两 个 星系 之 间 的 退行 速率 正比 于 两 者 的 距离 ， 以 6 
代表 当今 时 刻 ， 以 铀 简 记 玉 1o)( 即 哈 勃 常数 )， 便 有 
u(to) = HoD(to). (10-2-1'") 
这 便 是 哈 勃 定律 [ 式 (10-2-D)]. 应 注意 哈 勃 参数 H(D) 同 哈 勃 常数 有 Ho= 且 (to) 的 区 别 : 
前 者 与 时 间 +t 有关， 后 者 是 前 者 的 当今 值 。 因 为 观测 表明 o> 0， 由 式 (10-2-1) 可 
若 只 要 D(10)0 就 有 Mto) > 0， 即 任 一 星系 观测 另 一 星系 时 都 发 现 它 离 自己 退行 
而 去 [ 哈 勃 只 测 出 其 他 星系 离 我 们 银河 系 退 行 而 去 ， 式 (10-2-1) 则 肯定 任 一 对 星系 
之 间 都 在 互相 远离 .]. 可 见 , 我 们 测 得 所 有 星系 离 我 们 退行 而 去 并 不 表明 银河 系 是 
宇宙 膨胀 的 中 心 ， 作 为 比喻 ， 考 虑 一 个 布 满 蚂蚁 的 气球 .， 当 气球 膨胀 时 ， 每 一 蚂 
蚁 都 看 到 其 他 蚂蚁 离 它 退行 而 去 .没有 一 只 蚂蚁 是 特殊 的 ，、 同 气球 膨胀 一 样 ， 字 
宙 的 膨胀 也 没有 中 心 . | 
由 式 (10-2-]) 可 知 , 当 DD 足够 大 时 , u 可 以 大 于 光速 . 这 同 相 对 论 并 无 矛盾 . 相 
对 论 的 基本 原则 (之 一 ) 是 “质点 世界 线 是 类 时 曲线 ”( 这 是 绝对 的 、 毫 不 含混 的 提 
法 ), 只 有 采用 适当 的 速率 定义 才 等 价 于 “质点 速率 小 于 光速 "(这 是 相对 的 提 法 ). 在 
记 住 “相对 论 中 任何 质点 的 速率 都 小 于 光速 ”的 同时 ， 必 须 记 住 这 句 话 中 的 “ 质 
所 速率 ”是 指 式 (6-3-28) 定 义 的 由 观 者 对 质点 做 当时 当地 测量 所 得 的 速率 ， 如 果 这 
观 者 是 闵 氏 时 空 的 惯性 观 者 ， 这 速率 也 就 是 质点 相对 于 该 观 者 所 在 惯性 系 的 速 
率 ， 然 而， 速率 的 定义 很 多 ， 只 要 与 上 述 速率 定义 不 等 价 ， 超 光速 就 未 必 违 背 相 
对 论 . 星系 退行 速率 就 是 一 例 .退行 速率 u 的 定义 是 星系 距离 对 宇宙 时 间 的 导数 ， 
这 里 然 很 有 物理 意义 ， 很 可 以 称 为 速率 ， 却 不 是 某 观 者 对 某 星 系 做 当时 当地 测量 
所 得 的 速率 ,这 样 定义 的 速率 大 于 光速 并 不 与 相对 论 矛盾 ， 并 不 导致 雇 误 .事实 
上 , 在 推导 RW 度 规 的 过 程 中 早已 承认 每 一 星系 的 世界 线 是 类 时 曲线 ， 因 此 早已 
遵守 前 面 提 及 的 相对 论 基 本 原则 ， 据 此 ， 如 果 任 何 观 者 (不 一 定 各 向 同性 观 者 ) 对 
任 一 星系 做 当时 当地 测量 ， 所 得 速率 肯定 小 于 光速 . 
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10.2.2 ”宇宙 学 红 移 A 


哈 勃 把 宇宙 学 红 移 解释 为 平 直 时 空 的 
net dated 子 的 结 
企 ， 根据 广义 相对 论 ， 宇 宙 物 质 的 存在 必然 
en 弯曲 , 宇宙 学 红 移 其 实 是 弯曲 时 空 
的 效应 . 哈 勃 观测 的 星系 与 我 们 的 距离 从 宇 
宙 学 角度 来 看 很 小 , 时 空 曲率 的 效应 在 这 个 
范围 内 没有 明显 表现 , 近似 看 作 多 普 勒 红 移 


D(1)) 加 
并 无 不 可 .然而 ,对 距离 足够 大 的 星系 的 红 "I 
移 现象 应 该 在 弯曲 时 空 的 基础 上 解释 .在 几 图 10-8 宇宙 学 红 移 的 推导 


何 光学 近似 下 ( 见 选 读 7-2-1) 可 认为 光 信号 人 
沿 类 光 测 地 线 传播 . 设 星系 4 在 疡 时 发 出 的 光子 沿 类 光 测 地 线 mn(B)( BP 为 仿 射 参数 ) 
运动 , 在 pz 时 被 星系 B 收 到 ( 见 图 10-8)， 光 子 在 pi 点 相对 于 观 者 A 的 角 频 率 
@ =-gwZ"K*1, ,其 中 Z" 是 4 的 4 速 ，K* =(9/9B》 是 光子 的 4 波 和 撩 ， 注 意 到 

Z “与 RW 坐标 系 {t, +, 90,9} 的 坐标 基 矢 (6/07) 一 致 以 及 

及” =(0/01) (dt/dB) + (0/0x'Y (dx'/dpP), 
可 知 w =df/dp1 . 同 理 , 该 光子 在 ps 相对 于 观 者 B 的 角 频 率 @, = dt/dp1,,. 宇 
宙 学 红 移 可 借助 于 mn(6) 所 满足 的 测 地 线 方程 

dx u dx dx 

7 的 VO 1 

dp dp dp 

求 得 ， 其 中 x， 允 ， 必 ， 必 依次 代表 7,9, 9， 由 式 (10-1-25) 求 得 非 零 克 氏 符 


1 =0,1,2,3 (10-2-5) 


A en 0 1 133 =adr’ sin” 9, 
T=T = a/a, 1 =kr (kr), 
T=—r(1 kr), Ta =—r(— kr )sin’ 9, 
Twm=7T 0=T 0=T 30=d/a, T=T =T 3=T =1/r, 
T ”3 =—sinO cosO ， T= =c0t0. 


由 此 易 证 各 疝 同性 观 者 的 世界 线 是 测 地 线 [ 习 题 ， 利 用 殉 氏 符 的 上 述 表达 式 及 式 
(5-7-2) 几 乎 可 一 望 而 知 .]， 令 式 (10-2-5) 的 4=2,3， 得 


2 
dao adido | =0， 
dp “adpdp rdp dp a 
2 
dp dddg 2drdy ,gd 0. (10-2-6) 


dB* adBdp rdp dB dp dp 


“ 374 . 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


选择 坐标 系 使 0(p)=%，gp(pi)= po， 并 使 K*1, 在 (0/39) 和 (9199)* 的 分 量 为 
零 , 便 可 保证 整 条 测 地 线 mn(B) 有 0=8 和 w= go. 就 是 说 , 对 任 一 给 定 测 地 线 10D)， 
总 可 通过 重 选 9 ，9 坐标 使 之 成 为 径 向 测 地 线 [ 因 为 7(B) 事先 给 定 ， 选 定 坐 标 系 
后 其 KB) ，r(B) ，0(B) ，2(O) 就 都 是 确定 的 函数 . 和 欲 证 02) = 内 和 w(8) = 内 只 
须 注意 式 (10-2-6) 是 关于 2(O) 和 gg(B) 的 2 阶 联 立方 程 组 ,而 0(B)=0 和 9@g(B)= 9o 
是 满足 初始 条 件 0(pi) = , 9(pi) = po , d0/dp |, =0, dp/dpl,=0 的 唯一 解 .]. 再 


令 式 (10-2-5) 的 4= 0， 得 


由 天 的 类 光 性 得 


2 5 
dt a dr 
= 本 本 更 9 10-2-7 
pe. 1—kr’ 日 J 
dt afdty ~ do wda 本 
两 式 联 立 得 和 5+ 名 =0. 令 @=dt/dp, dg ， 从 而 解 得 
= mw a (ol 为 积分 常数 ) (10-2-8) 
由 于 w 可 解释 为 过 708) 上 任 一 点 的 各 向 同性 观 者 测 得 的 光子 角 频 率 ， 上 式 可 解释 
为 : 随 着 宇宙 的 膨胀 ， 宇 宙 中 每 一 光子 (相对 于 各 向 同性 观 者 ) 的 波长 都 正比 地 拉 
长 ( 红 移 )， 把 式 (10-2-8) 用 于 pi1，p2 点 得 


CO al(ti) 


= 一 一 一 ， (10-2-9) 
OO alt,) 
故 相 对 红 移 量 - 
和 (10-2-10) 
1 9) a(ti) 


大 4, 到 的 距离 足够 小 ， 则 由 图 10-8 知心 -二 兰 DG) ， 略 去 泰勒 展开 的 高 阶 项 得 
a() 兰 aG0)+GaG)( -一直 ) 兰 aG)+aG)DG)， 

故 z=[(a(t)/a(t)] DG) = HG ) DG ). (10-2-11) 

其 中 第 二 步 用 到 式 (10-2-3). 令 t(s #4) 为 Hs， 上 式 便 是 哈 勃 的 观测 结果 . 

注 1 习题 3 给 出 推导 式 (10-2-8) 的 男 一 方法 ， 其 特点 是 直接 用 类 光 测 地 线 方 
程 的 矢量 形式 K*V。K”=0 而 不 是 其 分 量 形式 (10-2-5)， 式 (10-2-8) 还 可 通过 纯 几 何 
式 的 讨论 导出 (用 到 测 地 线 切 矢 与 Killing 场 的 缩 并 沿 测 地 线 为 常数 )， 详 见 Wald 
(1984) P. 103~104. 
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10.2.3 ”尺度 因子 的 演化 


把 Robertson-Walker 度 规 的 爱 因 斯 坦 张 量 Ce 写成 用 a(D 表 达 的 形式 , 再 写 出 
宇宙 的 内 容 物 的 能 动 张 量 7w， 便 可 由 爱 因 斯 坦 方程 Coo=8rTw 得 到 尺度 因子 a(D) 
的 微分 方程 ， 从 而 求 得 宇宙 的 演化 方式 ， 宇宙 的 内 容 物 (contents) 可 分 为 两 大 类: 
静 质 量 非 零 的 粒子 构成 的 内 容 物 称 为 物质 (matter， 汉 语 亦 称 实物 ); 静 质 量 为 零 的 
粒子 构成 的 内 容 物 称 为 辐射 (radiation). 对 物质 (实物 ) 提 供 主 要 贡献 的 是 各 个 星系 ， 
对 辐射 提供 主要 贡献 的 是 1965 年 发 现 的 、 充 满 宇宙 的 微波 背景 电磁 辐射 ( 详 见 
10.3.1 小 节 )， 用 宇 观 尺度 衡量 ， 每 个 星系 可 看 作 一 个 质点 (“ 沧 海 之 一 村” )， 所 
有 星系 组 成 理想 流体 ， 流 体 的 压强 可 忽略 (相当 于 星系 的 无 规 运动 可 忽略 )， 因 而 
可 近似 为 尘埃 ， 一 个 星系 近似 就 是 尘埃 中 的 一 个 “颗粒 ”， 因 此 其 世界 线 是 测 地 
线 ( 见 $6.5). 而 式 (10-2-5) 后 已 指出 各 向 同性 观 者 世界 线 是 测 地 线 , 可 见 星系 可 近似 
看 作 各 向 同性 观 者 ， 宇 宙 中 的 全 部 物质 (整个 尘埃 ) 的 能 动 张 量 可 表 为 

T, (物质 )= pywU,U,， 
其 中 UU“ 是 各 向 同性 观 者 的 4 速 ，pm 是 各 向 同性 观 者 测 得 的 物质 能 量 密度 .为 一 
方面 ， 所 有 辐射 也 可 看 作 一 种 特殊 的 理想 流体 ， 其 4 速 等 于 各 向 同性 观 者 的 4 速 
UVU“， 因 而 所 有 辐射 的 能 动 张 量 可 表 为 
72( 辐 射 )= PRU Us + p(g8ap + UaU;),， 

其 中 pr 及 p 分 别 是 各 向 同性 观 者 测 得 的 辐射 能 量 密度 和 辐射 压强 ， 满 足 
p=pr/3. 综合 上 述 两 点 可 知 宇宙 的 总 能 动 张 量 可 近似 表 为 

Tp = PUaU, +P(S8o + UaU;,); (10-2-12) 
其 中 p 是 尘埃 (星系 ) 和 辐射 的 总 能 量 密度 ， 在 实际 宇宙 中 ， 除 星系 外 还 有 其 他 形 
式 的 物质 , 但 从 宇宙 学 原理 出 发 可 以 相信 它们 的 能 动 张 量 也 取 式 (10-2-12) 的 形式 ， 
因而 也 可 认为 式 (10-2-12) 已 包含 了 它们 的 贡献 。 总 之 ， 在 标准 模型 中 ， 宇宙 的 内 
容 物 只 有 物质 和 辐射 两 种 ,物质 的 特征 是 p 0 ,辐射 的 特征 是 p=p/3, 式 (10-2-12) 
包含 了 所 有 物质 和 辐射 的 贡献 . 空间 均匀 性 的 假设 要 求 p 和 p 都 不 是 空间 坐标 的 
困 数 . 

RW 线 元 [ 式 (10-1-25)] 的 1,r, 0, 9 是 各 向 同性 观 者 的 共 动 坐标 , 由 式 (10-2-12) 

求 得 Tu 在 此 系 的 非 零 分 量 为 
1oo=D， 已 =P81， (10-2-13) 
其 中 非 零 的 gj 只 有 
gi1 = a (1— kr”), g2 = a r’, 833 = a’r” sin’0 . 
另 一 方面 , 根据 式 (10-1-25), 爱 因 斯 坦 张 量 Go 在 该 系 的 非 零 分 量 又 可 用 a(D 表 为 
(计算 留 作 练习 ) 
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Gow =3(G +k)/a?, (10-2-14) 
二 9 
G, 四 局 一 司 gy (10-2-15) 
于 征 爱 因 斯 坦 方程 的 分 量 形式 Gu = 8xTho 和 G, =8xT 可 表 为 
3(a” +k)/a? =8rp  ( 称 为 Friedmann 方程 )， (10-2-16) 
22/a+(G +k)/a? = 一 8Trp ， (10-2-17) 
式 (10-2-16) 和 (10-2-17) 就 是 决定 尺度 因子 a(D) 的 基本 方程 ， 由 此 两 方程 易 得 
34=—4na(p +3p), (10-2-18) 
微分 式 (10-2-16) 并 与 式 (10-2-18) 联 立 消 去 得 
p+3(p+ p)a/a=0. (10-2-19) 


因为 式 (10-2-17) 可 由 式 (10-2-16) 和 (10-2-19) 导 出 ,方程 组 (10-2-16)、 (10-2-17) 同 方 
程 组 (10-2-16)、(10-2-19) 等 价 ， 因 为 p > 0, p=0， 由 式 (10-2-18) 可 知 立 <0， 这 表 
明 宇 宙 或 则 膨胀 (a > 0 或 则 收缩 (a <0)， 除 个 别 时 刻 (4 >0 与 4<0 之 间 的 过 渡 时 
刻 ) 外 不 会 出 现 4=0 ， 因 而 不 会 处 于 静态 ， 既 然 观 测 表 明 当 今 宇宙 正在 膨胀 
[a(to)>0]， 由 &<0 可 知 a(f)>a(w) Vi<th， 而 且 1 越 小 则 ali) 越 大 ， 这 就 表明 ， 
如 果 逆 着 时 间 回 湖 ， 宇 宙 将 以 越 来 越 大 的 速率 缩小 ， 在 某 一 时 刻 ( 选 作 1 = 0) 达 到 
a(0)=0. 这 一 时 刻 的 密度 为 无 限 大 ， 称 为 大 爆炸 奇 点 (big bang singularity). “大 爆 
炸 ” 一 词 并 不 贴切 ， 普通 爆 炸 是 正常 ( 非 奇 异 ) 的 、 早 已 明确 的 时 空 背景 中 的 一 个 
事件 ， 爆 炸 之 前 有 一 个 炸弹 (爆炸 事件 在 炸弹 世界 线 的 未 来 端点 )， 爆 炸 之 后 每 一 
碎片 是 时 空中 的 一 条 世界 线 ， 宇宙 “大 爆炸 ”与 此 十 分 不 同 ， 首先， 它 对 应 于 -_- 
个 时 空 奇 性 (存在 无 限 趋 近 于 它 的 不 完备 类 时 测 地 线 , 物质 密度 和 由 时 空 曲率 构成 
的 茶 些 标 量 在 趋 于 它 时 发 散 .), 不 能 向 过 去 延 拓 . 不 妨 这 样 直观 地 想 : 宇宙 中 的 粒 
子 开 始 时 挤 在 “要 多 小 有 多 小 ”的 空间 中 ， 任何 两 个 粒子 随 着 宇宙 的 膨胀 而 不 断 
相互 远离 ， 其 次 ， 与 炸弹 爆炸 后 的 碎片 不 可 能 充满 全 空间 不 同 ， 大 爆炸 后 的 物质 
在 每 一 时 刻 都 均匀 充满 整个 宇宙 空间 ， 粒 子 之 间距 离 的 增 大 是 空间 膨胀 的 表现 . 
为 了 定量 求解 方程 (10-2-16) 和 (10-2-19)， 先 讨论 两 个 极端 情况 ， (DT 完全 来 
自 物质 (尘埃 ) 的 贡献 ( 称 为 尘埃 宇宙 ); Ts 完全 来 自 辐射 的 贡献 ( 称 为 辐射 宇 
宙 )， 人 尘埃 宇宙 有 疡 = 0， 对 式 (10-2-19) 积 分 得 
Pua” = 常数 . (10-2-20) 
这 是 目 然 的 , 因为 任 一 共 动 体积 随 a 增 大 而 按 增 大 , 而 体积 内 的 尘埃 粒子 数 ( 因 
而 能 量 ) 不 变 ， 故 密度 按 a” 减 小 ， 辐 射 宇 害 有 p = pr /3 ， 对 式 (10-2-19) 积 分 得 
pra = 常数 . (10-2-21) 
这 征 因 为 任 一 共 动 体积 内 的 光子 数 不 变 而 每 一 光子 的 频率 (能 量 ) 由 于 红 移 而 按 a 
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al(t) 


减 小 [ 见 式 (10-2-8)]， 既然 p 与 a 的 关系 分 别 为 
pm “a ”和 pr xa™ ,尽管 当今 宇宙 很 接近 于 物质 
为 主 , 在 a 足够 小 时 总 是 以 辐射 为 主 的 (不 过 早期 
宇宙 尚 无 星系 ， 只 有 粒子 )， 下 面 分 别 在 这 两 个 极 
端 情况 下 求解 方程 (10-2-16) 和 (10-2-19). 

对 辐射 宇宙 , 式 (10-2-19) 已 积分 为 式 (10-2-21)， 
故 只 须 在 其 基础 上 求解 方程 (10-2-16)， 令 

B” =8npa/3, (10-2-22) 。 ; 

则 由 式 (10-2-21) 知 B 为 常数 (约定 B>0). 方程 ”图 10-9 辐射 宇宙 的 a(D 曲 线 
(10-2-16) 可 改 与 为 


a*(t)= Ba (1t)—k. (10-2-23) 
普 助 变量 蔡 换 b(t)=a (1) 可 在 a(0)=0 的 初始 条 件 下 求 得 方程 的 特 解 
a”(1)=2B1 一 kt*”， 因 而 在 3 种 情况 下 分 别 有 


情况 a (k=+1), a’(t)=2Bt—1’, (10-2-24a) 
”情况 b (=0)， a’(t) =2Bt, (10-2-24b) 
情况 c (k= 一 1)， a’(t)=2Br+r’. (10-2-24c) 


3 种 情况 的 a(D) 曲 线 示 于 图 10-9. 由 于 在 a 很 小 时 以 辐射 为 主 , 图 中 3 条 曲线 在 原 
点 附近 的 表现 有 重要 意义 .由 式 (10-2-24) 或 图 10-9 可 知 1=0 时 a=0， 这 就 是 大 
爆炸 奇 扣 、 由 式 (10-2-23) 可 知 在 a 足够 小 时 可 和 忽略， 因此 3 种 情况 的 曲线 在 奇 
点 附近 近似 相同 . 

对 物质 (尘埃 ) 宇 宙 ， 式 (10-2-19) 已 积分 为 式 (10-2-20)， 故 只 须 在 式 (10-2-20) 基 
础 上 求解 方程 (10-2-16)， 令 


A=8npa’/3, (10-2-25) 
则 由 式 (10-2-20) 知 4 为 常数 ,方程 (10-2-16) 可 改写 为 
da” (1) = 2 (10-2-26) 
alt) 
为 便于 求解 ， 引 入 新 变量 
(1) = | df/ alt) | (10-2-27) 


以 a' 记 da/dt ， 则 式 (10-2-26) 成 为 
ai 人 人 = Aa(f) — ka’(f). (10-2-28) 


上 式 在 3 种 情况 下 满足 初始 条 件 a(0) = 0 的 特 解 分 别 为 
情况 a(k=+D)， a=4(-cosf)/2， t= A(f — sinf)/2,， (10-2-29a) 
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情况 b (k=0)， a =(9A/4) 313, (10-2-29b) 
情况 c(k=-1)， a=A(chf -1)/2,， t= A(shf -A)/2. (10-2-29c) 
3 种 情况 的 a(D) 曲 线 大 致 也 如 图 10-9 ,不 另 画 出 . 尘埃 宇宙 解 由 前 苏联 的 Friedmann 
( 弗 里 德 曼 ) 于 1922 年 最 先 得 出 , 大 大 早 于 哈 勃 (1929) 和 Robertson 及 Walker(1935) 
的 发 现 , 不 少 文献 把 标准 宇宙 模型 也 称 为 Friedmann-Robertson- Walker 模型 (FRW 
模型 ). 
以 上 是 对 两 个 极端 情况 的 定量 讨论 .实际 宇宙 既 含 实物 又 含 辐射 ， 定 量 求解 
有 困难 ,但 可 做 以 下 定性 讨论 . 首先 ， 观 测 表 明 当 今 字 宙 正在 膨胀 ， 即 ad)> 0 ， 
由 式 (10-2-18) 知 4 越 向 过 去 越 大 , 故 !< 加 的 a() 曲 线 向 上 凸 起 (图 10-9 中 的 大 = 0， 
-1 曲线 以 及 k= 1 曲线 的 左 半 段 .)， 因 而 会 在 上 < 加 的 某 时 刻 与 ! 轴 相交 (前 已 约定 
选 此 时 刻 为 1= 0)， 这 同 图 10-9 定性 一 致 ， 再 看 1> 如 的 情况 .把 式 (10-2-19) 改 写 
为 
d(pa’)/da=-3pa’, (10-2-30) 
因 右 边 恒 为 负 ， 上 式 表明 pa 随 a 增 而 减 ， 故 p 至 少 按 a 了 减 小 ， 把 式 (10-2-16) 
改写 为 
3(G +k)=8npa’, (10-2-31) 
则 右边 在 a 增加 时 至 少 按 a 减 小 .上 式 表明 4 随 a 的 变化 情况 与 x 值 上 关 . 对 k=0 
有 d=8npa”/3， 故 忆 随 a 增 大 而 减 小 ， 在 a -> o 时 趋 于 零 . 注意 到 at)> 0 ， 
可 知 alt) 恒 为 正 , 即 a 随 1 不 断 增 长 , 只 是 a(D) 曲 线 的 斜率 不 断 下 降 并 在 a ->w( 因 
而 上 一 oo ) 时 趋 于 零 ， 与 图 10-9 中 k=0 曲线 的 定性 表现 一 致 、 若 = -1， 则 式 
(10-2-3) 成 为 4” = (8npa”/3)+1， 情 况 与 X=0 类似， 只 是 现在 a() 曲 线 的 斜率 在 
4 一 oo(f 一 oo) 时 趋 于 1 而 不 是 0). 这 与 图 10-9 中 上 = -1 曲线 的 定性 表现 一 致 . 若 
k= +1, 则 式 (10-2-31) 成 为 4a? = (8roa213)-1 ,表明 忆 随 ea 增加 而 减 小 , 当 8roa213 
减 至 1 时 4 减 至 零 . 以 ac 代表 满足 8roa213 =1 的 a 值 ， 则 它 代表 临界 状态 : 在 
a 从 alto) 起 增 至 ac 的 过 程 中 ，6a 从 ato) > 0 起 不 断 减 小 ， 当 a 增 至 ac 时 (相应 的 + 
记 作 to) 4 减 至 零 ， 由 于 式 (10-2-18) 要 求 & 恒 为 负 ， 即 4 随 1 增 加 而 减 小 ,， 因此 4 从 
1> tc 开始 变 为 负数 ， 即 gc 从 上 > 如 开始 随 上 增加 而 减 小 ,直至 为 零 . ac 显然 是 ab 
的 极 大 值 . 这 与 图 10-9 中 大 = 1 曲线 的 定性 表现 一 致 . 可 见 ,， 实际 宇宙 的 ab 仍 可 
用 图 10-9 大 致 描述 . 
[选读 10-2-H] 
严格 说 来 还 应 补 证 ac 和 tc 都 为 有 限 值 . 令 f(a)=ad? , 则 由 42 =(8roa213)-1 
得 
f(a)=(8rpa /3)-a= fi(a)- fo(a)， 
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其 中 fi(a)=8npa ,f(a)=a. 由 式 (10-2-30) 可 知 fi(a) 的 图 像 是 斜率 为 负 的 曲线 ， 
而 a>0 和 p>0 则 保证 它 在 第 一 象限 内 , 故 必 与 代表 户 (a) 的 斜率 为 1 的 过 原点 直 
线 交 于 一 点 . 由 ai = fi(a) 一 (qa) 可 知 此 交点 的 a 值 就 是 ac, 可见 ac 有 限 . 以 pc 
代表 与 ac 相应 的 D 值 ， 则 六 =(8roa213) -1 给 出 pc =3/8xac*>0， 配 以 p>0， 
由 式 (10-2-18) 便 知 itc<0， 这 就 保证 化 有 限 ， 即 a 不 会 在 1 一 % 时 才 增 至 ac . 
[选读 10-2-1 完 ] 
既然 宇宙 有 起 始 时 刻 (1 = 0) , 就 可 谈 及 宇宙 今天 的 年 龄 , 它 等 于 四 -0= 加 . 设 
D(i) 是 任 选 的 两 个 星系 的 距离 ， 以 Do 简 记 D(io) ， 粗略 认为 膨胀 一 直 以 当今 速率 
uo 进行 ( 见 图 10-10 中 的 直线 ), 则 h = Do/u = Do/1HoDo = Ho .Hi 的 实测 值 约 为 
(20km/s)/ 百 万 光 年 , 故 ， = Ho。 135 亿 年 . 但 由 
图 10-10 知 t <Ho (to 与 Ho 的 定量 关系 见习 
题 4)， 可见 如 小 于 135 亿 年 . ”由 于 种 种 原因 ，， 
Ho 不 易 测 准 ， 哈 勃 当年 测 得 的 五 。 约 为 上 引 值 的 
8 倍 , 于 是 如 小 于 17 亿 年 . 这 是 无 法 接受 的 ， 因 
为 从 放射 性 元 素 的 相对 丰 度 估计 的 地 球 年 龄 约 
为 46 亿 年 . 更 有 其 者 , 恒星 的 年 龄 在 20 世纪 30 0, _ . 
年 代 被 错误 地 估 为 10 亿 年 , 这 就 使 小 于 17 亿 年 。 
的 宇宙 年 龄 更 加 无 法 接受 ， 这 导致 人 们 对 大 爆炸 ”图 10-10 字 宙 年 龄 b < 有 
理论 的 疑惑 ， 许 多 宇宙 理论 应 运 而 生 ， 直 至 20 
世纪 50 年 代 末 发 现 西 值 大 约 只 有 哈 勃 所 测 值 的 /8 后 ， 这 一 党 站 在 大 爆炸 理论 
头 上 的 阴云 才 得 以 驱散 . 
提高 哈 勃 常数 Ho 的 测量 精度 对 宇宙 论 的 研究 至 关 紧 要 . 长 期 来 各 种 测量 结果 
的 最 大 值 约 为 最 小 值 的 2.5 倍 ， 通 党 认为 
Ho, =100h km Sec  . Mpc” ， (10-2-32) 
其 中 满足 0.4< h < 1， 反映 测 量 结果 之 间 的 出 人 ，1 Mpc =10spc ，pc 是 天 文学 
常用 距离 单位 parsec ( 即 parallax second) 的 缩写 ， 汉 语 称 为 秒 差 距 ，1pc 关 3.26 光 
年 ， 近 几 年 来 用 各 种 方法 测量 H, 值 的 结果 日 趋 接 近 ， 最 新 数据 为 [Spergel et al 
(2003)] 


D(t) 


to f 


ee +0.04 
Ho=71 km's" .Mpc ， 更 准确 地 就 是 h=0.71 | pa (10-2-33) 


本 章 开始 时 说 过 宇宙 是 “无 所 不 包 ” 的 最 大 时 空 . 对 这 句 话 应 做 补充 说 明 . 用 


@ 然而 , 1999 年 对 Ia 类 超新星 的 观测 发 现 当今 宇宙 并 非 如 图 10-10 那样 减速 膨胀 而 是 如 图 10-13 所 示 的 加 速 
膨胀 ( 详 见 10.3.3 小 节 ), 结果 是 tj > Ho . 本 书 定稿 时 的 最 新 结果 为 0 宇 137 亿 年 . 
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RW 度 规 描述 的 宇宙 只 是 “ 抹 匀 ?后 的 宇宙 , 它 只 反映 宇宙 在 宇 观 尺度 下 的 行为 . 如 
果 关 心 较 小 尺度 下 的 局 部 表现 ， 就 要 根据 该 局 部 的 物质 分 布 情况 选择 适当 度 规 描 
述 . 例如 ， 一 个 近似 孤立 的 球 对 称 恒星 周围 的 时 空 几何 应 由 施 瓦 西 度 规 描述 ， 字 
宙 虽 然 是 无 所 不 包 的 最 大 时 空 ， 但 RW 度 规 并 不 反映 其 局 部 (小 于 字 观 尺度 ) 区 域 
的 时 空 几何 . 


10.2.4 ”宇宙 学 常数 和 爱 因 斯 坦 静 态 宇宙 


爱 因 斯 坦 早 在 1917 年 就 用 爱 因 斯 坦 方程 讨论 宇宙 . 限于 当时 关于 宇宙 不 变 的 
普遍 哲学 理念 ， 他 一 开始 就 企图 找到 一 个 描述 静态 宇宙 的 时 空 度 规 ， 可 惜 爱 因 斯 
坦 方程 容 不 得 静态 解 ， 因 为 静态 意味 着 4 =0 ,方程 (10-2-16)、(10-2-17) 于 是 成 为 

3k = 8npa’ (10-2-16") 
和 k=— 8npa’, (10-2-17’) 
它们 在 物理 条 件 p >0 和 p>0 下 显然 互 不 相 容 ， 爱 因 斯 坦 早已 看 出 爱 因 斯 坦 方程 
没有 静态 解 ， 但 当时 的 他 是 如 此 坚信 静态 宇 害 ， 以 至 为 了 获取 静态 解 而 不 惜 修改 
目 己 的 方程 .他 假定 修改 后 的 方程 取 Cu。 = 8xT 的 形式 ， 考 虑 到 7 的 性 质 ， 可 
知 G, 必须 满足 Ge = Go 以 及 V“G， =0 ， 而 由 gg 及 其 一 、 二 阶 导数 构成 的 满足 
这 两 个 要 求 的 G 只 能 取 Ge 和 gu 的 线性 组 合 的 形式 (证 略 ),， 因此 他 在 1917 年 发 
表 了 如 下 的 修改 后 的 爱 因 斯 坦 方程 
Gp, + Ag,, = 8nT,, (10-2-34) 
其 中 常数 4 叫 宇宙 学 常数 ” (cosmological constant， 简 称 宇 宙 常 数 ).、 上 式 可 改写 
为 
Gp = 87(T, — Ag,, /87). (10-2-35) 


下 面 说 明 这 一 新 方程 的 确 容许 静态 解 。 为 便于 讨论 ， 可 形式 地 把 T, - 48gw/8r 看 
作 新 的 “能 动 张 量 ”， 从 而 把 式 (10-2-35) 仍 看 作 无 4 项 的 爱 因 斯 坦 方程 ， 为 区 分 
起 见 ， 把 原来 记 作 7 的 能 动 张 量 改 记 作 和 ， 把 新 能 动 张 量 记 作 了 并 ( 即 
Ts =7T2 一 48w/8r)， 于 是 以 7 为 能 动 张 量 的 、( 形 式 上 ) 无 4 项 的 爱 因 斯 坦 方程 
可 表 为 

Gp =8T7 =87(T, 一 48 /87). (10-2-30) 
当时 的 物质 模型 只 有 实物 (尘埃 ) 而 无 辐射 ， 即 也 中 只 含 万 而 不 含 万 ， 所 以 
Tp = PUaU，， 因 而 Too = 万 总 =0 ， 由 式 (10-2-13) 可 知 新 能 动 张 量 Ti 的 p 和 p 
分 别 满足 


中 爱 因 斯 坦 假定 4 很 小 , 使 得 在 除 宇宙 学 问题 外 的 一 切 问题 中 4 项 所 起 的 作用 都 可 忽略 [有 关 讨 论 见 
Rindler(1982)]. 
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DO=7o=7o-48o/8r= 万 + 4/18r ， (10-2-37) 
PS81 =T; = 1 — Agi/8n =—Ag;/8n, EB p=—A/8x. (10-2-38) 
这 表明 4 项 的 引入 相当 于 在 宇宙 中 加 进 压强 p 为 负 的 “物质 ”( 只 要 选 4>0), 从 


而 使 式 (10-2-16') 和 (10-2-17') 的 联 立 不 再 无 解 ， 现 在 由 式 (10-2-17') 和 (10-2-38) 得 


k=a’A, (10-2-39) 
由 式 (10-2-16) 和 (10-2-37) 得 
3K = (8r5+-L4) ao . (10-2-40) 
两 式 相 减 得 
2k = 8npa” . (10-2-41) 
条 件 万 > 0 导致 上 >0 ， 因 而 
k=+1l, (10-2-42a) 
从 而 式 (10-2-39) 和 (10-2-41) 分 别 给 出 
4=a ， (10-2-42b) 
a” =1/4n5. (10-2-42c) 


式 (10-2-42) 便 是 加 进 4 项 后 的 唯一 静态 解 , 式 (10-2-42a) 说 明 这 个 解 的 空间 几何 是 
球面 几何 ， 相 应 的 4 维 线 元 是 
ds =-—dt* +a’[dy’? +sin? wy (dO0? +sin?0 do2)] ， 
其 中 a” = A! = 常数 . (10-2-43) 
这 叫做 爱 因 斯 坦 静 态 宇 宙 度 规 ， 上 式 虽然 是 静态 解 ， 但 却 是 个 不 稳定 的 静态 解 ， 
一 经 微 扰 就 变 为 膨胀 或 收缩 ,文献 指出 [Peebles(2002)], 爱 因 斯 坦 当 时 并 未 写 出 关 
于 a(0 的 微分 方程 ， 因 此 并 未 发 现 这 一 不 稳定 性 . 

由 于 坚信 静态 宇宙 , 爱 因 斯 坦 在 1922 年 对 Friedmann 的 文章 审 稿 时 写 了 否定 
意见 ， 并 对 Friedmann 写 给 他 的 申明 观点 的 信 未 予 理 会 . 1923 年 ， 爱 因 斯 坦 在 听 
取 了 Friedmann 的 同事 Krutkov 向 他 重申 Friedmann 的 意见 后 觉得 有 理 , 便 给 杂志 
社 寄 去 一 张 便条 ， 承 认 自 己 审 稿 有 误 ， 并 肯定 Friedmann 结果 的 正确 性 .他 对 自 
己 引 入 守 宙 常数 深 感 后 悔 ， 曾 说 过 这 是 他 一 生 中 最 大 的 失策 ， 然 而 ， 问 题 并 不 因 
他 放弃 4 项 而 就 此 完结 ， 宇 宙 常 数 4 的 地 位 在 历史 上 几 起 几 落 ， 直 至 今天 ( 详 见 
10.3.3 小 节 ). 


3 10.3 字 宙 的 热 历史 


10.3.1 宇宙 演化 简 史 


前 已 说 过 ，a 足够 小 的 宇宙 以 辐射 为 主 ， 向 实物 为 主 的 转变 大 约 发 生 在 
1=10 s, 即 大 爆炸 后 的 数 千年 . 本 小 节 介 绍 根据 标准 模型 勾勒 出 来 的 宇宙 从 大 爆 
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炸 至 今 的 演化 简 史 .讨论 中 不 可 避免 地 涉及 高 能 物理 的 某 些 基本 知识 ， 对 此 缺乏 
了 解 的 读者 最 好 先 阅读 一 点 有 关 读 物 ， 为 了 不 过 多 涉及 高 能 物理 、 热 力学 和 量子 
统计 学 ， 我 们 只 做 较 粗略 的 介绍 [更 准确 、 细 致 的 讨论 见 温 伯 格 (1972); Kolb and 
Tumer(1990).]， 由 于 宇宙 无 所 不 包 ， 没 有 外 界 ， 其 演化 可 看 作 绝热 膨胀 ， 早期 宇 
宙 \ 以 辐射 为 主 ， 温 度 7 同 尺 度 因 子 a 的 关系 不 难 求 得 . 由 式 (10-2-21) 知 辐射 宇宙 
的 能 量 密度 p 与 o 4 成 正比 ， 而 由 辐射 的 量子 统计 学 又 知 p 与 7* 成 正比 ，” 于 是 
7 c o-. 另 一 方面 , 式 (10-2-23) 的 大 在 a 足够 小 时 可 以 忽略 , 故 其 解 为 ac =(2B1)”， 
与 Tx do- 结合 便 得 Tt? = 常量 .此 常量 在 国际 制 的 数值 约 为 10 ， 故 
7 =100/W (TT 和 zt 的 单位 分 别 为 K 和 $s). (10-3-1) 
这 就 是 早期 宇宙 (辐射 为 主 时 ) 的 温度 T 和 时 间 t 的 近似 关系 式 ， 由 此 可 知 1=0 (大 
爆炸 ) 时 7 = ， 可 见 宇 宙 的 演化 是 从 温度 无 限 高 的 大 爆炸 奇 点 开始 的 、 温 度 不 断 
下 降 的 绝热 膨胀 过 程 . 
1. 大 爆炸 奇 点 
宇宙 的 演化 始 于 大 爆炸 奇 点 (!= 0, 7 =o). 时 空 奇 点 是 最 棘手 的 问题 之 一 . 许 
多 物理 量 在 趋 近 奇 点 时 趋 于 无 限 大 ， 一 切 物 理 定律 在 奇 点 处 失效 .1965 年 以 前 ， 
多 数 物 理学 家 不 相信 时 空 奇 点 的 存在 ， 曾 经 提出 过 避免 奇 点 的 各 种 理由 . Penrose 
和 Hawking 从 1965 至 1970 年 先是 分 别 地 后 是 合作 地 借用 整体 微分 几何 证 明了 一 
系列 奇 点 定理 ,断言 只 要 某 些 合理 条 件 得 到 满足 ， 时 空 奇 点 (包括 大 质量 恒星 晚期 
声 缩 及 宇宙 起 源 的 大 爆炸 奇 点 ) 就 不 可 避免 (下 册 附 录 对 奇 点 定理 有 定性 介绍 )， 重 
要 的 是 这 些 条 件 中 不 含 对 称 性 要 求 ， 这 曾 一 度 使 许多 相对 论 学 家 不 得 不 承认 奇 点 
的 存在 ， 对 奇 点 的 各 种 深入 研究 也 应 运 而 生 . 不 过 ， 由 于 不 相信 物理 量 会 无 限 变 
大 ， 应 该 换 一 角度 看 待 奇 点 定理 : 与 其 说 奇 点 定理 证 明了 奇 点 的 存在 性 ， 不 如 说 
它 表明 经 典 广义 相对 论 在 奇 点 附近 (那里 时 空 曲率 很 大 ) 的 不 适用 性 .众所周知 ， 
物理 学 在 20 世纪 初期 发 生 过 两 大 革命 一 相对 论 的 诞生 和 量子 论 的 创立 . 从 认识 
时 空 结构 和 引力 本 质 这 一 角度 来 看 ， 广 义 相对 论 是 十 分 革命 的 理论 ， 但 是 从 另 一 
重要 角度 看 来 它 却 “很 不 革命 ”， 因 为 它 并 不 遵守 量子 理论 的 基本 原则 . 量子 论 
认为 任 一 可 观测 量 不 能 有 确定 值 (除非 系统 处 于 该 量 的 本 征 态 )， 对 测量 结果 只 能 
做 概率 性 预言 . 然而 在 广义 相对 论 中 所 有 可 观测 量 (如 度 规 ) 都 有 确定 值 ( 用 世界 线 
描述 粒子 的 历史 就 是 默认 粒子 在 每 一 时 刻 有 确定 位 置 ). 国际 理论 物理 学 界 现在 把 
不 考虑 量子 效应 的 理论 称 为 经 典 理论 ， 因 此 把 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 称 为 经 典 广 


@ 对 电磁 辐射 , 由 黑体 辐射 定律 可 知 px T4 , 考虑 到 其 他 粒子 的 贡献 ，p 与 了 应 有 P= (xz /30)NerT ”的 关 
系 , 其 中 Ne 是 由 静 能 远 小 于 好 (k 为 玻 尔 兹 曼 常数 ) 的 粒子 的 种 类 数 决定 的 数 . 可 见 只 当 Ne 为 常数 时 有 
pxT4. 
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义 相对 论 . ”既然 奇 点 定理 表明 时 空 曲率 足够 大 时 经 典 广义 相对 论 失 效 ， 极 早期 
宇宙 就 应 存在 一 个 临界 时 刻 # > 0 ,经典 广义 相对 论 在 时 段 [0,tc] 内 不 成 立 , 应 代 
之 以 一 个 全 新 的 关于 引力 的 量子 理论 ( 称 为 量子 引力 论 , 即 quantum gravity). 虽然 
许多 前 沿 学 者 致力 于 创立 这 门 新 理论 ， 并 且 不 断 取得 进展 ,但 至 今 仍 未 建立 起 完 
整 的 理论 来 . 在 量子 引力 论 尚未 建立 的 今天 , 我 们 无 法 考虑 奇 点 及 其 极 近 处 (时 段 
[0, fc] 内) 的 问题 而 只 能 从 临界 时 刻 世 开始 讨论 . 如 何 估计 这 一 如 值 ? 由 于 问题 涉及 
时 空 、 引 力 和 量子 论 ，t 应 取决 于 基本 常量 c，G 和 太 ， 而 由 c，G， 所 组 成 的 有 
时 间 量 纲 的 “唯一 ” 量 是 普 朗 克 时 间 如 =(GR/c) “~10”s ， 因 此 就 取 如 作为 临 
界 时 刻 tc< ， 即 认为 经 典 广 义 相 对 论 适 用 与 否 的 粗略 界限 就 是 如 ( 详 见 选读 
10-3-1D)， 我 们 只 能 讨论 如 ~10”s 以 后 的 演化 史 . 

[选读 10-3-1] 

可 以 这 样 说 ， 时 空 曲 率 在 时 段 [0,tc] 内 是 如 此 之 大 ， 以 致 经 典 广 义 相 对 论 不 
能 成 立 ， 然而 这 句 话 需要 解释 . 首先， 什么 是 时 空 曲率 的 大 小 (magnitude)? 曲 率 是 
张 量 , 它 的 大 小 通常 是 指 由 它 (及 度 规 ) 所 构成 的 标量 值 , 例如 标量 曲率 R=g" RR 
以 及 标量 .多 三 R”R,, ， 早期 宇宙 以 辐射 为 主 ， 而 电磁 辐射 (类 光电 磁场 ) 的 能 动 张 
量 的 迹 了 = 0， 由 爱 因 斯 坦 方程 可 知 其 尽 =0， 因 此 我 们 以 留 =R” Rs 代表 早期 宇 
宙 的 时 空 曲 率 的 大 小 .第 二 ， 当 .名 大 到 什么 程度 时 经 典 广义 相对 论 失 效 ? 我 们 希 
望 找 到 一 条 界线 , 即 一 个 临界 值 .BC ,使 得 在 非常 粗略 的 意义 上 可 以 说 , 当 . 田 < 
时 可 用 经 典 广义 相对 论 而 当 . 色 >. 玫 时 不 能 . 最 保险 的 办 法 是 利用 量子 引力 论 去 
找 这 条 界线 ， 可 惜 目前 还 没有 这 一 理论 退 一 步 的 办 法 是 通过 微 扰 手 段 获取 某 种 
信息 ， 它 会 告诉 我 们 .有 的 大 致 量 级 . 还 有 一 种 虽然 可 能 粗略 但 却 最 为 省 事 的 办 
法 ， 即 量 纲 分 析 法 .多 在 国际 制 的 量 纲 为 五 [由 附录 和 A 式 (A-7) 可 推 得 ]， 而 由 c， 
G， 广 组 成 的 有 长 度量 纲 的 “唯一 ” 量 是 普 朗 克 长 度 人 p=(Gh/c)“~10“m, 于 
是 人 们 普遍 接受 .到 ~ 有 (~ 代表 同 量 级 )， 

总 之 ， 由 量 纲 分 析 可 粗略 认为 . 完 ~1 .然而 量 岗 分 析 又 给 出 如 ~ 在 ， 自然 
要 问 :暂时 假定 经 典 广 义 相 对 论 适 用 , 当 宇 宙 演 化 至 录 时 ,其 .家 值 真 的 与 .到 ~1 
有 相同 量 级 吗 ?从 式 (10-2-5) 后 面 的 克 氏 符 表达 式 出 发 可 求 得 RW 宇宙 的 里 奇 张 量 
的 非 零 分 量 为 


QD 请 注意 现在 对 “经 典 物 理学 ”的 界定 已 与 20 世纪 的 前 半 部 分 有 所 不 同 . 当时 把 相对 论 (狭义 及 广义 ) 和 量子 
力学 列 入 “近代 物理 学 ”而 把 此 前 的 物理 学 称 为 “经 典 物理 学 ”. 随 着 研究 的 深入 (特别 是 认识 到 广义 相对 论 必须 
同 量子 论 结合 以 后 ), 人 们 逐渐 把 “经 典 ” 一 词 变 为 “ 非 量 子 ” 的 同 义 语 , 而 把 不 考虑 量子 效应 的 广义 相对 论 称 为 经 
典 广义 相对 论 , 以 便 同 量子 引力 论 区 别 .“ 经 典 物理 学 ”的 这 一 新 的 界定 标准 已 相当 普遍 地 在 国际 理论 物理 学 界 得 
到 公认 .与 此 相 比 , 某 些 读者 对 “经 典 ” 一 词 的 理解 是 不 是 太 “ 经 典 ” 了 ? 
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Ro =-32/a ， R = (1 一 有 ) (ada+2602 +2k), 
R,, =r’ (ad +264? +2k), Rs =7" sin’0 (aa+202 + 2k), 

由 此 得 B=R"R,,=9(i/a) +3a (adit+26’ +2k). (10-3-2) 

因为 极 平 期 军 宙 以 辐射 为 主 ,而 且 在 4 如 此 小 的 情况 下 可 取 大 = 0, 故 由 式 (10-2-24b) 
得 ad)=(2B1)”， 求 导 发 现 -ia=(olaj2 =(1/4)t? ， 代 入 式 (10-3-2) 得 

多 =0.751%*， 收回 国际 制 ( 补 c), 便 得 1 时 刻 的 鸳 值 为 多 (1) =0.75 cr4， 注意 到 

证 =c 如 ， 便 有 

R(tp)=0.7510 ”~ 有 
即 如 时 的 曲率 . 罗 (Pp) 与 BC~ lp 同 量 级 ,可 见 经 典 广义 相对 论 在 时 段 [0,10 人 9s] 内 


不 适用 . [选读 10-3-1 完 ] 
2. 早期 宇宙 的 热平衡 
虽然 经 典 广义 相对 论 大 致 从 1= 10™s 开始 有 效 , 但 在 10“s 后 的 一 小 段 时 间 


内 温度 奇 高 ， 高 能 物理 学 对 如 此 高 能 的 领域 还 显得 力不从心 ， 大 致 地 说 ， 宇 宙 主 
要 由 能 量 极 高 的 正 反 粒子 对 组 成 ， 包 括 夸克 (quark)、 轻 子 (lepton)、 传 递 相互 作用 
的 规范 玻 色 子 (gauge boson， 如 光子 ) 以 及 目前 尚未 确证 其 存在 性 甚至 尚未 认识 的 
粒子 . 高 能 粒子 之 间 的 频繁 相互 作用 使 它们 共处 于 一 个 热平衡 态 中 , 可 比喻 为 “一 
锅 充分 搅拌 的 基本 粒子 汤 ”.， 以 光子 y 为 例 ， 它 不 像 在 当今 宇宙 那样 可 通行 无 阻 
地 走 很 长 路 程 ， 其 “平均 自由 时 间 ” 由 于 与 其 他 粒子 的 频繁 碰撞 (包括 被 散射 、 吸 
收 和 再 发 射 ) 而 十 分 短暂 . 虽然 宇宙 也 在 快速 膨胀 , 但 在 可 觉察 出 宇宙 膨胀 的 一 段 时 
加 内 光子 已 与 其 他 粒子 碰撞 过 非常 多 次 .不 但 光子 ， 就 连 中 微 子 在 极 早 期 宇宙 的 一 
段 时 间 内 也 如 此 总之， 虽然 宇宙 不 断 膨胀 ， 但 在 宇宙 (特别 是 早期 宇宙 ) 的 大 部 分 
历史 中 粒子 之 间 的 相互 作用 率 远 大 于 宇宙 膨胀 率 (直观 说 就 是 “搅拌 > 的 快慢 远 超过 
“ 锅 ” 的 膨胀 快慢 ), 因此 在 早期 宇宙 的 多 数 时 段 内 可 实现 多 种 粒子 的 局 域 热平衡 . 

根据 量子 统计 学 ,温度 为 了 的 辐射 中 的 辐射 粒子 的 平均 能 量 约 等 于 kT， 其 中 
k 是 玻 尔 兹 曼 常 数 ( 勿 与 区 分 三 种 空间 几何 的 & 相 混 ). 这 一 结论 也 近似 适用 于 静 能 
远 小 于 好 的 实物 粒子 , 它们 以 接近 光速 的 速率 运动 , 可 近似 视 为 辐射 粒子 ,与 辐 
射 粒子 统称 为 相对 论 性 粒子 .例如 ，T =10"K 时 kT s10MeV ， 而 电子 e 的 静 能 
约 为 0.5MeV， 故 在 T= 10 K 时 电子 是 相对 论 性 粒子 ， 根 据 量 子 场 论 ， 两 个 光子 
可 转化 为 某 种 粒子 的 正 反 粒 子 对 (“对 产生 ”)， 一 对 正 反 粒子 也 可 转化 为 两 个 光 
子 (“对 漂 灭 ”).， 这 两 种 过 程 当然 都 要 满足 能 量 守恒 律 ， 光 子 在 室温 下 的 平均 能 
量 好 远 小 于 电子 静 能 ， 因 此 两 个 光子 变 为 正 、 负 电子 对 (2y 一 e+e! ) 的 可 能 性 几 
乎 为 零 . 然而 在 T= 10 K 的 高 温 下 这 种 “对 产生 ”的 “速率 ”很 大 ( 约 与 光子 密 
度 成 正比 ). e 与 e* 相 遇 又 可 削 灭 为 两 个 光子 (e+e! ->2y )， 淹 灭 “速率 ”正比 于 
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(e,e ) 对 的 密度 . 因此， 达到 平衡 时 ，(e, e) 对 的 密度 与 能 量 大 于 电子 静 能 me 的 光 
子 对 的 密度 大 致 相等 .反之 ， 由 于 质子 p 和 中 子 n 的 静 能 约 为 me 的 1840 倍 ， 即 
使 在 T= 10 K 的 高 温 下 (p, 5) 和 (n, i) 的 密度 也 几乎 为 零 (5 和 坟 分 别 代 表 反 质子 
和 反 中 子 ). 

3. 物质 与 反 物 质 的 不 对 称 性 

在 t=0.01s 、7=10 K 时 , 由 于 杂 >>m,。 及 杂 <<m,，, 存在 大 量 (与 y 的 数量 
同 量 级 ) 的 (e, e ) 而 几乎 没有 (p, 了) 和 (n,n5). 因此 宇宙 的 内 容 物 为 : 大 量 的 中 微 
子 v 和 反 中 微 子 v ; 大 量 的 光子 Y ; 大 量 的 (e, e') (每 种 粒子 的 数 密度 大 致 相同 ) 
以 及 少量 的 质子 p 和 中 子 n . 在 更 早 的 时 候 , 例如 当 7 >>10nK 时 , 由 于 KT >m,， 
曾经 存在 过 大 量 的 (p, p) 和 (n,5)， 只 当 温 度 降 至 K <m 时 才 因 潭 灭 而 消失 ， 既 
然 p，P 和 n，n 成 对 潭 灭 ,为 何 还 残留 少量 p 和 9? 我 们 知道 必 有 少量 p 和 n 是 
因为 我 们 知道 当今 宇宙 中 的 实物 无 不 由 p 和 n 组 成 ,宇宙 中 的 反 粒 子 为 数 其 少 . 就 
是 说 ， 当 今 宇宙 存在 着 关于 粒子 和 反 粒 子 (物质 和 反 物 质 ) 的 不 对 称 性 ， 承 认 这 一 
事实 就 只 能 承认 在 += 0.01s 前 除 大 量 (p,5) 和 (n,a) 之 外 还 有 少量 不 成 对 的 p 和 
n. 到 Kk 了 <m, 时 , p 与 5 ,0 与 天 成 对 潭 灭 ， 只 剩 下 少量 的 p 和 n( 都 是 重子 )， 据 
人 和 估计， 宇宙 中 重子 (baryon) 与 光子 的 数 密 度 之 比 n/n, 仅 为 10 ”的 量 级 ， 但 它 偏 
不 为 零 . 在 再 追问 重子 和 反 重 子 的 这 种 不 对 称 性 的 来 源 ， 则 只 有 两 个 可 能 答案 : 
由 宇宙 一 开始 就 存在 偏爱 粒子 (而 不 是 反 粒 子 ) 的 不 对 称 性 (这 显然 不 够 自然 );@) 宇 
宙 开 始 时 重子 和 反 重 子 一 样 多 , 只 是 在 极 早 期 演化 中 出 现 偏爱 重子 的 不 对 称 性 . 如 
果 坚 信 重 子 数 守恒 ， 后 一 种 可 能 便 不 成 立 ， 幸好 20 世纪 70 年 代 开始 出 现 的 电 、 
弱 、 强 大 统一 理论 (GUT) 认 为 在 能 量 很 高 时 重子 数 可 不 守恒 .理论 表明 ， 重 子 数 
不 守恒 加 上 极 早 期 膨胀 中 对 热平衡 态 的 短暂 偏离 可 以 从 原本 关于 粒子 和 反 粒 子 是 对 
称 的 宇宙 中 产生 出 过 剩 的 P 和 n 来 . 虽然 大 统一 理论 由 于 未 能 取得 预期 的 实验 支持 
而 仍 有 竺 探讨 , 但 有 理由 相信 人 迟早 会 有 某 种 成 功 的 大 统一 理论 解决 上 述 宇宙 学 疑难 . 

4. 中 微 子 的 退 耦 

在 t=1s、T=10"K 时 ，kT 1MeV 仍 大 于 m。， 故 仍 存 在 大 量 的 (e, e+)， 然 
而 ， 由 于 温度 和 密度 与 前 相 比 已 明显 降低 ， 中 微 子 (及 反 中 微 子 ， 下 同 ) 与 其 他 粒 
子 的 相互 作用 率 远 小 于 宇宙 膨胀 率 ， 它 们 的 平均 自由 时 间 显 著 变 长 ， 近 似 成 为 与 
其 他 粒子 无 相互 作用 的 自由 粒子 ， 就 不 再 与 其 他 粒子 共处 热平衡 中 ， 这 称 为 中 微 
子 的 退 耦 (decoupling)， 中 微 子 退 耦 时 间 和 温度 分 别 记 作 Aa 和 7 .它们 退 耦 后 虽 
然 也 像 其 他 粒子 那样 充满 宇宙 ， 而 且 由 于 对 总 能 动 张 量 仍 有 贡献 而 对 宇宙 的 演化 
有 影响 ， 但 它们 在 除 此 而 外 的 各 方面 都 与 宇宙 的 其 他 组 分 互 不 关联 ， 两 者 独立 演 
化 . 这 些 大 量 的 中 微 子 一 直 存 在 至 今 ， 作 为 一 个 独立 的 粒子 系统 ， 其 当今 温度 约 
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为 2K， 可 惜 由 于 同 测量 仪器 的 相互 作用 太 微 弱 而 难以 被 探测 . 

5. 原初 核 合 成 

观测 表明 当今 宇宙 的 氨 约 占 宇 宙 总 质量 的 1/4.， 除 早期 宇宙 的 原初 核 合 成 外 ， 
这 一 氧 丰 度 无 法 用 任何 过 程 解释 (恒星 内 部 的 核反应 虽 不 断 生 成 氮 , 但 其 值 只 占 上 
述 丰 度 的 一 小 部 分 .). 原初 核 合成 涉及 的 温度 段 约 在 10"K 至 ( 稍 低 于 )10*K 之 间 . 温 
度 高 于 这 一 段 时 ， 即 使 质子 和 中 子 结合 为 氨 核 也 会 被 高 能 光子 所 击 碎 (“ 光 分 
裂 ”)， 由 于 这 一 温度 段 内 涉及 的 物理 知识 早已 在 地 球 上 的 实验 室内 得 到 确证 ， 人 
们 对 原初 核 合成 理论 有 足够 的 信心 . 因为 核子 数 密度 较 低 以 及 宇宙 快速 膨胀 导致 
反应 时 间 很 短 ( 约 10%s)， 原 初 核 合成 中 只 有 快速 的 两 粒子 反应 可 以 发 生 . 首先 是 
质子 同 中 子 结合 成 为 气 核 得 ， 多 余 的 能 量 和 动量 由 一 个 光子 带 走 
(p+n 一 “H+y), 继而 是 一 系列 后 续 反 应 而 生成 H( 气 核 )， He 和 “He， 如 

‘H+n—> Ht+Yy, ‘H+p—> ?Hety, ‘H +H—>’Hetn, 
H+"H—>Hetn, "He + “He —> “He +2p. 


由 于 不 存在 质量 数 为 5 的 稳定 核 素 ， 反 应 链 至 此 中 断 . “He 作为 主要 产物 逐渐 积 
累 ， 直 至 数量 足够 时 核反应 才 得 以 继续 ， 结 果 是 在 “He 基础 上 生成 的 很 少 一 点 
"Li， 由 于 不 存在 质量 数 为 8 的 稳定 核 素 ， 反 应 链 至 此 终结 ， 整 个 反应 链 必 须 经 过 
的 第 一 步 是 质子 同 中 子 结合 为 氛 核 ， 气 核 的 结合 能 比 氨 核 的 结合 能 小 得 多 ， 氨 核 
在 温度 低 到 3x10?K 时 就 可 保持 稳定 ， 而 气 核 在 这 一 温度 下 刚刚 形成 便 会 破裂 ， 
因此 真正 有 意义 的 核 合成 过 程 在 温度 略 小 于 10 K 时 才 由 于 通过 了 “和 所 关卡 ”而 开 
始 发 生 ,产物 是 大 量 的 “He 和 微量 的 ' 联 ,He 和 LiCH 不 稳定 ,很 快 误 变 为 "He. ). 若 
以 “He 的 产量 为 单位 ， 则 所 和 ”He 的 产量 约 为 105， 而 Li 约 为 1010， 至 于 今天 
宇宙 中 各 种 比 Li 更 重 的 元 素 ， 主 要 是 后 来 在 恒星 内 部 的 核反应 以 及 超新星 爆发 
中 形成 的 .恒星 内 部 之 所 以 能 跳 过 A = 5 和 8 的 元 素 而 生成 重 元 素 ， 是 由 于 强大 的 
自 引 力 使 核心 球 的 密度 很 高 ， 并 且 有 足够 的 反应 时 间 使 三 粒子 碰撞 过 程 得 以 发 生 . 

原初 核 合成 产生 的 氨 丰 度 密 切 依赖 于 核 合成 结束 前 中 子 和 质子 的 数 密度 之 比 
n/n, (理由 稍 后 便 知 )， 这 可 由 以 下 讨论 求 得 . 中 微 子 退 耦 前 ， 中 子 和 质子 可 通过 
以 下 弱 作 用 过 程 互 相 转换 : p+ee>n+v。，p+v Cn+e ， 因为 中 子 质量 略 大 
于 质子 质量 (mu -m, 2.5 m。 )， 质 子 变 中 子 的 过 程 比 其 道 过 程 较 难 发 生 ， 例 如 ， 
由 于 mj +me 关 ms 一 1.5m。< ms ， 从 能 量 守恒 知道 一 个 静止 质子 和 一 个 静止 电子 不 
能 变 为 一 个 哪怕 是 静止 的 中 子 ， 但 反 过 来 却 没 有 这 个 问题 . 当然 ， 在 温度 高 达 
10"K 以 上 时 电子 能 量 远 大 于 其 静 能 m. ， 因 而 p+e 一 n+v。 可 以 发 生 ， 但 无 论 如 
何 , 其 发 生 的 概率 总 小 于 逆 过 程 的 概率 , 因此 在 正 反 向 过 程 达到 统计 平衡 时 n/n 
应 小 于 1， 定量 关系 由 玻 尔 兹 曼 公 式 
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i (10-3-3) 
给 出 ,其 中 Am=m, -m,， 当 温度 降 至 Ts =100K 时 中 微 子 退 耦 ， 上 述 n，p 互 变 
的 弱 作 用 过 程 基 本 停止 ，n, /nn, 便 在 数值 ce“”“ 上 大 致 冻结 . 以 上 讨论 略 去 了 自 
由 中 子 的 自发 衰变 n 一 p+e+v。， 因 为 其 半衰期 ( 约 10 min) 远 大 于 Ta 时 的 宇宙 年 
龄 (£4 1s )， 但 到 氨 合 成 时 宇宙 年 龄 (110”s) 已 占 中 子 半衰期 的 可 观 部 分 ， 因 此 
n, /1 比 其 冻结 值 e /es 略 低 ， 约 为 117 弱 一 点 .以 N, 和 入, 分别 代表 总 中 子 数 
和 总 质子 数 ， 暂 令 a = Nu/N, ， 则 总 核子 数 W= Nu +N =(C+DNs ， 其 中 全 部 中 
子 都 与 同 数量 的 质子 结合 成 氮 ， 故 氨 中 所 含 核子 数 为 Ng。 = 2Na = 2cN。 ， 因 此 原 


初 核 合成 产生 的 氨 丰 度 ( 以 质量 计 ) 为 
_Nae “oN, _ 20 


N (o +DN, ot+l 


-1 
即 Y=2 外 | + 本 (10-3-4) 
(和 ) 


以 n/n s117 代入 得 了 <0.25. 除 原初 核 合 成 外 ， 恒 星 内 部 的 核反应 也 产生 “He 
(虽然 比 原初 核 合成 的 产量 少 得 多 )， 因 此 有 必要 从 观测 到 的 氨 丰 度 推 斯 原初 氨 丰 
度 (原初 核 合成 结束 时 的 丰 度 )， 近 年 来 确定 的 原初 氨 丰 度 约 为 0.23， 与 上 述 理论 
值 (0.25) 接 近 ， 其 他 产物 ( 理 ，?He 和 "Li) 的 丰 度 虽然 很 小 ， 但 对 验证 理论 也 很 重 
要 .定量 计算 原初 核 合成 产物 丰 度 还 要 用 到 一 个 重要 的 物理 参量 7 ， 定 义 为 宇宙 
中 重子 与 光子 数 密度 之 比 ( 即 7=n。/n,)，77” 代表 每 个 重子 周围 的 光子 数 , 它 通过 
影响 光 分 裂 的 难 易 而 影响 核 合成 的 开始 时 刻 ， 从 而 影响 产物 的 丰 度 .“He 的 丰 度 
只 微弱 地 依赖 于 7 ， 然 而 HH，*He 和 'Li 的 丰 度 却 对 7 相当 敏感 .计算 表明 ， 只 
要 假定 7 值 在 3.4x10-”~5x10” 之 内 ， 即 
n=nm/n, (3.4~5)x10™, (10-3-5) 
则 上 述 4 种 产物 的 理论 丰 度 都 能 与 观测 丰 度 符合 .这 不 仅 是 对 核 合成 理论 的 有 力 
支持 ， 而 且 也 给 7 这 个 十 分 重要 的 物理 参量 划 出 了 一 个 相当 明确 (而 且 狭 罕 ) 的 范 
围 ， 从 而 构成 对 宇宙 论 的 又 一 重要 贡献 . 
原初 核 合成 理论 的 另 一 重要 贡献 是 把 中 微 子 的 种 类 数 N, 确定 为 3， 即 确认 中 微 
只 有 3 种 (因而 轻 子 只 有 3 代 )， 这 本 是 粒子 物理 学 的 问题 ,用 宇宙 论 对 此 给 出 结论 
的 简 史 可 从 1976 年 谈 起 ， 当 时 国际 物理 界 的 状况 有 如 下 特点 : 中 已 有 迹象 表明 除 
第 一 、 二 代 轻 子 e 和 hu (及 其 相应 的 中 微 子 v。 和 v, ) 外 还 存在 第 三 代 轻 子 (因而 有 第 
三 种 中 微 子 );，@@ 当 时 的 加 速 器 无 法 对 入, 给 出 有 意义 的 限制 ，@ 许 多 物理 学 家 倾向 
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于 相信 入, 的 数值 会 随 加 速 器 能量 增 大 而 增 大 ; @ 很 少 有 粒子 物理 学 家 相信 宇宙 论 
的 研究 对 粒子 物理 学 能 有 什么 帮助 ， 然 而 ，Steigman 等 却 独辟蹊径 ， 指 出 中 微 子 种 
类 的 增加 会 使 宇宙 原初 核 合成 的 主要 产物 “He 的 丰 度 增加 ， 因 而 4He 的 观测 丰 度 应 
能 对 N, 给 出 一 个 上 限 ， 基本 思路 如 下 : 式 (10-2-16) 的 在 a 很 小 时 可 忽略 ， 与 
H =d/a 结 合 得 及” =8np13， 中 微 子 种 类 较 多 导致 p 较 大 ， 由 上 式 知 及 较 大 ， 即 
宇宙 膨胀 绞 快 , 导致 中 微 子 提前 退 耘 , 即 ka 较 小 , 因而 退 耦 温度 民 , 较 大 . 由 式 (10-3-3) 
若 这 又 导致 n/n,。“ 冻 结 ” 在 较 大 数值 上 ， 因 而 “He 丰 度 较 高 ， 他 们 当时 给 出 的 上 
限 是 入 , <7 (发 表 于 1977 年 )， 该 文 展示 了 “宇宙 论 可 对 粒子 物理 学 提出 重要 限制 、 
宇宙 是 高 能 加 速 器 的 重要 补充 这样 一 种 新 认识 . 后 来 许多 学 者 沿 此 方向 继续 研究 ， 
把 N, 一 再 缩小 ，1990 年 ，Walker 等 五 人 已 给 出 入 ,< 3.3 ， 与 欧洲 核子 研究 中 心 
” (CERN) 1990 年 发 表 的 用 加 速 器 得 到 的 结果 N, =3 一 致 ， 详 见 Steigman(1991)， 
6. 宇宙 微波 背景 辐射 
宇宙 在 原初 核 合 成 后 较 长 一 段 时 间 内 没有 重大 事件 发 生 ， 直 到 上 兰 103s = 4x105 
年 . 这 时 7=3000K (或 4000K ), 在 这 种 温度 下 , 原子核 与 电子 开始 在 电磁 作用 下 
结合 为 中 性 原子 (此 前 的 电子 仍 有 足够 能 量 挣 脱 核 的 电磁 束缚 )， 宇 罕 中 的 实物 开 
怒 从 电离 状态 (等 离子 体 ) 向 中 性 状态 迅速 转化 . 在 电离 状态 时 ,光子 与 带电 粒子 ( 特 
别 是 自由 电子 ) 有 频繁 的 相互 作用 (如 康 普 顿 散射 ), 因此 同 实物 粒子 处 于 热平衡 . 然 
而 光子 与 中 性 原子 几乎 没有 相互 作用 ， 因 此 在 带电 粒子 结合 为 中 性 原子 后 宇宙 变 
得 透明 (光子 的 平均 自由 时 间 大 大 长 于 宇宙 当今 年 龄 )， 光 子 从 实物 粒子 的 热平衡 
“大 家 庭 ” 中 退 耦 而 出 并 自 成 独立 系统 ， 在 退 耦 前 夕 ， 这 些 光 子 由 于 与 实物 粒子 
达到 热平衡 (类 似 于 恒温 箱 中 的 光子 与 箱 壁 粒子 的 热平衡 )， 其 能 量 密度 按 波 长 的 
分 布 满足 黑体 辐射 曲线 ， 可 由 如 下 的 普 朗 克 公式 描述 : 
du = PMC (get? -1) "dA4,， (10-3-6) 


其 中 du 代表 单位 体积 中 波长 在 (4,4+d4) 范 围 内 的 光子 的 能 量 , 7 为 温度 , h 和 
分 别 为 普 朗 克 和 玻 尔 效 曼 常数 ， 退 耦 后 的 光子 虽然 不 再 与 实物 粒子 达到 热平衡 ， 
其 能 量 按 波 长 的 分 布 仍 满足 普 朗 克 公式 ， 只 是 式 中 的 温度 7 随 尺度 因子 a 的 增 大 
而 反比 下 降 . 下 面 对 其 理由 做 一 简单 说 明 . 退 耦 后 ， 设 a 增 大 一 个 因子 a ， 即 
a'= Qa , 则 单位 体积 光子 数 减 为 a” 售 . 每 一 光子 的 能 量 又 因 红 移 而 减 为 a 了 1 倍 [ 见 
式 (10-2-7)]， 因 此 单位 体积 中 波长 在 (4,4+d4) 内 ( 指 尺度 因子 为 a 时) 的 那些 光子 
的 能 量 降 为 du' = cdx = (ee -1) ”d4 ， 改 用 新 波长 = a4 表示 则 为 


dx = 3 


可 多 在 太 度 因子 增 至 w 时 能 量 密度 按 波长 的 分 布 仍 由 普 朗 克 公式 描述 ， 只 是 相应 


(Bs 其 中 7T'=a-17. (10-3-7) 
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于 一 个 较 低 的 温度 7 .估算 表明 退 耦 后 的 光子 系统 的 当今 温度 妃 ~ 3K (早期 曾 估 
为 10K 或 SK)， 就 是 说 ， 当 今 宇 宙 由 大 量 背 景 光 子 所 均匀 充满 (各 星系 都 “沐浴 - 
在 无 处 不 在 的 光子 气 中 )， 它 们 的 能 量 密度 按 波长 的 分 布 由 7~3K 的 那 条 黑体 辐射 
曲线 描述 .辐射 能 量 主 要 集中 在 微波 波段 (能 量 密度 最 大 值 约 在 波长 为 0.1cm 处 )， 
因此 称 为 宇宙 微波 背景 辐射 (cosmic microwave background radiation)， 美 国 无 线 电 
工程 师 Penzias 和 Wilson 因 在 1965 年 意外 地 测 到 这 种 各 加 同性 辐射 而 获 1978 年 
诺 贝 尔 物理 奖 . 他 们 其 实 只 在 一 个 波长 (7.35cm) 上 测 到 信和 号 ( 即 只 测 到 曲线 上 的 一 
点 ). 假定 这 是 黑体 辐射 则 经 过 此 点 的 黑体 辐射 曲线 对 应 的 温度 为 3.5K. 美国 的 
迪克 (Dicke) 等 马上 指出 这 是 大 爆炸 的 遗迹 (“ 化 石 ”)， 是 他 们 正 准备 探测 的 宇宙 
背景 辐射 ， 然 而 当时 也 有 若干 文章 对 此 给 出 非 大 爆炸 遗迹 的 解释 .要 确定 这 是 大 
爆炸 遗迹 必须 满足 两 个 条 件 : (D 能 谱 分 布 是 黑体 辐射 曲线 ; 人 有 高 度 的 各 向 同性 
性 [各 个 方向 测 得 强度 (或 折合 为 温度 ) 相 等 ]. 由 此 引起 人 们 对 曲线 其 他 点 以 及 各 问 
同性 性 的 测量 . 不 久 (1967) 就 证 实 非 各 向 同性 性 不 超过 千 分 之 1 至 3, 对 波长 大 于 
0.3cm 的 许多 点 的 测量 结果 都 同 7 < 3K 的 黑体 辐射 曲线 吻合 .波长 小 于 0.3cm 的 
辐射 易 被 大 气 吸 收 , 宜 用 气球 或 人 造 卫星 在 大 气 层 外 观测 . 美国 国家 宇航 局 INASA) 
的 宇宙 背景 探测 者 COBE (Cosmic Background Explorer) 卫 星 从 1989 年 开始 以 高 精 
度 对 宽广 的 波段 做 了 测量 并 得 到 非常 完美 的 黑体 辐射 曲线 ， 图 10-11 是 首次 发 表 


波长 1 /mm 一 一 一 一 


10.00 4.00 2.00 1.50 1.00 0.80 0.67 0.50 
亮 
度 
30 150 300 450 600 
频率 v/GHz 


图 10-11 ”COBE 测 得 的 宇宙 背景 辐射 曲线 (根据 1990 年 发 表 的 图 画 出 ), ” 
相应 的 黑体 温度 为 7 2.735 K 


@ 本 图 亮度 B, 是 指 单位 时 间 内 通过 单位 面积 、 单 位 立体 角 、 在 单位 频率 内 的 能 量 , 单位 为 
J.s1.m “sr” .Hz”, 即 焦耳 . 秒 -1. 米 2.( 球 面 度 )1. (赫兹 ). 式 (10-3-6) 的 & 对 应 的 亮度 不 是 B, 而 是 Bi , 即 单 
位 时 间 内 通过 单位 面积 、 单 位 立体 角 、 在 单位 波长 内 的 能 量 , 单位 为 J.s .msr”.m”. 对 同一 温度 7，B, ~v 
(或 B, ~ 4 ) 曲 线 的 峰值 频率 (波长 ) 不 等 于 B; ~4 (或 Bi ~v ) 曲 线 的 峰值 频率 (波长 ) 对 了 =2.73 , B,~v 和 
Bi ~4 曲线 的 峰值 波长 分 别 约 为 1.6 和 lmm. 
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(1990) 的 结果 , 被 认为 是 人 类 在 自然 界 中 观测 到 的 最 完美 的 黑体 谱 . COBE 对 背景 
辐射 的 各 向 同性 性 也 给 出 了 更 精确 的 测量 结果 .把 温度 了 (作为 角度 的 函数 ) 用 球 
谐 函 数 展 开 ， 除 常数 项 To 外 ， 最 低级 的 两 个 球 谐 函数 依次 称 为 偶 极 矩 (dipole 
momentb) 和 四 极 矩 (quadrupole momenb， 它 们 是 非 各 向 同性 性 的 主要 表现 以 也 ， 
ZT 分 别 代 表 偶 极 抢 及 四 极 矩 非 各 向 同性 度 的 幅 值 ，COBE 的 测量 结果 为 
T/T ~10™ 和 /~10. 前 者 可 合理 地 解释 为 地 球 相 对 于 各 向 同性 参考 系 有 微 
小 速率 的 结果 : 地 球 绕 太 阳 运 动 ， 太阳 相 对 于 银河 系 中 心 运动 ， 银 河 系 相 对 于 各 
阿 同性 参考 系 又 有 “本 动 速度 ”, 因 此 地 球 相 对 于 各 向 同性 参考 系 有 微小 的 速度 . 根 
据 定 义 ， 只 有 各 向 同性 观 者 才能 测 得 各 向 同性 性 ， 因 此 地 球 观 者 测 背 景 辐射 得 到 
微小 的 非 各 向 同性 性 是 理所当然 的 . 分 析 表 明 这 种 非 各 向 同性 性 的 一 阶 近似 正好 
表现 为 偶 极 矩 [直观 地 说 ， 地 球 在 背景 辐射 海中 穿行 ， 它 感到 的 前 方 辐射 应 强 于 
后 方 ， 对 应 于 偶 极 非 各 向 同性 .]， 因 此 ，COBE (及 此 前 的 地 面 天 文学 家 ) 测 得 的 约 
干 分 之 一 的 偶 极 非 各 向 同性 性 不 但 合理 ， 而 且 还 可 反 过 来 确定 地 球 相 对 于 各 向 同 
性 系 ( 宇 宙 静 系 ) 的 准确 速率 ， 结 果 为 330km.s-， 扣除 这 一 非 各 向 同性 性 之 后 ， 
应 该 说 光子 退 耦 时 的 非 各 向 同性 度 (以 四 极 矩 为 主 ) 只 有 10- 左右 .这 一 微小 的 非 
各 向 同性 度 对 理解 宇宙 的 大 尺度 结构 (星系 等 ) 的 形成 至 关 紧 要 ( 见 稍 后 的 7)， 它 在 
1992 年 首次 被 COBE 测 出 就 成 了 各 国 报纸 的 头条 新 闻 . 由 于 星系 发 出 的 光 要 经 历 
一 定时 间 才 到 达 地 球 ( 见 图 10-8), 通 过 对 发 光 星系 及 类 星体 的 观测 可 以 获得 比 更 
早 时 期 的 宇宙 信息 . 然而 宇宙 微波 背景 辐射 携带 着 比 此 更 早 的 信息 ( 早 到 光子 退 耦 
时 期 , 那 时 还 没有 星系 .), 这 对 宇宙 学 的 研究 有 重要 价值 . 微波 背景 辐射 的 观测 结 
有 果 被 认为 是 对 标准 模型 的 最 有 力 支持 ， 标 准 模型 的 一 个 强劲 对 手 一 一 稳 恒 态 宇宙 
模型 (steady state model) 一 一 的 一 大 缺点 正 是 难以 对 背景 辐射 给 出 有 说 服 力 的 解 
释 ， 因 而 在 1965 年 后 实际 上 退出 历史 舞台 . 

7. 结构 形成 

标准 模型 的 基本 前 提 是 大 尺度 空间 均匀 性 和 各 向 同性 性 .在 小 一 点 的 尺度 下 宇 
宙 呈 现 有 层次 的 结构 : 存在 恒星 、 星 系 、 星 系 团 和 超星 系 团 ， 一 个 被 普遍 接受 的 想 
法 是 : 今天 的 复杂 结构 起 源 于 极 早 期 宇宙 中 非常 微弱 的 密度 涨 落 ( 亦 称 扰动 ) 5p/p ， 
其 中 p 为 平均 密度 ，6p 为 该 点 的 密度 与 p 之 差 . 引力 对 密度 涨 落 有 放大 作用 : 如 
果 某 处 6p/p > 0 (密度 大 于 平均 密度 )， 则 该 处 的 物质 在 引力 作用 下 收缩 ， 从 而 导致 
更 高 的 密度 涨 落 .，Jeans 在 1902 年 就 对 静态 流体 建立 了 这 方面 的 理论 ，Lifschitz 于 
1946 年 给 出 了 膨胀 宇宙 中 密度 涨 落 被 放大 的 理论 ， 在 此 基础 上 曾经 出 现 过 各 种 关于 
结构 形成 的 模型 .早期 (20 世纪 70 年 代 ) 的 模型 由 于 认为 宇宙 中 的 物质 主要 由 重子 组 
成 而 导致 严重 困难 .后 来 出 现 了 非 重子 暗物质 的 概念 ( 详 见 10.3.2 小 节 )， 以 此 为 基 
础 的 两 种 结构 形成 理论 (分 别称 为 热 暗物质 模型 和 冷 暗物质 模型 ) 先 后 问世 [ 详 兄 
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Longair(1998); 简明 介绍 见 俞 允 强 (1997)]， 在 热 暗物质 模型 中 , 结构 的 形成 是 ” 目 上 
而 下 ”的 : 先 形 成 超星 系 团 ， 再 逐 级 破裂 为 星系 团 和 星系 . 反之 ,在 冷 上 暗物质 模型 
中 ， 结 构 的 形成 是 “ 自 下 而 上 ”的 : 先 形成 星系 ， 然 后 逐 级 形成 星系 团 和 超 团 .至 
于 原初 扰动 的 起 因 ， 过 去 只 能 作为 初始 条 件 来 指定 ， 在 暴涨 宇宙 模型 (基本 思想 是 在 
极 早期 曾 有 过 一 次 为 时 极 短 的 指数 式 急剧 加 速 膨 胀 ， 详 见 10.4.3 小 节 ) 已 被 普遍 接 
受 的 今天 , 原初 扰动 完全 可 由 暴涨 模型 提供 . 冷 暗物质 模型 已 经 取得 很 大 成 功 . 可 
以 说 ， 以 暴涨 提供 的 原初 扰动 为 “种 子 ” 的 冷 上 暗物质 模型 是 当今 被 广泛 接受 的 结 
构 形成 理论 ,甚至 有 人 认为 应 将 它 列 为 现代 宇宙 论 的 第 4 个 基石 (前 3 个 是 公认 的 : 
宇宙 膨胀 、 微 波 背景 辐射 和 原初 核 合 成 ，)， 然而 不 同学 者 的 评价 还 不 尽 相 同 . 

最 后 ， 为 帮助 读者 记 住 宇宙 演化 史 的 几 个 关键 时 期 ， 我 们 很 粗略 地 列 出 表 
10-1. 

应 该 说 明 ， 在 关于 宇宙 演化 过 程 的 上 述 描述 中 ， 我 们 对 t= 1s 以 后 的 认识 可 
以 说 是 相当 可 靠 的， 然而 对 +< ls 的 早期 宇宙 的 描述 却 没 有 如 此 高 的 可 信和 度 ， 因 
为 那个 时 期 留 下 的 任何 “化 石 ” 都 含有 不 确定 因素 . 


10.3.2 ”暗物质 


RW 度 规 只 存在 k=1, k=0 和 k=-1l 三 种 可 能 性 , 前 者 为 封闭 宇宙 , 后 两 者 
为 开放 宇宙 .我 们 的 宇宙 到 底 是 三 种 中 的 哪 一 种 ”是 封闭 的 还 是 开放 的 ? 管 案 当 
然 与 天 文 观测 密切 相关 .本 小 节 介 绍 某 些 理论 讨论 和 天 文 观测 结果 . 

由 豆 =a/a 和 式 (10-2-16) 得 如 "=8rpo13-K/a- ， 补 上 物理 常数 G 和 c ( 补 法 
见 附录 A) 则 为 


H’* =8nGp/3— kc /a’. (10-3-8) 

定义 临界 密度 (critical density) 
pe := 3 瓦 "18rG ， | (10-3-9) 
则 p= pc +3kc’/8nGa”. (10-3-10) 


表 10-1 宇宙 演化 大 事 记 
k 要 点 
10MeV 大 量 v (及 过 )，yY，(e,e) 与 少量 p,n 共处 热平衡 中 
1MeV v (及 六 ) 退 看 ;大 量 Y，(e, e') 与 少量 p，n 共处 热平衡 中 


10U0K 


1s 10'°K 


pa 
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五 


14s 3x 10K 0.3MeV (e, e ) 迅 速 潭 灭 


OIMev | 上 原初 核 合成 . 产物 有 “He( 占 1/4), H( 占 3/4) 和 微量 的 “了 ，He，'Lii 
2.，(e, e) 全 部 潭 灭 ， 余 少量 电子 以 平衡 质子 电 倚 


0.3eV 中 性 原子 合成 ， 光 子 退 耦 成 背景 辐射 
结构 形成 


<10°K 


v 
有 
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可 见 k=0 对 应 于 p= pc ,k=+1 对 应 于 p 之 pe. 就 是 说 , 若 宇宙 的 质量 密度 p 大 
于 临界 密度 pc ， 则 为 封闭 宇宙 (k= 1)， 否 则 为 开放 宇宙 .对 这 一 结论 可 做 如 下 直 
观 理 解 : 大 爆炸 时 各 种 粒子 以 高 初速 四 散 飞 出 ， 在 引力 作用 下 速率 渐 减 ， 如 果 引 
力 够 强 , 它们 的 速率 会 渐 减 至 零 并 开始 掉头 加 速 ， 最 终 又 聚 到 一 起 (对 应 于 先 膨胀 
后 收缩 的 宇宙 ); 如 果 引 力 不 足 ， 它 们 虽然 不 断 减 速 ， 却 永 不 掉头 (对 应 于 永远 膨 
胀 的 宇宙 )， 这 好 比 从 地 面 发 射 的 火箭 , 在 初速 小 于 某 临 界 值 时 最 终 要 掉头 加 速 落 
地 ， 否 则 一 去 不 返 . 引力 的 强 弱 取 决 于 宇宙 的 质量 密度 p ， 因 此 可 以 预期 存在 一 
个 临界 值 Ac ， 当 且 仅 当 DO > Ac 时 为 封闭 宇宙 . 定义 密度 参数 

2 := p/pe, (10-3-11) 。 
则 2 可 理解 为 以 cc 为 单位 的 密度 ， 故 可 说 当 且 仅 当 .Q >1 时 为 封闭 宇宙 .但 应 注 
意 Pc 本身 也 是 1 的 函数 .由 式 (10-3-11) 和 (10-3-9) 知 0 可 表 为 

0Q2=8nGp/3H”. (10-3-12) 

右 能 测 得 哈 勃 参数 及 质量 密度 的 当今 值 Ho 和 po ， 由 上 式 便 可 判断 宇宙 是 否 封 
闭 . 暂时 假定 星系 是 宇宙 内 容 物 的 主要 存在 形式 ， 设 星系 的 当今 数 密 度 为 x， 星 
系 的 平均 质量 为 M ， 则 po = nM . 设 字 宙 空 间 中 单位 体积 的 光度 为 -2 ( 称 为 光度 
密度 ， 即 luminosity density)， 星 系 的 平均 光度 为 工 , 则 .=nL, 代入 式 po =nM 
得 

po = LM IL, (10-3-13) 
其 中 M/ 工 叫 星系 的 平均 质 光 比 (average mass-to-light ratio)， 以 poc 和 .3 分别 代 表 
Pc 和 2 的 当今 值 ， 则 
_P _ Es gM (10-3-14) 

pco 3H, L 
其 中 第 二 步 用 到 式 (10-3-9) 和 (10-3-13)，. 乡 已 有 较 可 靠 的 观测 值 . 把 和 瓦 的 观 
测 值 代 和 人 上 式 便 可 得 到 .03 与 平均 质 光 比 M/L 的 关系 . 实际 测量 是 对 星系 进行 的 ， 
测 得 的 只 是 该 星系 的 质 光 比 M/L, 只 有 当 星 系 有 相当 代表 性 时 以 MIL 作为 敢 / 工 代 
人 式 (10-3-14) 才 能 给 出 较 好 结果 . 不同 星系 的 质量 差别 很 大 (可 差 到 好 几 个 量 级 )， 
而 质 光 比 的 差别 则 小 得 多 .这 是 用 式 (10-3-14) 代 替 式 (10-3-12) (用 于 t= 如 的 一 个 
优点 .下 面 介绍 测量 旋涡 星系 (spiral galaxy， 如 银河 系 ) 质 量 的 动力 学 方法 (利用 质 
量 的 引力 效应 ). 在 旋涡 星系 中 , 恒星 除 无 规 运动 外 还 有 以 星系 的 引力 为 向 心力 的 
绕 星 系 中 心 的 转动 (轨道 运动 )、 为 简化 讨论 ， 设 星系 有 球 对称 性 ， 由 牛顿 引力 论 
知 


Vv“(r)=GM(n)/r, (10-3-15) 
其 中 v(r) 是 离 中 心 为 r 处 的 恒星 的 轨道 运动 速率 ，M (7) 是 星系 在 半径 7 以 内 的 质 
量 . v(7) 曲线 称 为 星系 的 转动 曲线 (rotation curve), 许多 星系 的 转动 曲线 都 已 被 测 
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出 ,以 代表 星系 光度 消失 处 的 r， 则 M CR) 代 表 星 系 的 发 光 物 质 的 质量 . 以 这 样 
测 得 的 质 光 比 代 入 式 (10-3-14) 便 得 到 发 光 物 质 对 .3 的 贡献 

《3 (发光 物质 )<1% (倾向 于 0.5%). (10-3-16) 
这 表明 发 光 物 质 贡 献 的 质量 密度 还 不 到 临界 密度 的 百 分 之 一 ， 然 而 M (R) 远 不 能 
代表 星系 的 全 部 质量 . 如 果 r=R 外 没有 质量 , 则 由 式 (10-3-15) 可 知 v(r) 曲线 应 从 
r=R 开始 按 一 “的 规律 下 降 . 然而 大 量 旋 涡 星系 的 转动 曲线 呈现 如 下 共性 : 先 从 
星系 中 心 陡然 升 起 , 然后 近似 地 水 平 延伸 , 直至 R 以 外 很 远 处 无 法 测量 为 止 ,” 如 
图 10-12 所 示 . 这 表明 旋涡 星系 在 发 光 部 分 之 外 有 一 个 半径 比 R 大 得 多 的 球状 “上 暗 
学 [ dark halo”， 由 不 发 光 的 暗物质 (dark matter) 组 成 .]， 其 质量 约 为 发 光 部 分 
的 3~10 倍 . 除 旋涡 星系 外 还 有 其 他 星系 ,例如 椭圆 星系 . 有 证 据 表明 椭圆 星系 也 
有 数量 可 观 的 暗物质 . 


图 10-12 星系 的 转动 曲线 (示意 ) 


鉴于 星系 同 星系 之 间 存 在 大 量 空间 ， 其 中 很 可 能 有 大 量 物 质 ， 人 们 还 用 类 似 
的 动力 学 方法 对 星系 团 做 过 测量 [假定 维 里 定理 成 立 ， 则 有 类 似 于 式 (10-3-15) 的 公 
式 .]， 结 果 为 
3 (星系 团 )<10 驳 ~30%. (10-3-17) 
这 就 证 实 星系 团 中 除 星 系 外 还 有 大 量 暗物质 . 由 于 上 式 的 得 出 依赖 于 某 些 尚未 完 
全 证 实 的 假设 , 更 由 于 宇宙 中 只 有 大 约 5% 的 星系 存在 于 大 的 星系 团 中 , 我 们 还 不 
能 肯定 宇宙 的 人 3 可 由 式 (10-3-17) 表 示 ( 昌 然 还 有 不 少 旁证 )， 但 至 少 可 以 肯定 宇宙 
中 的 暗物质 在 质量 上 大 大 超过 发 光 物 质 ， 暗 物质 的 存在 本 来 不 值得 惊讶 ， 人 们 很 
容易 举 出 暗物质 的 例子 : 行星 、 暗 淡 的 小 恒星 、 白 矮星 、 中 子 星 、 黑 洞 、 瓦 解 了 
的 星系 以 及 星际 和 星系 际 稀薄 气体 …… 它 们 都 由 重子 (主要 是 质子 和 中 子 ) 组 
成 .然而 原初 核 合成 理论 对 当今 宇宙 重子 物质 的 质量 密度 给 出 如 下 限制 : 
2 =3.7x10'77 ， (10-3-18) 


中 曲线 的 每 一 点 是 由 对 恒星 或 中 性 气 云 所 发 射线 的 频 移 测量 得 到 的 , 这 些 恒 星 和 气 云 起 到 试探 粒子 的 作用 . 
当 + 比 R 大 到 一 定 程度 时 就 找 不 到 试探 粒子 . 
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[其 中 有 是 以 100 kmsec” .Mpc ”为 单位 测量 哈 勃 常量 所 得 的 数 ( 见 10.2.3 小 节 
末 )，77=m/n,.] 这 就 使 问题 变 得 复杂 ， 先 对 上 式 给 出 推导 .以 mo 代表 当今 重子 
(主要 是 核子 ) 的 数 密度 ，mg 代表 每 个 核子 的 质量 ， 则 当今 重子 物质 的 质量 密度 
Pbo = nbom 核 ， 它 对 应 的 2bo = Pbo/Pco 可 由 式 (10-3-9) 求 得 
__ “bp0 核 
3H,” /8nG 

或 Qo,0oHo” =8nGmg noo/3 =8nGmgn,on/3, (10-3-20) 
其 中 no 代 表 当 今 宇宙 的 光子 数 密度 ， 可 由 微波 背景 辐射 公式 (10-3-6) 求 得 .该 式 
的 du 是 波长 在 (4,4+d4) 范 围 内 的 背景 光子 能 量 密度 ， 而 在 此 波长 范围 内 的 每 一 
光子 的 能 量 为 E=hc/4 ， 所 以 此 波长 范围 内 的 光子 数 密 度 为 


4260 (10-3-19) 


dn, = 学 = ie -1D- d4， (10-3-21) 
积分 上 式 便 得 到 包括 各 种 波长 的 光子 在 内 的 数 密度 
i | (ee -Dd4=2x10’ 7” 个 /m. (10-3-22) 
以 当今 背景 辐射 温度 了 兰 2.728 K 代入 上 式 得 
710 兰 4.1x10 个 /m， (10-3-23) 


以 此 no 值 和 G，ms 在 国际 制 的 数值 代入 式 (10-3-20) 右 边 ; 把 式 (10-2-32) 的 印 改 
用 国际 制 单位 表示 ( 即 Ho=3.2x10™h ) 并 代入 式 (10-3-20) 左 边 ， 便 得 式 
(10-3-18)， 该 式 含有 来 自 h 和 7 的 双重 不 确定 性 ， 把 3.4x10 0 <7<5x10710 ， 
0.5 < 有 < 0.7 代 入 式 (10-3-18) 得 

2.3%< 0<5.1%. (10-3-24) 
上 式 带 来 两 方面 问题 ， 一 方面 ,把 2.3 % < Q266 与 人 3 (发 光 物 质 )=0.5 % 对比 可 知 
由 重子 组 成 的 物质 中 只 有 一 小 部 分 发 光 ， 因 而 肯定 存在 大 量 的 重子 上 暗物质， 天 文 
学 家 的 任务 是 要 为 这 些 暗物质 的 “栖身 之 地 ” 开 出 清单 ， 这 方面 的 观测 已 有 不 少 
成 果 ， 还 有 待 进一步 深入 进行 ， 另 一 方面 ， 把 Duo< 5.1 色 与 式 (10-3-17) 对 比 则 会 
发 现 宇 宙 中 的 暗物质 的 大 部 分 由 非 重子 组 成 .虽然 把 式 (10-3-17) 推 广 到 全 宇宙 的 
可 靠 性 还 有 待 进 一 步 研究 ， 但 已 有 多 方面 旁证 ， 因 此 至 少 应 该 严肃 对 待 非 重子 暗 
物质 问题 .何况 不 考虑 非 重子 暗物质 的 结构 形成 理论 必然 失败 ( 克 10.3.1 小 节 末 ) 
的 结论 也 已 表明 非 重 子 暗物质 的 非常 重要 性 . 但 是 ， 非 重子 暗物质 远 不 如 重子 暗 
物质 容易 想像 ， 对 非 重子 暗物质 的 候选 者 的 探究 已 成 为 当代 热门 课题 ， 而 且 方 兴 
未 艾 ， 为 了 构成 对 3 的 贡献 ， 非 重子 暗物质 大 约 应 为 稳定 (或 寿命 很 长 ) 的 非 重子 
粒子 . 背景 光子 数量 虽 大 , 但 因 静 质量 为 零 ， 对 包 的 贡献 微不足道 .中 微 子 如 果 
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有 静 质 量 的 话 , 将 是 很 明显 的 候选 者 . 从 1997 年 起 人 们 开始 倾向 于 相信 至 少 某 些 
中 微 子 有 静 质 量 ( 约 0.leV)， 这 些 中 微 子 (作为 非 重子 热 暗 物质 ，“ 热 ”是 指 高 速 
运动 .) 对 人 3 的 贡献 约 为 0.3%~15%. 进一步 的 候选 者 涉及 理论 虽 有 预言 、 目 前 尚 
未 观测 到 的 有 静 质 量 的 非 重子 粒子 ， 它 们 曾 活 跃 于 温度 甚 高 的 极 早 期 宇宙 并 随 温 
度 下 降 而 退 耦 , 其 中 稳定 的 或 寿命 很 长 的 粒子 还 应 作为 背景 遗迹 留存 至 今 ( 冷 暗 物 
质 ，“ 冷 ”是 指 粒子 以 低速 运动 .). 

如 果 认 为 式 (10-3-17) 代 表 宇 宙 中 所 有 物质 (包括 可 视 物 质 和 暗物质 ) 对 3 的 贡 
献 ， 就 应 得 出 宇宙 远 非 封闭 的 结论 .然而 ，1981 年 提出 的 暴涨 模型 ( 详 见 810.4) 认 
为 人 4 很 有 可 能 非常 接近 于 (其 至 等 于 )1, 某 些 测量 和 分 析 也 支持 这 一 数值 . 现在 暴 
涨 模型 已 被 广泛 接受 ， 如 何 协调 3% 1 和 式 (10-3-17)? 在 1998 年 之 前 ,为 了 同 
《34 1 不 矛盾 , 一 般 认为 星系 ( 团 ) 的 分 布 远 不 能 代表 宇宙 中 物质 分 布 的 全 貌 , 除了 
与 星系 ( 团 ) 相 伴随 的 成 团 物 质 外 ， 还 可 能 有 约 80% 的 物质 比较 不 成 团 地 、 甚 至 是 
光滑 地 分 布 于 宇宙 之 中 . 请 注意 ,我们 的 讨论 至 今 一 直 采 用 无 4 项 的 爱 因 斯 坦 方 
程 . 由 于 对 宇宙 常数 4 值 的 测量 在 1998 年 取得 重要 进展 , 人 们 相信 应 该 从 有 4 项 
的 爱 因 斯 坦 方程 出 发 讨论 宇宙 学 问题 ， 与 无 A 项 的 爱 因 斯 坦 方 程 的 主要 区 别 在 于 
人 3, 除 包括 来 自 物质 ( 含 可 视 物质 、 重 子 暗 物质 和 非 重 子 暗物质 ) 的 贡献 (3yo 外 还 包 
括 来 自 宇宙 常数 4 的 贡献 (2, ， 而 且 倾向 于 相信 前 、 后 者 的 贡献 大 致 上 为 “三 七 
开 ”， 合 效应 是 QQ 1. 详 见 10.3.3 小 节 . ” 

此 外 ,正如 10.3.1 小 节 末 所 指出 的 ， 暗 物质 (尤其 是 冷 暗物质 ) 的 研究 对 结构 
形成 理论 也 有 重大 意义 . 不 考虑 暗物质 的 任何 结构 
形成 理论 都 逃脱 不 了 失败 的 命运 . 


10.3.3 ”宇宙 学 常数 问题 


目 从 爱 因 斯 坦 在 1917 年 首次 引入 宇宙 常数 项 后 ， 
4 的 必要 性 在 历史 上 曾经 几 起 几 落 ， 数 度 浮沉 .虽然 
爱 因 斯 坦 从 1923 年 起 就 放弃 4 ,但 是 直至 20 世 纪 50 ，? eg 
年 代 末 它 仍 然 受 到 许多 人 的 青睐 ， 原 因 之 一 是 哈 勃 对 图 10-13 4>0 模 型 的 ab 
HH 的 早期 测量 结果 严重 偏 大 , 而 4> 0 的 存在 可 使 过 曲线 ， 字 宙 年 龄 > Ho 
大 的 Ho 不 导致 过 小 的 宇宙 年 龄 ， 下 面 定性 说 明 个 中 
原委 . 由 式 (10-2-35) 可 知 4 的 存在 相当 于 宇宙 多 了 一 个 “能 动 张 量 ” -Ag6p /87， 
与 理想 流体 能 动 张 量 


QD 1988 年 的 重要 进展 是 发 现 当今 宇宙 正在 加 速 膨胀 . 当时 把 它 与 存在 4 项 等 同 看 待 . 然而 用 4 项 解释 加 速 
膨胀 也 存在 重大 困难 , 于 是 又 出 现 其 他 解释 . 加 速 膨胀 的 形成 机 制 已 成 为 当今 宇宙 论 力 至 整个 基本 物理 学 的 一 个 重 
大 疑难 问题 , 称 为 “ 暗 能 量 ” 问 题 , 见 $10.5. 
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Lap = (P+ PWUaU, + pgap 
对 比 可 知 它 相 当 于 一 个 满足 物 态 方程 -p= p= 一 A/8z 的 “理想 流体 ”. 如 果 只 有 
它 的 贡献 , 则 式 (10-2-18) 成 为 34=aA, 对 4>0 就 有 &>0. 可 见 , 与 物质 场 相反 ， 
正 的 宇宙 常数 4 使 宇宙 的 膨胀 加 速 ， 它 所 起 到 的 不 是 引力 作用 而 是 斥 力作 用 . 在 
宇宙 的 早期 ， 物 质 的 能 量 密度 p 很 大 ， 引 力 超过 斥 力 ， 膨 胀 是 减速 的 .pp 随 宇宙 
膨胀 而 变 小 ， 小 到 引力 与 斥 力 平衡 时 (注意 ，A4 不 变 ) 膨 胀 匀速 进行 。 p 的 进一步 
减 小 则 导致 引力 小 于 斥 力 ， 于 是 宇宙 加 速 膨胀 ， 选 择 适当 模型 可 使 当今 宇宙 处 于 
加 速 膨胀 阶段 ,因此 测 得 的 6” 不 是 大 于 如 而 是 小 于 ( 见 图 10-13). 年 龄 矛盾 靠 
正 的 宇宙 常数 4 有 望 解决 或 得 以 缓和 . 
然而 情况 到 了 20 世纪 50 年 代 末 又 开始 出 现 转 机 . 一 方面 ，H, 的 新 测量 值 降 
至 哈 勃 当年 测 得 值 的 约 /8; 另 一 方面 ， 近 代 恒 星 理论 的 建立 又 使 恒星 年 龄 比 20 
世纪 30 年 代 的 估计 小 了 很 多 ， 于 是 20 世纪 30 年 代 的 年 龄 矛盾 不 复 存在 ，4 再 
次 变 得 不 再 必需 . 此后， 在 经 历 了 第 3 个 浮沉 ( 略 ) 之 后 的 今天 ，A4 的 必要 性 却 又 
一 次 摆 在 我 们 面前 .关键 之 一 在 于 近代 物理 发 现 “真空 不 空 ”:， 根据 量子 场 论 ， 
处 于 真空 态 的 场 仍 有 很 大 的 能 量 密度 , 叫做 真空 能 量 密度 (vacuum energy density)， 
记 作 p,s。，pPvac 的 主要 来 源 之 一 是 各 种 已 知 场 ( 例 如 电子 场 ) 的 真空 涨 落 ( 虚 的 正 反 
粒子 对 的 不 断 产 生 和 漂 灭 ), 其 对 p,,. 的 贡献 以 复杂 的 方式 依赖 于 所 有 已 知 粒子 的 
质量 和 相互 作用 强度 .真空 定义 为 量子 场 的 基态 ， 是 能 量 取 最 低 值 (而 非 零 值 ) 的 
状态 .由 基态 的 洛 伦 兹 不 变性 (对 任何 观 者 都 一 样 ， 因 而 不 存在 一 个 特殊 的 U") 可 
知 真空 的 能 动 张 量 只 能 取 如 下 形式 
人 (10-3-25) 
其 中 Ase 为 常数 .所 以 真空 可 看 作 一 种 特殊 的 理想 流体 ， 其 压强 p,,。 和 固有 能 量 
密度 ps 都 是 常数 ， 而 且 满 足 如 下 的 物 态 方程 
Ne (10-3-26) 
这 一 物 态 方程 亦 可 通过 如 下 思考 得 以 印证 : 考虑 一 个 体积 为 V 的 正在 绝热 膨胀 或 
压缩 ) 的 真空 容器 , 由 热力 学 第 一 定律 可 知 其 内 能 的 变化 d(P weV) = PvacdV 等 于 其 
压强 所 做 的 功 - pyaxc dV ， 因 而 pwc=-2w， 在 不 涉及 引力 的 物理 学 中 ， Ase 不 会 
带 来 任何 测量 效应 . 系统 能 量 的 测量 只 能 通过 测定 它 在 某 过 程 中 的 能 量 差 (或 测定 
两 系统 的 能 量 差 ) 来 进行 ， 因 此 能 量 可 看 作 某 种 “相对 量 ”， 即 相对 于 某 一 基准 而 
言 的 量 . 通常 总 以 真空 作为 测定 能 量 的 基准 , 这 等 价 于 把 真空 的 能 量规 定 为 零 . 然 
而 , 在 涉及 引力 时 情况 有 根本 性 改变 : 爱 因 斯 坦 方 程 认定 一 切 能 量 密度 ( p,。 也 不 
例外 ) 都 是 时 空 弯 曲 的 根源 ， 用 于 宇宙 这 个 时 空 ， 则 p,,.。 有 其 “绝对 ”意义 : 它 的 
非 零 性 导致 军 宙 时 空 的 弯曲 ， 这 种 “绝对 性 ”的 后 果 是 不 能 采用 把 真空 选 为 能 量 
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基准 来 消除 Puse 的 影响 .因此 在 宇宙 论 中 ps 的 非 零 问题 必须 认真 对 待 . 通常 把 
真空 涨 落 的 贡献 等 价 地 看 作 一 个 宇宙 常数 项 的 贡献 ， 即 认为 爱 因 斯 坦 方程 中 存在 
4=8rowe 的 宇宙 常数 项 , 于 是 宇宙 常数 问题 再 度 回归 . 下 面 估算 p, 的 量 级 ， 先 
考虑 质量 为 m 的 粒子 在 势 场 V= Kx”/2 中 的 运动 (谐振 子 )， 按 照 经 典 物理 学 ， 当 粒 
子 静 止 于 x=0 处 时 动能 、 势 能 都 为 零 , 因而 总 能 为 零 . 这 一 状态 称 为 基态 . 然而 ， 
在 量子 力学 中 情况 有 所 不 同 : 不 确定 原理 屏 除了 粒子 ( 波 函 数 ) 既 有 确定 位 置 (比如 
x=0) 又 有 确定 速度 (比如 为 零 ) 的 可 能 性 ， 其 结果 是 谐振 子 的 基态 能 量 取 非 零 值 
= 有 hw/2( 其 中 w=k/m 为 角 频率 )， 称 为 零点 能 .现在 进而 考虑 量子 场 论 ， 一 个 
相对 论 量子 场 可 看 作 具 有 各 种 可 能 频率 的 谐振 子 的 集合 体 ， 以 最 简单 的 标量 场 为 
例 ， 当 它 处 于 真空 态 时 ， 它 的 零点 能 取 如 下 非 零 值 


EB‘ = D3 ho (10-3-27) 


其 中 取 和 遍及 所 有 可 能 的 3 波 矢 k ， 为 求 6 可 把 系统 放 在 体积 为 5 的 方 盒 内 对 
hw;/2 取 和 ， 然 后 令 工 趋 于 w*. 加 上 周期 性 边界 条 件 ， 令 第 i 个 模式 的 波长 为 
和 =L/n;( 其 中 为 整数 ), 注意 到 =27/4; ,可 知 处 于 (k, +dk) 范 围 内 的 的 
分 立 值 共有 工 dk,/2x 个 . ee 


Lr 4 a 2 Bz 
Srl Kk +m’ /bh dk 10-3-28 
?2 Qn | oe oe a - We 


其 中 用 到 of = 他 +m2/ 让 .上 式 两 边 同 除 以 到 并 令 工 ~ o 便 得 基态 (真空 ) 能 量 密 


度 
pu =lim 一 = A +m’/ 让 kdk . (10-3-29) 


L»3% -= 472 
这 一 积分 显然 发 散 ， 因 为 它 SR 该 项 在 大 一 oo 时 以 龙 的 方式 趋 于 无 限 
(紫外 发 散 )， 把 积分 上 限 取 至 上 = oo 意味 着 承认 上 述 场 论 对 任意 高 能 情况 适用 ， 然 
而 ,事实 上 当 能 量 (因而 超过 某 值 (以 和 ax 代表 ) 时 上 述 场 论 失效 ,因此 计算 p,, 时 


应 该 来 个 高 能 截断 ， 其 结果 为 
A i 
po 广 = Vk? + m2/ hi? k2dk = je . (10-3-30) 


通常 认为 普 朗 克 能 量 已 ee 相应 的 大 可 取 作 kwax， 即 = Ep! ， 故 上 式 
可 改写 为 pu ~ Ep /16n 加. 由 量 纲 考虑 可 知 真 空 质量 密度 ( 仍 记 作 p,, ) 在 国际 制 
的 公式 为 


Pvac ~ Ep /16n“ 加 c” (转换 法 则 见 附录 A )， (10-3-30") 
而 Eb ~10”GeV 相当 于 Es。~1.6x10 J， 代 和 人 上 式 得 
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D ~10” kg.m-” . (10-3-31) 
不 可 思议 的 是 ， 天 文学 家 用 多 种 测量 手段 得 到 的 4 上 限 竞 然 只 有 上 式 给 出 的 
8npva 的 10”“ 倍 ! 一 种 貌似 可 行 的 补救 措施 是 假定 爱 因 斯 坦 方程 在 考虑 pue 的 贡 
献 前 就 已 存在 一 个 宇宙 常数 [ 称 为 “ 裸 ”(“bare”) 宇 宙 常 数 ]， 它 与 8rpvs。 之 和 恰 
好 为 零 ， 然 而 ， 宇 宙 中 存在 种 类 繁多 的 量子 场 (粒子 )， 每 种 场 对 Pvse 提供 不 尽 相 
同 的 贡献 ， 它 们 之 间 的 相互 作用 也 对 p,s。 有 所 贡献 ， 很 难 相信 所 有 这 些 页 献 的 总 
和 竟然 如 此 凑巧 地 与 “ 裸 ”4 的 贡献 恰 相 抵消 .虽然 许多 学 者 提出 过 许多 解决 矛 
盾 的 方案 , 但 人 们 普遍 认为 问题 尚未 解决 . 这 就 是 存在 了 30 多 年 之 久 的 著名 的 守 
宙 常 数 问题 . 这 可 以 称 为 物理 学 家 的 宇宙 常数 问题 .天 文学 家 则 更 为 关心 如 何 用 
观测 确定 非 零 的 4 项 是 否 果真 存在 . 4 的 存在 对 宇宙 的 演化 应 有 影响 ， 在 爱 因 斯 
坦 方程 中 添加 4 项 后 ， 方 程 (10-2-16) 和 (10-2-17) 相 应 改 为 


3(a* +k)/a” =8np+A, (10-3-32) 
2id/at+(a* +k)/a” =-8np+A, (10-3-33) 
把 式 (10-3-32) 用 于 当今 时 刻 便 有 
es (10-3-34) 
3 3 ao 
仿照 @@ 的 定义 方式 ， 定 义 
DA (10-3-35) 
则 式 (10-3-34) 可 改写 为 
1= (30 + 620 -kKk/ay Ho . (10-3-36) 


(ro 代表 物质 对 .3 的 贡献 ， 注 意 当 今 辐射 的 贡献 可 忽略 .) 应 能 通过 观测 回答 如 
下 问题 : 为 了 确保 上 式 成 立 , 是 否 需 要 一 个 非 零 的 40? 如 果 是 ，4240 应 为 何 值 ? 
这 就 是 天 文学 家 的 宇宙 常数 问题 . 宇宙 演化 的 速度 4 和 加 速度 4 取决 于 代表 引力 
的 34 和 代表 斥 力 的 2 的 力量 对 比 . 天 文学 家 早已 习惯 于 对 减速 度 -4 做 无 量 纲 
化 处 理 , 他 们 关心 的 是 如 下 定义 的 (无 量 纲 ) 减 速 参量 (deceleration parameter) 的 当今 
值 

qo :=— a . (10-3-37) 
考虑 到 当今 的 p+3p =p ， 把 式 (10-3-32)、(10-3-33) 的 当今 值 (并 取 p=0) 代 入 式 
(10-3-37) 得 


d0 -nn 一 《420 . (10-3-38) 
上 式 直 观 地 反映 “ (3yo 导致 减速 、 正 的 (240 导致 加 速 ” 的 事实 . 对 qo 的 直接 测量 
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已 有 数 十 年 的 历史 ， 关 键 困 难 之 一 是 如 何 选择 适当 的 测量 对 象 (距离 指示 物 )， 成 
团 的 星系 曾 被 用 作 测量 对 象 ， 但 存在 缺点 一 一 它们 自身 的 演化 给 测量 带 来 不 确定 
因素 . 我 们 需要 的 是 对 演化 不 敏感 的 距离 指示 物 . 后 来 发 现 Ia 型 ( 亦 记 作 1a 型 ) 
超新星 (type Ia supernova) 可 以 充当 理想 的 距离 指示 物 ， 以 此 为 对 象 的 测量 已 成 为 
近年 来 的 活跃 研究 课题 ,新 的 结果 不 断 涌现 . 1998 年 开始 发 表 的 对 大 批 高 红 移 Ia 
型 超新星 的 观测 结果 [例如 Riess et al.(1998); Perlmutter et al.(1999)] 尤 其 令 人 瞩目， 
在 国际 上 引起 强烈 反响 .这 些 结果 以 很 高 的 置信 和 度 表明 : 山 宇宙 常数 4 非 零 ， 而 
且 为 正 ; 加 当今 宇宙 正在 加 速 ( 而 不 像 过 去 以 为 的 减速 ) 膨 胀 ( /240 的 影响 超过 
《X012 的 影响 ， 导致 减速 参量 9, <0.)， 更 有 甚 者 ,把 这 些 结果 与 微波 育 景 辐射 的 
非 各 向 同性 度 的 观测 结果 相 结合 还 进一步 给 出 如 下 定量 结 采 : 
W020 A 063m (10-3-39) 

这 表明 : QD 4o + 人 《240 1， 因而 [根据 式 (10-3-36)]k 宕 0 ， 即 当今 宇宙 接近 平 直 ， 
与 8 10.4 要 讲 的 暴涨 模型 的 预言 一 致 ; @) 40 非但 不 是 可 有 可 无 ， 而 且 占 主导 地 
位 ，340 与 2410 的 比例 大 致 是 “三 七 开 ”. 虽然 以 上 结果 在 当时 还 不 是 完全 肯定 
的 , 但 已 引起 了 国际 性 的 高 度 重视 . 有 人 甚至 认为 1998 年 发 现 军 宙 正 在 加 速 膨 胀 
是 20 世纪 最 重要 的 发 现 之 一 .$10.5 还 将 进一步 介绍 由 这 一 加 速 膨胀 带 来 的 “ 暗 
能 量 ”问题 / 

上 述 结果 还 取得 如 下 的 侧面 支持 : 虽然 冷 暗 物质 (CDM) 模 型 是 结构 形成 理论 
中 最 成 功 的 模型 ， 但 基于 346 =1 的 CDM 模型 不 能 与 观测 结果 定量 吻合 ， 反 之 ， 
基于 30 0.3，L240 0.7 的 ACDM 模型 (加 A 表示 考虑 A ) 却 与 观测 结果 吻合 得 
很 好 . 

4210 约 占 《Xo + 240 中 的 七 成 ,在 这 个 意义 上 可 说 它 对 应 于 一 个 大 的 宇宙 常数 
4 (大 到 从 前 一 直 未 曾 相信 过 的 程度 )， 然 而 ， 拿 这 个 4 同 8rpue 相 比 ， 则 仍 有 
4/8rpe ~10-” ,在 这 个 意义 上 又 可 说 4 是 离奇 地 小 . 虽然 小 , 却 又 偏偏 不 为 零 ， 
这 就 (至 少 在 某 种 意义 上 说 ) 使 物理 学 家 的 宇宙 常数 问题 难 上 加 难 . 有 些 物理 学 家 
曾经 相信 在 超 对 称 理论 中 费 米 子 与 玻 色 子 的 真空 能 量 密度 由 于 等 值 异 号 而 精确 抵 
消 ， 从 而 “解释 了 ”过 去 关于 Go 0 的 观测 事实 . 然而 现在 却 要 说 明 它 们 并 不 绝 
对 抵消 , 在 基本 抵消 后 还 留 有 “小 尾巴 ”( 2 0.7),， 其 量 级 只 有 抵消 前 的 10 ” 
倍 . 一 种 怎样 的 物理 机 制 能 起 到 如 此 微妙 的 作用 ? 

本 节 主 要 参考 文献 : Carroll et al.(1992); Sahni et al. (1999); Turner(1999). 
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9 10.4 ”标准 模型 的 疑难 和 克服 
10.4.1 粒子 视界 
为 介绍 第 一 个 疑难 ， 先 讲解 粒子 视界 的 概念 . 
设 p 是 各 向 同性 观 者 G 的 世界 线 上 的 一 点 . 问 : 是 否 存在 这 样 的 粒子 (各 向 同 
性 观 者 , 下 同 .), 它 在 任 一 时 刻 所 发 的 光 信 号 都 不 与 G 交 于 p? 由 于 宇宙 起 源 于 大 
爆炸 奇 点 ， 初 学 者 往往 会 想像 如 图 10-14 那样 的 时 空 图 ， 从 而 得 出 否定 答案 ， 然 
而 图 10-14 以 及 上 述 和 否定 答案 都 是 错 的 . 以 最 简单 的 情况 (b)(k = 0) 为 例 , 这 时 RW 
线 元 为 
四 ds =—dt* +a’(t)(dx* +dy +dz2 (10-4-1) 
引入 新 坐标 
£1) = | dt"/a(t") ， (10-4-2) 


P 则 ds =o2 们 (-d 和 +dx2 +dy2+dz2) . (10-4-3) 
上 式 与 闵 氏 线 元 只 差 一 个 正 的 因子 a (外. 以 ws 和 8 分 别 
代表 闵 氏 度 规 和 式 (10-4-3) 的 度 规 ， 则 go = a27。 ， 在 微分 
几何 中 , 寿 一 个 度 规 场 等 于 另 一 度 规 场 乘 以 一 个 处 处 为 正 的 
函数 ， 就 说 这 两 个 度 规 场 有 共 形 联系 ( 详 见 下 册 $ 12.1)， 因 
此 8og 同 7 有 共 形 联系 ， 又 因 7 为 平 直 度 规 ， 故 go 称 为 

共 形 平 直 度 规 . 由 于 gw = a271w ， 任 一 矢量 内 用 gw 衡量 是 
图 10-14 根据 此 图 ， 类 时 的 ( gopvsv。 <0) 当 且 仅 当 用 7 衡量 是 类 时 的 .对 类 空 
ee 和 类 光 性 也 有 类 似 结论 ， 再 者 ， 可 以 证 明 ( 见 下 册 第 12 章 )， 
四， 它 发 出 的 类 交 测 “一 条 类 光 曲 线 用 gos 衡量 是 测 地 线 当 且 仅 当 用 ws 衡量 是 测 
地 线 可 到 pp 点， 可惜 ”地 线 (但 对 类 空 和 类 时 曲线 这 结论 不 成 立 ! )、 因 此 ,在 只 关 
此 图 是 错 的 心 因 果 问 题 时 ， 式 (10-4-3) 和 闵 氏 线 元 给 出 同样 结果 上述 
问题 就 是 一 个 应 用 实例 . 但 现在 要 特别 注意 新 坐标 /的 取 值 

范围 . 把 式 (10-2-24b) 和 (10-2-29b) 代 人 和 人 式 (10-4-2) 得 
f(t) -| 1 ， (对 辐射 宇宙 ) (10-4-4) 

113， (对 物质 宇宙 ) 

由 上 的 取 值 范围 (0, ww) 知 t 的 取 值 范围 为 (0，co) , 由 式 (10-4-2) 知 1=0 时 f=0. 注 
意 到 闵 氏 时 空 的 惯性 坐标 时 间 t 的 取 值 范围 为 (-co， co) , 可 知 丰 = 0 的 RW 时 空 只 
对 应 于 “ 半 个 ” 闵 氏 时 空 ( 见 图 10-15)， 由 图 可 知 对 G 上 一 点 p 而 言 , 的确 存在 粒 
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子 G” , 其 世界 线 上 任 一 点 所 发 的 光 都 不 能 

到 达 p. 设 ,是 过 p 的 均匀 面 (p 时 刻 的 “全 G 6G' G 
宇宙 空间 ”)， 每 一 粒子 的 世界 线 与 乙 的 
交点 就 代表 该 粒子 在 宇宙 时 刻 的 表 
现 ， 忆 可 分 为 两 个 子 集 ( 见 图 10-16)， 凡 
可 被 G 在 清 时 看 见 的 粒子 都 属于 子 集 1， 人 人 

否则 属于 子 集 2， 这 两 个 子 集 的 分 界面 (2 ”图 10.15 k=0 的 RW 时 空 的 因果 关系 可 
维 面 ) 称 为 观 者 G 在 时 刻 p 的 粒子 视界 ”用 “ 半 个 ” 闵 氏 时 空 描述 ， 大 爆炸 奇 点 在 
(particle horizon)， 在 不 会 混 消 时 可 简称 视 ”图 中 表现 为 一 张 “水 平面 ”. 有 些 粒子 (如 
界 . ”以 上 只 讨论 了 k=0 的 情况 . 在 a 足 G ) 不 能 锌 G 在 p 时 看 见 

够 小 时 方程 (10-2-16) 中 含 的 一 项 可 以 忽 

略 ， 既 然 上 = 0 情况 有 视界 ，k =+1 的 情况 在 a 足够 小 时 也 有 视界 . 在 k=+1 的 情 
汽 下 空间 几何 为 3 球面 ， 空 间 体积 在 每 一 时 刻 都 为 有 限 值 ， 因 此 还 可 提出 如 下 有 
趣 问题 : 对 某 一 指定 时 刻 +， 在 视界 范围 以 内 的 体积 (图 10-16 中 的 子 集 1) 占 该 时 
刻 全 空间 体积 的 百 分 之 多 少 ? 对 k=+1 的 物质 宇宙 的 定量 计算 及 结果 见 Kolb and 
Turner(1990)P.83， 此 处 只 介绍 一 个 关键 结论 : k=+1 的 物质 宇宙 膨胀 至 最 大 时 粒 
于 视界 开始 消失 (此 后 任 一 时 刻 都 不 再 有 粒子 视界 ), 然而 ,k=+1 的 辐射 宇宙 从 大 
爆炸 开始 到 大 挤 压 为 止 都 存在 粒子 视界 ， 见 习题 8. 


G 在 p 的 粒子 视界 


多 人 _ 了 于 集 1 大 
E 一 


子 集 2 


类 光 测 地 线 


大 爆 炸 
图 10-16 G 在 Pp 点 的 粒子 视界 是 一 个 2 维 面 ,视界 内 的 粒子 都 可 被 G 在 时 刻 t, 看 见 


QD 广义 相对 论 中 存在 不 止 一 种 视界 概念 . 最 常用 的 是 事件 视界 , 定义 如 下 : 设 (M, gos) 是 任 一 时 空 ,G 是 其 中 


的 一 个 观 者 . 把 M 分 为 两 个 子 集 , 凡 可 被 G 看 见 的 事件 (时 空 点 ) 都 属于 子 集 1, 否则 属于 子 集 2. 所 谓 “ 可 被 G 看 见 ” 
是 指 该 点 发 出 的 指向 未 来 的 类 光 测 地 线 中 至 少 有 一 条 与 G 的 世界 线 相交 . 两 个 子 集 的 分 界面 ( 超 曲面 ) 称 为 观 者 G 的 
事件 视界 (例如 图 9-14 的 H). 图 9-13(a) 的 NI: 是 A 区 中 任 一 静态 观 者 的 事件 视界 . 在 宇宙 论 研 究 早期 对 视界 的 理解 
尚 不 清晰 , 致使 文献 中 出 现 不 少 混淆 , Rindler 在 1956 年 首先 对 此 做 了 澄清 . 正文 关心 的 是 不 同 于 事件 视界 的 粒子 视 
界 . 
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时 刻 5 的 粒子 视界 上 任 一 点 与 p 的 距离 Da(t ) 叫 视界 (固有 ) 半 径 或 视界 距 
离 。 由 式 (10-1-28) 和 (10-2-6) 不 难 证 明 ( 习 题 ) 
Daltip)=a li) fv dt/a lt). (10-4-5) 


对 k=0 的 辐射 宇宙 和 物质 宇宙 ， 由 式 (10-2-24b) 和 (10-2-29b) 分 别 有 a(t) cc 上 “和 
al) xc 太 ” ， 代 入 上 式 积分 并 改写 为 国际 制 形式 ( 补 c) 得 
Di(D =2cf (对 辐射 宇宙 )， (10-4-6) 
Du(1)=3ct (对 物质 宇宙 ). (10-4-7) 


10.4.2 标准 模型 的 疑难 


标准 模型 在 取得 辉煌 成 功 的 同时 也 存在 硅 干 疑难 . 这 些 疑 难 只 涉及 极 早 期 宇 
宙 ， 即 大 爆炸 后 远 小 于 1s 的 时 段 . 我 们 重点 介绍 两 个 . 

视界 疑难 ”微波 背景 辐射 的 观测 表明 宇宙 早 在 光子 退 看 时 就 非常 均匀 和 各 问 
同性 . 对 此 的 上 自然 解释 是 此 前 各 种 粒子 的 频繁 相互 作用 起 到 “充分 目 我 搅拌 ”的 
作用 . 然而 粒子 视界 的 存在 却 给 这 种 解释 带 来 严重 困难 . 由 于 当今 宇宙 存在 粒子 
视界 ， 我 们 在 原则 上 能 观测 到 (与 观测 手段 的 先进 程度 无 关 ) 的 只 是 整个 宇宙 的 一 
部 分 ， 称 为 当今 可 观测 宇宙 (the presently observable universe) 或 当今 可 视 宇宙 (the 
presently visible universe)， 准 确 地 说 ， 以 Ga 代表 银河 系 观 者 (我 们 )，Da (to) 代表 
G 和 如 在 0 时 刻 的 视界 距离 ， 则 在 时 刻 与 Gg 的 距离 小 于 Da (oo) 的 所 有 各 回 同 性 观 
者 (粒子 ) 的 世界 线 构成 的 时 空子 集 就 是 Ga 的 当今 可 观测 宇宙 , 其 当今 半径 自然 等 
于 Da (0). 讨论 对 象 既然 是 当今 可 观测 宇宙 , 谈 及 其 半径 时 为 何 还 要 在 前 面 加 “ 当 
今 ” 二 字 ? 这 是 因为 宇宙 在 不 汤 脱 胀 ， 当 今 可 观测 宇宙 的 半径 ( 记 作 Ds5m) 是 1 的 孙 
数 ， 应 记 作 D sm(D[ 注 意 ，D sam() 并 非 1 时 刻 的 可 观测 宇宙 的 半径 ， 而 是 当今 可 
观测 宇宙 在 1 时 刻 的 半径 .], 只 有 它 的 当今 值 Dsam(10) 才 等 于 Da (to)( 见 图 10-17). 此 
值 可 借 式 (10-4-7) 大 致 估 出 : 


D sam(to)=DH(to) 


图 10-17 ”当今 可 观测 宇宙 的 半径 D sam 是 t 的 函数 ， 其 当今 值 Dsam(10) 滨 3X10”*m 
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D sum(to)= Du (10) 3ct s3x(3x108)x(3x10") 3x10” m . 
随 着 时 间 往 过 去 推移 ，D 和 amaD 和 Da(t) ( 指 Ga 在 工时 刻 的 视界 距离 ) 都 在 缩 
小 ， 刀 和 au(0 可 看 作 Ge 与 当今 可 观测 宇宙 边缘 的 各 向 同性 观 者 Ci 的 空间 距离 ， 
而 任意 两 个 各 向 同性 观 者 之 间 的 空间 距离 正比 于 a[ 式 (10-1-26)]， 故 
Dsnum(f) a (1). (10-4-8) 
光子 退 耦 后 成 为 独立 体系 , 由 式 (10-3-7) 可 知 背 景 辐射 的 温度 五 与 & 成 反比 , 因而 
Deaa(g 与 TCD 成 反比 . 注意 到 光子 退 耦 温度 嫉 (na)= 4000K 以 及 当今 背景 辐射 温 
度 也 (to) =s2.7K ， 便 得 
Donaltya)= D yum(to) T(t0)/T, (ta) 3x10% x2.7/4000 =s2x10™ m. 
另 一 方面 ， 因 ts s103s ， 由 式 (10-4-6) 可 知 当时 的 视界 距离 为 
Da (ba)s2x(3x10°)x10° =6x10” m, 
说 明 当 今 可 观测 宇宙 在 光子 退 耦 时 的 半径 约 为 当时 视界 距离 的 33 倍 . 根据 粒子 视 
界 的 定义 ， 某 一 时 刻 的 空间 中 距离 大 于 Da 的 两 个 粒子 必定 不 曾 有 过 相互 作用 ， 
因为 其 中 任 一 粒子 所 发 的 任何 信号 在 此 时 刻 之 前 都 不 能 到 达 另 一 粒子 . 右 要 通过 
相互 作用 达到 均匀 和 各 向 同性 , 除非 当今 可 观测 宇宙 在 如 前 曾 小 于 视界 范围 . 然而 
这 是 不 可 能 的 , 因为 由 式 (10-4-6) 和 (10-4-7) 可 知 Ds xt 而 由 式 (10-4-8) 和 (10-2-24b) 
或 (10-2-29b) 可 粗略 认为 Ds5m(D) cf 或 Dsam(D)xt ,可 见 D 35m() > Da(D) 的 
程度 越 是 早期 越 是 严重 . 例如 ， 在 1=10s 时 ， 由 式 (10-3-1) 可 知 
7(104s) 关 3x103IK ， 由 式 (10-4-8) 及 粗略 关系 Tx a 可知 
D sam(10 8)= D sam(to) T(0)/T(IO0 Ss) =3x10% x2.7/3x10’ s3x10°m, 
而 !=10”s 时 的 视界 距离 可 由 式 (10-4-6) 求 得 为 
Ds(10®3s)=2x(3x10)x10® s6x10™ m, 

说 明 当 今 可 观测 宇宙 在 :=10 人 s 时 的 半径 是 视界 距离 的 10” 倍 ! 以 上 讨论 表明 当 
今 可 观测 宇宙 在 早期 根本 不 可 能 充分 “自我 搅拌 ”( 前 面 关 于 早期 宇宙 热平衡 的 讨 
论 其 实 只 适用 于 粒子 视界 以 内 )， 这 就 是 标准 模型 的 视界 疑难 (horizon problem)， 

下 面 再 介绍 同 微波 背景 辐射 的 观测 有 直接 联系 的 对 视界 疑难 的 男 一 表述 [ 见 
Guth(1983); Blau and Guth(1987)].， 在 测量 微波 背景 辐射 的 各 回 同性 时 ， 发 现 两 
个 背 对 背 天 线 测 得 的 等 效 温度 在 很 高 精度 上 相等 ， 这 两 个 天 线 接 收 到 的 征 光 于 退 
看 时 (t=zt) 的 两 地 ( 称 为 微波 源 1 和 2) 发 来 的 辐射 ( 见 图 10-18). 设 Da(na) 是 如 时 
源 1 和 2 的 固有 距离 ， 则 上 述 测量 结 果 表 明 宇 宙 在 如 时 至 少 在 Dis(tya) 的 矿 度 内 
是 均匀 的 .然而 由 计算 ( 见 选 读 10-4-1) 可 知 t4 时 的 视界 距离 Dy (ba) 只 有 Dis(tya) 
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的 1175， 表 明 源 1 和 2 之 间 不 可 能 有 热 接触 ， 那 么 ， 它 们 怎么 会 有 如 此 相同 的 温 
度 呢 ? 或 者 说 ， 怎 么 解释 这 种 长 程 均匀 性 ? 


两 个 背 对 背 天 线 
7 


图 10-18 (示意 图 ， 不 按 比例 ) 两 个 背 对 背 天 线 接 收 到 的 是 光子 退 耦 时 (= xd ) 


从 两 地 ( 源 1 和 2) 发 来 的 微波 辐射 ， 很 难 解释 两 天 线 测 得 的 温度 如 此 精确 地 相等 ， 
因为 从 源 1( 或 2) 发 出 的 光 在 ra 之 前 远 未 到 达 对 方 


除了 可 观测 宇宙 一 词 外 ， 文 献 中 还 常 出 现 观测 宇宙 (the observed Universe) 的 
术语 ， 这 是 指 当 今 实 际 上 已 观测 到 的 那 部 分 宇宙 . 星系 (及 类 星体 ) 离 我 们 越 远 ， 
它们 发 来 的 光 的 红 移 z 就 越 大 ， 因 此 常用 红 移 描述 距离 .天 文学 家 测 得 的 最 远 的 
星系 (和 类 星体 ) 的 红 移 z 早 已 达到 1 的 量 级 (1999 年 的 文献 给 出 了 关于 z = 5 的 类 星 
体 和 z= 6.68 的 星系 的 测量 结果 ). 仍 用 z=w 的 近似 (u 为 该 星系 的 退行 速率 )， 与 
险 勃 定律 = HoDo 结 合 便 得 Di = zH。 ， 注 意 到 z 为 1 的 量 级 ， 可 知 观测 宇宙 的 
大 小 Do 可 由 数值 0” 标志, 其 量 级 也 是 10%m [与 可 观测 宇宙 Daa(to) 量 级 相同 ， 
但 应 注意 是 两 个 不 同 概念 .]， Ho 称 为 哈 勃 长 度 (Hubble length)， 利 用 选读 10-4-1 
的 估算 法 还 可 看 出 “微波 源 1” 与 我 们 的 当今 距离 a(t0)x 也 有 Ho 的 量 级 (虽然 它 
的 红 移 z 已 达 约 1000)， 这 更 说 明 用 哈 勃 长 度 描 述 观 测字 宙 的 大 小 是 恰当 的 . 
[选读 10-4-1] 

现在 给 出 N= Da(ta)/Da(Gtad)=75 的 证 明 . 为 简化 计算 ， 设 上 = 0， 且 在 涉及 
a(D 时 一 律 取 a(t)= Bt“ (其 中 辐 为 常数 )， 即 默认 以 物质 为 主 . 设 天 线 所 在 处 的 径 
向 坐标 r=0, 源 1( 和 2) 的 + 为 rs, 则 把 k=0 的 式 (10-1-25) 用 于 径 向 类 光 测 地 线 力 


10 
得 六 = | dt/a(t) ， 由 式 (10-1-28) 得 
td 
10 
DaCa)=2a(da) 有 =2a(ta) | da 
| 


(10-4-9) 
=2a(h0)| dt/ BP =6p "lalta) Go 04). 


另 一 方面 ， 由 式 (10-4-5) 得 
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t td 
Da (ta) = a(tya) | N dt/a(t) = a(tia) | » dt/Br” =36 a(tha) ta” . (10-4-10) 


1/3 
A io he 
Di (ti) ta 


以 1 代表 微波 背景 辐射 的 温度 ， 由 L, oc ad 及 aoct23 得 
L(tya)/1T,(t0)= (to /ta 1 


因此 


故 


以 T(t0)=2.7 和 T(ta)=4000 代 入 得 N=75， 由 于 用 了 两 个 简化 假设 ( 即 六 =0 和 
acct  )， 以 上 计算 仍 嫌 粗糙 . 为 提高 可 信和 度 ，Guth (1983) 在 附录 中 取消 上 述 两 点 
简化 ， 从 非常 一 般 的 条 件 出 发 做 了 精确 得 多 的 估算 . 结果 更 为 严重 : N > 90. 
[选读 10-4-1 完 ] 
平 直 性 疑难 ”根据 标准 模型 ，Q2 值 与 1 的 偏离 会 随时 间 的 向 后 推移 而 被 严重 
地 放大 . 以 < =11-27 (1)1 作 为 Q 与 1 的 偏离 程度 的 菜 种 反映 ， 得 
élt)=I(p— pe)/p 1=3 Ik| /8np(t) an ， (10-4-11) 
其 中 第 二 步 用 到 式 (10-3-10)， 上 式 说 明 k=0 时 a()=0， 否则 
(pa“) "a xa "， (辐射 为 主 ) 
(oa a cc a. (物质 为 主 ) U2 
由 式 (10-3-]) 知 t=10™s 时 的 温度 T(0s)s3x10 1K， 故 由 4 与 7 的 近似 反比 关 
系 知 ato) 关 10 ad0”s) ， 于 是 由 式 (10-4-12) 知 e(t0) 是 E(10s) 的 1031~102 倍 ， 
进一步 的 估算 结果 约 为 sdo)=10”s(10”…s) , 可见 宇宙 膨胀 对 sz 值 有 惊人 的 放大 作 
用 . 由 于 02(w) 的 量 级 为 1 且 QUo)>0.1,， 故 se)<10 ， 因 而 2103s) 1079， 
即 1- 271(103s)=+10“?， 于 是 
Q(10%s)s (F103)! sl1+10. (10-4-13) 
如 果 那 时 的 .02 比 式 (10-4-13) 的 大 值 略 大 一 点 点 ， 宇 宙 将 在 尚未 演化 至 今 就 已 收缩 
为 大 挤 压 奇 点 ; 反之 ， 如 果 那 时 的 2 比 式 (10-4-13) 的 小 值 略 小 ， 宇 宙 的 膨胀 将 快 
到 无 法 形成 恒星 和 星系 .为 了 形成 今天 这 样 的 宇宙 i ， 更 确切 地 说 ， 为 了 能 有 今天 
这 样 一 个 量 级 为 1 的 Q 值 ， 在 10“s 时 的 如 值 必须 被 异常 精确 地 “微调 ”到 与 1 
如 此 接近 ,只 在 小 数 点 后 第 59 位 才 有 非 零 的 数 . 为 什么 会 这 样 凑巧 ? 这 种 微调 是 


soc(DOa ) -| 
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怎么 造成 的 ?由 于 2=1 对 应 于 宇宙 在 空间 上 平 直 , 上 述 问 题 也 可 表述 为 : 极 早期 
宇宙 为 什么 会 被 微调 到 如 此 不 可 思议 地 接近 平 直 ? 这 就 是 平 直 性 疑难 (flatness 
problem)， 亦 称 微 调 疑 难 (fine-tuning problem). v 
平 直 性 疑难 还 可 用 和 的 概念 做 另 一 表述 . 业 是 广 延 量 ， 可 以 谈 及 宇宙 的 任 一 
共 动 体积 内 的 焙 . 以 KE= +1 的 情况 为 例 . 体 元 a sin ywsingdwdgdp 在 多 ，0 ，V 
的 某 一 范围 内 的 积分 都 可 看 作 一 个 共 动 体积 ,以 下 谈 及 共 动 体积 时 就 以 a 为 代表 
[由 式 (10-1-29) 可 知 a CD 乘 以 2 等 于 宇宙 在 时 刻 ! 的 体积 ]. 宇宙 在 其 大 部 分 历史 
中 都 能 维持 其 内 容 物 的 局 域 热平衡 ， 由 热力 学 第 一 、 二 定律 可 以 证 明 [ 见 Kolb and 
Turner (1990) P.65~66] 任 一 共 动 体积 内 的 业 不 随时 间 而 变 . 烂 的 这 一 性 质 使 它 成 为 
研究 宇宙 膨胀 的 一 个 非常 有 用 的 基准 量 ， 对 这 一 重要 常数 值 可 做 如 下 估算 . 设 5 
是 a 内 的 业 [ 称 为 特征 精 ， 见 Guth(1983).]， 则 炳 密度 定义 为 *= Sa™”. 炳 密度 的 
当今 值 so 可 由 物理 讨论 求 得 ， 此 处 只 引用 冯 麟 保 (1994) 式 (6-54) 的 结果 [讨论 过 程 
还 可 参阅 Kolb and Turner (1990) 和 Blau and Guth (1987)] : 
sd) 兰 3x10?m (10-4-14) 
革 “， 再 利用 s = Sa3 和 式 (10-3-12) 并 改写 为 国际 
8TDa 
制 形式 ( 补  ) 便 得 特征 精 表达 式 
2 3/2 
| s. (10-4-15) 
以 五 , 2 和 s 的 当今 值 代入 上 式 便 可 求 得 常数 8: Ho 可 取 (10" 年 )” ，K/L2(o)-] 
可 取 作 >1，s*(Go) 可 取 为 3x10'm-” ,代入 式 (10-4-15) 便 得 8 >10”. 这 是 一 个 大 得 
非 同 寻常 的 炉 值 ， 在 标准 模型 中 ,5 值 只 能 作为 初始 条 件 给 定 . 除非 有 特殊 理由 ， 
此 初始 值 应 为 1 的 量 级 .8 >10 “这样 大 的 值 实在 不 可 思议 . 宇宙 为 何 竟 有 如 此 
巨大 的 炉 ? 这 就 是 平 直 性 疑难 的 男 一 表述 ， 又 称 粮 疑难. 
视界 疑难 与 平 直 性 疑难 有 一 个 共性 : 它们 都 可 归结 为 “初始 条 件 问 题 ”. 如 
果 硬 性 规定 宇宙 的 “初始 条 件 ”， 两 个 疑难 都 可 “解决 ”. 对 视界 疑难 的 答案 是 : 
宇宙 从 一 开始 (“天 生 ”) 就 是 均匀 和 各 癌 同 性 的 ; 对 平 直 性 疑难 的 答案 是 : 宇宙 
的 2 值 一 开始 就 如 此 不 可 思议 地 接近 于 1( 宇 害 从 一 开始 就 有 >10” 那样 大 的 灶 
值 )， 类 似 地 还 可 列 出 其 他 两 个 疑难 . 第 一 ， 当 今 宇宙 为 何 存在 物质 与 反 物质 的 不 
对 称 性 ? 对 此 也 可 这 样 回答 : 因为 宇宙 一 开始 就 存在 偏爱 物质 的 不 对 称 性 .第 二 ， 


把 式 (10-4-11) 改 写 为 一 一- 


J 如 果 假 定 宇宙 从 一 开始 就 有 人 2 =1 , 则 它 将 保持 2 =1 至 今 .然而 这 种 可 能 性 极 小 . RW 线 元 原本 是 对 任何 
实数 天 定义 的 ( 见 10.1.2 小 节 ), 后 来 引进 分 立 参 数 , 它 只 能 取 1,0,-1 三 个 值 . k=1 和 = 一 1 分 别 代表 >0 和 
尺 <0 ,占领 了 实数 轴 上 除 0 以 外 的 所 有 点 , 而 k=0 则 只 是 实数 轴 上 测度 为 零 的 一 点 . 

@) 在 玻 尔 兹 曼 常 数 取 为 1 的 单位 制 中 能 量 与 温度 同 量 纲 , 故 粹 5 无 量 纲 , 粹 密度 s 的 单位 为 m- . 
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当今 宇宙 在 较 小 尺度 上 呈现 出 结构 (恒星 、……)， 解 释 这 种 结构 的 必要 前 提 是 极 
早期 宇宙 存在 过 适当 的 密度 涨 落 谱 3p/p ， 标 准 模型 对 这 个 问题 的 回答 也 只 能 是 : 
宇宙 一 开始 就 有 如 此 适当 的 密度 涨 落 谱 ， 然 而 这 种 “初始 条 件 ” 式 的 回答 终究 很 
不 自然 (说 穿 了 就 是 : 我 们 最 终 所 得 到 的 不 过 是 我 们 最 初 所 强加 的 .)， 并 且 容 易 带 
上 宗教 色彩 ， 后来， 主要 是 由 于 粒子 物理 学 家 的 介入 ， 上 述 问题 以 及 标准 模型 的 
一 些 其 他 疑难 才 得 到 满意 得 多 的 解决 


10.4.3 ”暴涨 模型 及 其 对 视界 、 平 直 性 疑难 的 解决 


粒子 物理 学 家 大 约 从 20 世纪 70 年 代 中 期 开始 逐渐 介入 宇宙 论 的 研究 .大 统 
一 理论 预言 的 重子 数 不 守 恒 性 使 物质 - 反 物质 不 对 称 性 问题 有 望 解决 . 然而 大 统一 
理论 也 导致 新 的 宇宙 学 问题 ， 用 这 一 理论 与 标准 模型 所 做 的 估算 认为 极 早期 宇宙 
必 产 生 过 某 些 特殊 的 非 相 对 论 性 粒子 ， 其 中 一 种 叫 磁 单 极 子 (magnetic 
monopole)， 它 们 的 密度 虽然 随 宇 宙 膨 胀 而 减 小 ,但 对 人 3 的 贡献 仍 比 人 3 的 观测 值 
高 出 101 的 量 级 ， 这 就 是 磁 单 极 疑 难 ， 美国 粒子 物理 学 家 Guth 提出 的 暴涨 模型 
[Guth (1981)] 成 功 地 解决 了 标准 模型 的 视界 疑难 及 平 直 性 疑难 ,对 磁 单 极 疑 难 至 少 
也 起 到 缓解 作用 . 虽然 这 一 理论 除 其 宝贵 的 暴涨 思想 外 已 被 其 他 暴涨 理论 所 代替 ， 
但 至 少 从 教学 法 的 角度 看 ， 对 Guth 的 原始 暴涨 理论 做 适当 介绍 还 是 有 所 神 益 的 . 

根据 大 统一 理论 [例如 SU(5) 理 论 ]， 在 能 量 足够 高 (高 于 临界 值 Tc 10“GeV ) 
时 ，? 电 、 弱 、 强 相互 作用 是 统一 的 .我 们 之 所 以 看 到 它们 表现 得 如 此 不 同 ， 只 
是 因为 我 们 接触 到 的 能 量 (包括 能 量 最 高 的 加 速 器 提供 的 能 量 ) 大 大 低 于 Tc. 然而 ， 
甚 早 期 宇宙 曾 涉及 高 于 Tc 的 能 量 ， 当 7T> Tc 时 ,内 部 对 称 性 使 电 、 弱 、 强 相互 作 
用 表现 为 一 种 统一 的 作用 ; 当 T 降 至 Tc 以 下 时 ,内 部 对 称 性 自发 破 缺 , 强 作用 与 
电 弱 作用 才 表 现 得 很 不 相同 ， 当 温度 下 降 至 约 10"GeV 时 ， 电 弱 统 一 的 内 部 对 称 
性 也 破 缺 ， 电 磁 作 用 和 弱 作 用 表现 为 不 同 的 相互 作用 .Te <10 “GeV 称 为 大 统一 
临界 温度 ， 大 统一 理论 中 存在 Higgs 场 ， 这 是 一 种 标量 场 ， 与 传递 弱 作 用 的 中 间 
玻 色 子 W+ ， 丈 -和 2Z0 都 有 耦合 (从 而 使 它们 获得 质量 )，Higgs 场 $ 的 有 效 势 V(Y) 
可 解释 为 能 量 密度 .适当 选择 SU(5) 大 统一 理论 的 自由 参数 可 使 (人 具有 如 下 性 
质 [ 见 图 10-19, Higgs 场 $ 其 实 具 有 多 个 分 量 (“ 内 部 ”分 量 ), 但 在 图 中 (及 讨论 中 ) 
把 pg 简化 成 1 维 .]: DV(9) 在 T > 区 时 有 一 极 小 值 设 其 出 现在 p=0 处 )， 由 于 真 


@ 温度 T 和 能 量 E 可 按 E= 杂 建立 一 一 对 应 关系 . 用 能 量 单位 描述 温度 时 , 实际 上 是 指 它 对 应 的 能 量 . leV 的 


能 有 量 对 应 的 温度 为 T=E= 16*10 了 _116xi0'K , 故 10MGev 的 能 量 对 应 的 温度 
k 1.38x193J/K 


T=(10Mx109)x1.16x104K=1.16x10”K .因此 XT 104GeV 意 即 Te 10”K .请 注意 本 脚注 中 的 等 式 是 量 的 
等 式 而 非 数 的 等 式 . 
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V (9) 


图 10-19 ”Higgs 场 的 有 效 势 V(y) 曲线 (简化 示意 图 ) 


空 定义 为 能 量 极 小 的 状态 , 故 G=0 是 真空 态 ; @V(9) 在 T= Tc 时 有 两 个 极 小 值 ， 
两 者 V 值 相等 ， 其 中 一 个 出 现在 g=0 处 ; @V(9) 在 了 < Tc 时 有 两 个 极 小 值 ， 其 
一 出 现在 8g=0， 其 二 出 现在 g= 抽 而 且 V($)<V(0)，b= 如 和 bp=0 分 别称 为 
真 真空 (true vacuum) 态 和 假 真空 (false vacuum) 态 ， 当 今 宇宙 的 b 场 在 7 =0 曲线 的 
真 真空 态 f= Gr 附近 做 微小 涨 落 ， 其 真空 能 量 密 度 相 应 于 一 个 宇宙 常数 4 ， 虽 然 
其 观测 值 从 天 文学 的 角度 看 来 很 大 ， 但 与 用 Es 估算 的 真空 能 量 密度 相 比 只 有 约 
10 ” 倍 ， 因 此 Guth 假定 7 了 0 的 曲线 有 V(pr)=0， 反之 , 假 真空 却 是 一 种 很 特 
殊 的 物质 状态 ， 它 有 很 大 的 常数 能 量 密度 ， 记 作 ps ， 其 值 正比 于 大 统一 理论 的 临 
界 能 量 Ec 的 4 次 方 [估算 真空 能 量 密度 时 通常 用 所 论 范畴 的 最 高 能 量 的 4 次 方 ， 
所 以 现在 要 把 式 (10-3-30') 的 EB 换 为 Ec= KTc.]， 于 是 

pr ~ (10 GeV)‘h cS ~10kg.m™. (10-4-16) 
(把 一 个 大 质量 恒星 压 成 质子 般 大 小 方 可 得 到 如 此 巨大 的 能 量 密度 .) 暴涨 模型 的 
一 大 优点 是 对 初始 条 件 要 求 很 低 ， 它 的 主要 要 求 是 其 早期 宇宙 中 含有 某 些 温度 高 
于 Tc 的 小 区 域 ， 并 且 正 在 膨胀 ， 这些 区 域 中 的 四 场 处 于 真空 态 ， 即 4 = 0( 见 图 
10-19)， 当 了 随 该 区 域 的 膨胀 降 至 Tc 及 其 以 下 时 ，V(b) 出 现 两 个 极 小 值 ， 分 别 相 
应 于 真 、 假 真空 ， 乡 场 从 Tc 起 进入 假 真空 态 ， 由 于 假 真空 比 真 真 空 有 较 高 能 量 ， 
它 只 是 一 个 亚 稳 态 ，$ 场 终 将 通过 量子 隧道 效应 穿越 V(y) 曲线 中 两 个 极 小 值 间 的 
努 垒 而 变 为 真 真空 态 ， 这 对 应 于 一 阶 相 变 ( 从 对 称 相 1 人 =0 变 为 对 称 破 缺 相 
$= 条)， 考 虑 到 大 统一 理论 的 某 些 未知 参 数值 ， 同 冷却 率 相 比 较 ， 相 变 产 生得 非 
常 缓慢 ， 即 乡 场 在 7< Tc 时 要 在 假 真空 态 滞留 一 段 时 间 才 通过 相 变 进入 真 真空 态 
(这 种 在 相 变 前 发 生 的 “过 冷 ” 现 象 在 凝聚 态 物 理 中 十 分 普遍 ， 例 如 水 能 过 冷 至 冰 
尽 以 下 20 多 度 才 发 生 相 变 而 成 冰 .)， 不 难 选 择 大 统一 理论 的 参数 使 区 域 过 冷 到 接 
近 了 = 0 而 仍 处 于 假 真空 态 . 在 这 段 时 间 内 ,由 于 假 真空 的 能 量 密度 ps [ 式 (10-4-16)] 
甚大 于 当时 的 辐射 的 能 量 密度 ， 总 密度 ps ps， 我 们 最 关心 的 是 过 冷 情况 下 尺度 
因子 a 的 演化 .假定 区 域内 为 均匀 且 各 向 同性 [放弃 这 一 假定 似乎 也 有 相同 结果 ， 
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见 Blau and Guth (1987).]， 同 标准 模型 一 样 ， 过 冷 期 间 的 函数 a(t) 也 应 通过 方程 
(10-2-16) 和 (10-2-19) 获 得 . p 关 pe = 常数 及 p=-p[ 见 式 (10-3-26)] 使 方程 
(10-2-19) 自 动 满足 ， 令 : 
X=(8nGps/3)” s10%s!, (10-4-17) 


由 于 a 很 小 时 k 可 忽略 [ 见 式 (10-2-23)]， 方程 (10-2-16) ( 补 上 G) 简 化 为 
=y= 常 数 ， (10-4-18) 
a 
(由 此 可 知 X 无非 是 过 冷 期 间 的 哈 勃 参数 .) 其 解 满足 
at) oc e’'. (10-4-19) 


上 式 说 明 这 段 时 间 内 a 随 t 按 指数 规律 以 很 小 的 时 间 常 数 x -1 =10™s 急剧 增长 
(X” 很 小 来 自 pe 很 大 ), 大 大 超过 标准 模型 中 a 的 增长 速率 , 故 称 暴涨 (inflation) [ 准 
确 含义 是 : 对 时 段 -i , 令 Z=alts)/a(f)， 则 Za >> 2Z]， 对 暴涨 的 原因 也 可 从 
另 一 角度 理解 . 由 式 (10-2-18) 得 
a=—4na (p+3p)/3.. (10-4-20) 
在 标准 模型 中 p+3p >0， 故 &<0， 即 膨胀 是 减速 的 ， 这 是 因为 普通 理想 流体 的 
压强 p 和 能 量 密度 p 都 为 非 负 值 ， 它 们 都 起 吸引 作用 . 然而， 假 真 空 对 应 于 压强 
为 负 的 理想 流体 , 其 物 态 方程 为 忆 = -Ar <0 , 代入 式 (10-4-20) 得 羡 = 8ra PrF13> 0 ， 
可 见 膨胀 加 速 ， 其 原因 就 在 于 负 压 强 的 排斥 作用 超过 了 能 量 密度 的 吸引 作用 ， 使 
净 作 用 表现 为 很 强 的 斥 力 而 非 引力 . 暴涨 过 程 大 约 持续 了 10™s 或 更 长 一 点 时 间 ， 
即 起 于 tc 10™s (tc 对 应 于 大 统一 临界 温度 Tc， 即 雹 =10/Vtc =10”K ) 而 止 于 
左 关 10 “s. 对 称 性 破 缺 的 相 变 在 这 一 阶段 之 未 发生. 宇宙 中 每 个 经 历 过 暴涨 的 区 
域 的 乡 场 都 先后 从 假 真 空 态 转 人 真 真空 态 ， 每 个 处 于 真 真空 态 的 区 域 称 为 一 个 泡 
(bubble)， 由 于 真 假 真空 存在 能 量 差 ， 假 真空 的 巨大 能 量 在 相 变 过 程 中 得 以 释放 
(叫做 潜 热 ， 类似 于 水 冻 成 冰 时 所 释放 的 潜 热 .)， 区 域 被 重新 加 热 (reheating) 到 接近 
7 ， 从 此 以 标准 模型 (辐射 为 主 ) 的 膨胀 率 继续 膨胀 ， 暴涨 模型 的 一 大 优点 是 宇宙 
在 骏 涨 后 的 表现 对 初始 条 件 的 细节 很 不 敏感 ， 只 要 暴涨 前 的 宇宙 满足 某 些 不 难 满 
足 的 要 求 ， 它 就 能 演化 为 今天 的 样子 ， 这 是 标准 模型 所 不 可 比拟 的 ， 不 过 暴涨 模 
型 不 是 一 个 与 标准 模型 相 竞 争 的 对 手 ， 它 只 在 极 早 期 宇宙 一 段 很 短 时 间 内 插入 一 
个 暴涨 过 程 ， 在 这 段 时 间 以 外 a 的 演化 规律 同 标准 模型 一 样 。 它 的 引入 既 保持 了 
标准 模型 的 全 部 优点 ， 又 克服 了 标准 模型 的 若干 困难 ， 是 很 有 吸引 力 的 一 种 模 
型 下面 介绍 暴涨 模型 对 标准 模型 的 疑难 的 克服 . 
造成 视界 疑难 的 关键 是 当今 可 观测 宇宙 的 早期 尺度 比 视界 范围 大 得 多 . 例如 ， 
在 1=10“s 时 Dsam107 了 m >> Di =10m，, 两 者 比值 约 为 10”， 然 而 这 D sam 
s10™m 是 在 不 考虑 暴涨 的 前 提 下 求 得 的 .由 于 从 tc 10™s 至 在 1032s 有 过 暴 
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涨 ，tc 关 10…s 以 前 的 D $m 值 应 比 不 考虑 暴涨 的 值 (10“m) 小 得 多 . 然而 , 暴涨 前 
任 一 时 刻 的 视界 距离 Da 却 与 用 标准 模型 求 得 的 一 样 . 设 暴 涨 使 尺度 因子 a 增 大 Z 
倍 ， 则 只 要 Z>10”， 视界 疑难 便 告 消失 .由 式 (10-4-19) 得 
Z = ez 下) ， (10-4-21) 

其 中 x=10%s”， 不 -tc10 Ys-10™ss103s ， 代 和 人 上 式 得 Ze 10 
>>10”， 可 见 在 暴涨 前 有 D sm << Dn ， 可 观测 宇宙 当时 只 是 视界 范围 内 的 一 个 
小 区 域 ， 域 内 各 点 目 然 有 因果 联系 ， 因 而 有 充分 的 相互 作用 ， 在 暴涨 前 就 已 达到 
均匀 和 各 问 同 性 .这 个 小 区 域 在 暴涨 期 间 急速 变 大 ， 然 后 再 按 标 准 模 型 膨胀 为 今 
天 的 可 观测 宇 害 . 均匀 性 和 各 问 同 性 性 在 暴涨 和 正常 膨胀 中 得 到 保持 ,视界 疑难 
不 复 存 在 . 

再 看 用 为 一 陈述 所 表达 的 视界 疑难 ( 见 图 10-18).， 读 者 可 从 决定 视界 距离 Dn 
的 式 (10-4-5) 出 发 证 明 , 由 于 a 在 tc 至 车 的 期 间 内 有 过 倍数 为 Z 的 暴涨 , 视界 距离 
D# 也 近似 有 这 一 倍数 的 暴涨 ， 即 Da (fs)/Da (tic) 六 Z. 此 后 (从 左 至 今 ) 的 Da(D) 一 
直 比 刀 和 aa(D 大 出 很 多 ( 见 图 10-20)， 于 是 视界 疑难 不 复 存在 . 


可 观测 宇宙 半 
径 (标准 模型 ) 
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图 10-20 ”视界 距离 和 可 观测 宇宙 大 小 在 两 种 模型 中 的 演化 曲线 [参见 Guth and Steinhardt (1984)] 
[图 中 “可 观测 宇宙 (暴涨 模型 )” 中 的 可 观测 宇宙 仍 指标 准 模型 的 当今 可 观测 宇宙 ] 

在 标准 模型 中 ，p 或 pa! 是 常数 ， 由 此 导致 2 与 1 的 偏离 程度 ae(1) 按 a 其 
至 w 的 方式 被 迅速 放大 [ 式 (10-4-12)]， 这 是 平 直 性 疑难 的 根源 ， 在 暴涨 模型 中 ， 
暴涨 期 间 的 能 量 密度 p = ps 为 常数 ， 由 式 (10-4-11) 知 e() 不 但 不 被 放大 ， 反 而 按 
a “的 方式 急剧 缩小 ，a 的 暴涨 导致 = 缩小 的 量 级 很 可 能 比 正 常 膨 胀 导 致 = 增 大 的 
量 级 还 大 得 多 ， 对 .2 40 一 s) 的 极 不 自然 的 要 求 [ 式 (10-4-13)] 不 再 必要 ， 平 直 性 疑 
难于 是 不 复 存在 .更 有 甚 者 ， 只 要 上 述 “ 很 可 能 ”果真 成 立 ， 而 且 e 在 开始 时 不 
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是 离奇 地 大 [这 种 假设 比 式 (10-4-13) 的 假设 要 自然 得 多 ], 今天 的 z 值 就 必定 非常 接 
近 于 零 ， 以 至 

2 (0)=1+O(10 8) (Big 代表 一 个 大 数 )， (10-4-22) 
即 42 (to) 非 常 接近 于 1. 这 不 但 消除 了 平 直 性 疑难 (宇宙 开始 时 不 必 特 殊 微 调 )， 而 
且 给 出 了 “宇宙 今天 的 空间 几何 非常 接近 平 直 ” 的 猜测 ， 至此， 宇宙 空间 是 否 封 
闭 的 问题 虽然 还 没有 完全 确定 的 答案 ,但 暴涨 模型 告诉 我 们 ， 当 今 宇宙 很 可 能 非 
常 接近 临界 状态 =0)， 它 是 如 此 “ 擦 边 ”， 以 至 我 们 还 不 能 完全 肯定 它 是 准确 
地 处 于 临界 状态 还 是 在 临界 状态 的 哪 一 侧 . 

平 直 性 疑难 的 另 一 表述 ( 炳 疑难 ) 则 可 用 重 加 热 过 程 中 灼 大 量 增长 来 解 
释 . 由 于 暴涨 结束 时 的 重 加 热 使 暴涨 区 的 温度 重新 增 至 接近 Tc (暴涨 开始 的 温度 )， 
暴涨 前 后 的 焙 密 度 s 近似 相等 ， 因 为 暴涨 使 a 猛 增 至 Z 倍 ,暴涨 后 的 特征 炉 5' 便 
近似 等 于 暴涨 开始 时 的 特征 粹 5 的 Z 倍 . 只 要 Z >10”，8' 便 可 大 于 10”". 若 取 
Z ~10”， 则 重 加 热 过 程 (一 种 高 度 非 绝热 过 程 ) 竟 可 把 特征 粹 提高 102 倍 ! 

从 大 统一 理论 出 发 的 研究 表明 ， 磁 单 极 数 密度 的 下 限 反 比 于 大 统一 相 变 时 的 
视界 距离 Dg 的 3 次 方 ， 在 标准 模型 中 ， 相 变 发 生 于 tc <10 “s (瞬时 发 生 ， 没 有 
冷却 过 程 . ); 在 Guth 的 暴涨 模型 中 , 相 变 发 生 于 夺 s10™s , 由 于 Da 也 有 约 Z 倍 
的 暴涨 ， 即 Da (ts) ZDa (tc) ， 磁 单 极 数 密度 的 下 限 降 为 标准 模型 的 Z” 倍 ,因而 
磁 单 极 的 超大 量 产生 问题 得 到 缓解 . 但 是 ，Guth 的 暴涨 模型 不 能 告诉 我 们 在 相 变 
中 产生 了 多 少 磁 单 极 , 因此 不 能 肯定 它 已 解决 了 磁 单 极 疑 难 . Linde (1982a, b) 和 
Albrecht and Steinhardt (1982) 分 别提 出 的 “新 暴涨 模型 ”对 这 一 疑难 给 出 了 明确 得 
多 的 解决 ，Guth 的 暴涨 模型 (现在 称 为 原始 暴涨 模型 ) 还 有 其 自身 的 致命 弱点 ， 即 
所 谓 的 “体面 退出 问题 (graceful exit problem)”. 为 解决 或 躲 开 这 一 问题 的 各 种 
努力 都 遭 失败 ， 只 有 其 宝贵 思想 一 一 宇宙 甚 早期 有 过 一 次 短暂 而 剧烈 的 暴涨 
应 予 保留 . 多 种 不 同 的 暴涨 模型 先后 问世 ， 其 中 前 苏联 学 者 Linde 在 1983 年 提出 
的 混沌 暴涨 模型 (chaotic inflation modeD 备 受 推 崇 ， 在 这 一 模型 中 既 没 有 相 变 也 没 
有 过 冷 ， 它 涉及 一 个 有 质量 的 标量 场 5 ， 由 于 量子 涨 落 ， 其 值 在 早期 宇宙 的 某 些 
区 域 甚大 (与 Planck 质量 Mp 10" GeV 同 数量 级 )， 其 能 动 张 量 类 似 于 正 的 宇宙 常 
数 那 样 起 排斥 作用 ， 从 而 导致 尺度 因子 a 在 一 段 时 间 内 出 现 准 指数 式 的 膨胀 ， 即 
暴涨 .暴涨 过 后 恢复 正常 膨胀 .当今 的 观测 宇宙 只 是 当时 的 一 个 区 域 演 化 至 今 的 
一 个 部 分 . 由 于 这 一 暴涨 ， 平 直 性 、 均 匀 性 和 磁 单 极 疑难 都 迎刃而解 .混沌 暴涨 
模型 在 克服 以 往 暴涨 模型 的 困难 的 同时 保存 了 它们 的 全 部 优点 ， 而 且 还 有 自身 独 
特 的 优点 ( 略 ). 

Guth 在 1981 年 提出 暴涨 模型 时 ， 多 数 天 文学 家 的 反应 是 : 这 想法 虽然 有 吸 
引力 ,但 其 对 3% <1 的 预言 与 观测 结果 相去 太 远 ， 因 为 当时 (3 的 观测 值 只 有 
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5%~10%. 然而 (4o 的 观测 值 随 着 观测 手段 的 进步 而 一 路 攀升 ， 并 曾 在 1990 年 被 
认为 达到 1 的 程度 (后 来 发 现 这 不 大 可 能 ), 现在 大 致 公 认 的 是 310 0.25. 不 过 人 
们 早 就 注意 到 no 很 可 能 并 非 34 的 唯一 来 源 ， 例 如 24 只 要 非 零 也 对 .FH 有 所 贡 
献 , 因此 mo< 1 与 人 1 不 一 定 有 矛盾 . ACDM ( 带 4 的 冷 暗物质 结构 形成 模型 ， 
其 中 (30 关 0.3, 2410 兰 0.7 ) 的 巨大 成 功 加 强 了 人 们 对 > 0 的 信心 。1996 年 后 从 
微波 育 景 辐射 的 非 各 向 同性 性 中 发 现 支 持 4 1 的 有 力 证 据 ，1998 年 起 对 高 红 移 
Ia 类 超新星 的 观测 表明 当今 宇宙 正在 加 速 膨胀 ,以 及 暴涨 模型 能 给 出 ACDM 所 需 
的 原初 扰动 谱 ，……… ， 所 有 这 一 切 都 使 暴涨 模型 深 得 人 心 ， 就 连 对 此 模型 一 向 持 
怀疑 态度 的 天 文学 家 也 不 得 不 开始 认真 看 待 . 有 人 甚至 认为 过 去 15 年 宇宙 学 的 两 
个 主导 观念 就 是 暴涨 和 冷 暗 物质 [Turner (1999)]， 可 以 说 ,暴涨 思想 现在 已 经 成 为 
(新 ) 标 准 模型 中 不 可 或 缺 的 组 成 部 分 ， 然 而 也 应 指出 ， 由 于 $ 10.5 要 介绍 的 暗 能 
量 及 其 对 基本 物理 学 的 严厉 挑战 ， 也 有 学 者 对 暴涨 思想 不 以 为 然 . 


$ 10.5 暗 能 量 和 “新 标准 宝 宙 模型 ” 
10.5.1 暗 能 量 问 题 


1998 年 的 超新星 观测 所 发 现 的 、 当 今 宇宙 正在 加 速 膨胀 的 结论 (10.3.3 小 节 未 ) 
现在 已 被 普遍 接受 ， 然 而 加 速 膨胀 的 原因 却 一 直 使 人 深 感 困惑 ， 虽 然 用 宇宙 常数 
A>0 可 对 它 做 出 解释 , 但 4 值 比 粒子 物理 学 的 预言 值 小 如 此 多 个 量 级 却 又 偏 不 
为 零 的 结论 使 “物理 学 家 的 宇宙 常数 问题 ” 变 得 更 为 束 手 ， 于 是 人 们 纷纷 寻求 对 
加 速 膨 胀 的 其 他 可 能 解释 .加 速 膨胀 的 形成 机 制 已 经 成 为 当今 宇宙 论 乃 至 整个 基 
本 物理 学 的 一 个 至 关 重 要 的 疑难 问题 ， 现 在 被 称 为 “ 暗 能 量 (dark energy)” 问 题 . 

暗 能 量 是 指 对 宇宙 加 速 膨胀 应 负责 任 的 宇宙 内 容 物 ， 在 牛顿 引力 论 中 ,一 切 
物质 都 只 能 导致 引力 而 不 会 导致 斥 力 ， 因 此 加 速 膨胀 无 法 解释 、 但 广义 相对 论 与 
此 不 同 ， 根据 爱 因 斯 坦 方程 ， 无 论 能 量 密度 p 还 是 压强 都 对 引力 场 有 贡献 ， 当 
压强 p <0 而且 1p1 大 到 可 以 与 p 比拟 时 , 就 会 出 现 斥 力 效 应 . 通常 的 宇宙 内 容 物 ， 
即 物质 (p 0 ) 和 辐射 (p = p/3 > 0 ) 都 不 满足 这 一 要 求 , 但 正 的 宇宙 常数 4 (或 真空 
能 动 张 量 ) 却 恰好 满足 ， 因 为 其 p =-p<0， 从 而 有 可 能 导致 加 速 膨胀 ， 可 见 宇宙 
常数 4 是 暗 能 量 的 一 个 重要 候选 者 ， 但 是 导致 加 速 膨胀 的 原因 也 不 是 非 4 葛 
属 . 凡 具有 以 下 3 个 特征 的 “理想 流体 ”都 可 充当 暗 能 量 的 候选 者 : 不 发 光 ( 因 
而 暗 ); 已 压强 p 和 能 量 密度 p 满足 p ~ -P (不 是 非 等 不 可 ) 的 关系 ; @ 空 间 分 布 近 
似 均匀 (至 少 在 星系 困 的 尺度 上 不 表现 出 集聚 现象 , 否则 将 在 星系 团 尺 度 上 有 所 显 
示 , 然 而 观测 从 未 发 现 这 种 迹象 : 暗 能 量 是 在 整个 宇宙 这 一 大 尺度 上 被 发 现 的 .). 应 
该 指出 ， 暗 能 量 是 在 原来 的 标准 宇宙 模型 中 不 存在 的 一 种 宇宙 内 容 物 ， 它 既 不 是 
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物质 (p 0 ) 也 不 是 辐射 (p= p/3 > 0)， 但 由 于 暗 能 量 的 第 @) 个 特征 ， 它 更 像 辐射 
而 不 像 物质 ( 因 p 与 可 比拟 )， 按 照 通常 理解 ， 物 质 和 辐射 都 具有 能 量 ， 能 量 是 
一 种 属性 而 不 是 内 容 物 本 身 . 然而 英语 文献 中 常用 energy 作为 radiation 的 代名词 ， 
例如 汉语 中 说 “一 对 正 反 质子 潭 灭 后 成 为 两 个 光子 (辐射 )”， 而 英语 中 常 把 这 句 
话说 成 是 “物质 潭 灭 后 变 成 能 量 ”， 这 里 的 能 量 (energy) 已 被 当 作 辐 射 (光子 ) 的 同 
义 语 ， 据 此 ， 甚 至 可 以 说 “宇宙 内 容 物 中 既 有 物质 又 有 能 量 ” (其 实物 质 也 有 能 
量 , 但 这 句 话 中 “能 量 ” 一 词 分 明 是 狭义 地 专 指 辐 射 .)， 于 是 可 以 说 暗 能 量 的 第 @ 
个 特征 使 它 更 像 能 量 而 不 像 物 质 (more“energy-like”than“matter-like”). 再 加 上 
特征 LD( 不 发 光 )， 就 产生 了 “ 暗 能 量 ” 一 词 ， 上 述 解 释 同 时 也 洪 清 了 暗 能 量 与 暗 
物质 的 区 别 : 暗物质 是 不 发 光 的 物质 ( p =0), 暗 能 量 则 既 非 物质 , 亦 非 能 量 (虽然 
更 像 能 量 ), 而 是 具有 上 述 3 个 特征 的 宇宙 内 容 物 ， 是 原来 的 标准 模型 始 料 未 及 的 
一 种 宇宙 内 容 物 . 

除了 当今 宇宙 加 速 膨 胀 这 一 重要 观测 结果 之 外 ， 暗 能 量 存 在 的 可 信 性 还 来 自 
如 下 事实 : (D 对 宇宙 微波 背景 辐射 的 非 各 向 同性 性 的 最 新 测量 结果 表明 宇宙 是 空 
间 平 直 的 (KE 兰 0)， 即 4 1( 与 暴涨 理论 的 预言 一 致 ); @ 新 近 发 展 的 、 不 依赖 于 质 
量 ~ 光度 关系 的 物理 观测 表明 物质 (主要 是 上 暗物质) 对 3 的 贡献 为 Qi 兰 0.33 
[Turner (2002)] (此 外 还 有 用 其 他 方法 的 观测 结果 .新 近 文 献 中 关于 mo 值 的 报导 
不 尽 相 同 ， 约 从 0.25 至 0.33.)， 可 见 当今 宇宙 中 竟 有 约 七 成 的 内 容 物 没 有 下 落 ， 
这 是 人 们 相信 暗 能 量 存在 的 另 一 重要 原因 . 

虽然 真空 能 量 ( 正 的 宇宙 常数 4 ) 是 暗 能 量 的 第 一 候选 者 ， 但 这 至 少 存在 两 个 
严重 疑难 : (WD 宇宙 常数 问题 ， 为 何 测 得 的 非 零 4 比 粒子 物理 学 的 理论 值 小 如 此 多 
个 量 级 ? GO 巧合 性 问题 (the coincidence problem): 物质 密度 pv 和 辐射 密度 pr 随 
尺度 因子 a 的 增 大 分 别 按 pw x a™” 和 pk x a™ 的 规律 减 小 ,而 宇宙 常数 4 相应 的 
Pi 不随 时间 而 变 ， 故 

六 = 人 x 于 = 人 a (10-5-1) 

可 见 ， 在 早期 宇宙 中 人 2 可 被 Qk (及 34 ) 所 忽略 而 在 晚期 宇宙 中 人 2 占 压倒 地 
位 从 Ci =07 ，Q0 =0.3( 以 及 CD =5x107) 出 发 的 计算 表明 [Carroll (2003)]， 
42 在 早期 的 很 长 时 段 内 近似 为 0 (变化 甚 慢 ), 在 晚期 的 很 长 时 段 内 近似 为 1( 变 化 
也 甚 慢 )， 只 在 这 两 个 时 段 之 间 有 这 么 一 个 很 短 的 时 段 ，42 在 此 时 段 内 从 0 猛 增 
至 1( 见 图 10-21). 《240 =0.7 说 明 当 今 (1 = 加) 宇宙 正 处 在 这 一 急速 转变 时 段 中 (这 一 
时 段 的 特点 是 420 与 no 量 级 相同 , 谈 不 上 以 谁 为 主导 .). 为 什么 我 们 今天 恰好 处 
于 这 一 短暂 的 转变 时 段 之 内 (why now)? 这 就 是 所 谓 的 巧合 性 疑难 . 巧合 性 疑难 也 
可 从 另 一 角度 陈述 . 由 于 pv x a”，pr a“ 而 pi 不 随 a 而 变 , 今天 的 微小 4 值 
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(pho/pwo =7/3 ) 意 味 着 极 早 期 宇宙 的 pj /pr 出 奇 地 小 [pn/Pr ~10”( 其 中 B 为 
100 左右 )]， 因此， 为 保证 今天 有 Po/pvo ~1， 对 极 早 期 宇宙 的 初始 条 件 必 须 做 
过 极其 精密 的 微调 (只 要 当初 有 非常 微小 的 偏离 , 今天 的 宇宙 就 完全 不 是 我 们 看 到 
的 样子 .)， 这 可 称 为 宇宙 的 微调 疑难 (fine-tuning problem). 


1 


0 
当今 loga 


图 10-21 ”424 在 包含 当今 的 短 时 段 内 从 0 猛 增 至 1 


针对 以 上 疑难 , 人们 又 从 粒子 物理 学 出 发 提出 了 称 为 动力 学 障 能 量 (dynamical 
dark energy) 的 多 种 方案 . 与 宇宙 常数 不 同 , 动力 学 暗 能 量 可 以 随时 间 缓 慢 变 化 ( 动 
力学 演化 )， 只 是 在 每 一 时 段 内 非常 类 似 于 某 个 宇宙 常数 4 ,可 定量 地 用 w= p/p 
刻画 .此 式 其 实 是 宇宙 中 任 一 种 内 容 物 (作为 理想 流体 ) 的 物 态 方程 : 对 物质 有 
w 兰 0 ， 对 辐射 有 w = 13， 对 宇宙 常数 有 w= -1， 对 动力 学 暗 能 量 ，w 可 取 量 级 
为 1 的 其 他 负 值 ， 而 且 可 随时 间 而 变 ， 由 36=-4na(p+3p) [ 式 (10-2-18)] 可 知 
4>0<w<-1/3 ,可见 满 足 w< -1/3 的 内 容 物 都 可 充当 暗 能 量 . 目前 已 经 存在 不 
计 其 数 的 动力 学 暗 能 量 方案 ,而且 还 在 层出不穷 .此 处 只 简介 其 中 很 重要 的 一 大 
类 ( 称 为 quintessence 理论 ) 中 的 一 种 版 本 ， 着 重 说 明 它 能 消除 微调 疑难 . 这 种 理论 
认为 极 早期 宇宙 那 次 暴涨 中 的 标量 场 $ 在 暴涨 后 仍 有 影响 ， 这 个 $ 场 的 能 量 密度 
Ps 和 压强 py 分 别 为 pp =8?/2+V(9) 和 ps = /2-V(9). 当 J?<<V(9) (4 场 交 化 
足够 慢 ) 时 便 有 py -ps ， 在 暴涨 期 间 近 似 等 价 于 一 个 (很 大 的 ) 宇 宙 常 数 ， 暴 涨 结 
束 时 $y 场 随时 间 急 剧变 化 ， 其 能 量 绝 大 部 分 转化 为 重子 ， 上 变 得 很 小 于 pw 只 
要 适当 选择 Y( 爷 的 函数 形式 ， 就 可 保证 py 随 a 足够 缓慢 地 减 小 ， 于 是 在 足够 长 
时 间 后 py 将 重新 超过 pw ， 这 就 能 解释 当今 观测 到 的 (小 而 非 零 的 ) 宇 宙 常 数 . 不 
但 如 此 ， 适 当选 择 V(y) 还 可 取得 如 下 优异 效果 : 求解 所 得 的 py(z) 曲线 (其 中 z 为 
红 移 ， 代 表 距 离 的 远近 或 时 间 的 早晚 ) 在 当今 (z = 0) 的 表现 与 py 在 z 很 大 时 (早期 ) 
的 初 值 无 关 ， 就 是 说 ， 即 使 所 选 初 值 改 变 许 多 个 量 级 ， 曲 线 在 当今 的 表现 并 无 改 
变 ( 见 图 10-22)， 于 是 微调 疑难 不 复 存 在 . quintessence 的 售 义 是 古 哲学 的 第 5 原 
质 (前 4 种 是 空气 、 水 、 火 、 土 .)， 今 天 的 基本 粒子 是 夸克 、 轻 子 和 中 间 玻 色 子 ， 
若 把 非 重子 暗物质 列 为 第 4 种 ， 则 不 妨 说 刚才 讨论 的 $$ 场 是 第 5 种 ，quintessence 
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于 是 得 名 .暗物质 和 了 暗 能 量 的 一 个 重要 区 别 是 前 者 倾向 于 成 团 而 后 者 均匀 分 布 ， 
但 近来 人 们 发 现 两 者 存在 “你 中 有 我 ， 我 中 有 你 ”的 迹象 ， 把 两 者 统一 起 来 成 为 
一 个 对 象 的 想法 顾 受 青睐 .统一 后 就 只 有 一 种 暗 分 量 ， 因 此 这 种 统一 理论 又 被 称 
为 quartessence (第 四 原 质 ) 理 论 . 


sm 


p/GeV’ 


Pg( 若 初 值 Py 攻 Pr) 


104 102 10: 108 106 104 10* 10 
.2Z+] 


图 10-22 ”py 曲线 的 当今 表现 与 其 初 值 无 关 


定量 地 看 ， 要 从 加 速 膨胀 得 出 上 暗 能 量 存 在 的 结论 就 要 用 到 式 (10-2-18)， 而 此 
式 是 爱 因 斯 坦 方程 的 产物 .如果 在 涉及 整个 宇宙 这 样 大 的 尺度 上 爱 因 斯 坦 方程 不 
青 适用 ， 则 暗 能 量 问题 可 以 不 复 存在 .于 是 对 暗 能 量 问 题 还 存在 第 三 种 回答 : 在 
涉及 整个 宇宙 时 爱 因 斯 坦 方程 不 再 适用 . 然而 寻求 一 种 取而代之 的 理论 远 非 易 事 ， 
因为 这 种 理论 必须 在 较 小 的 尺度 下 给 出 与 广义 相对 论 相同 的 结果 ， 而 且 要 与 关于 
宇宙 的 各 种 观测 数据 相 吻 合 (例如 要 给 出 原初 核 合成 的 轻 原子 的 、 与 观测 一 致 的 丰 
度 .). 

此 外 ， 也 不 能 完全 排除 下 述 可 能 性 : 宇宙 其 实 正在 减速 膨胀 ， 只 是 由 于 对 超 
新 星 观 测 结 采 做 出 了 错误 的 解释 ， 才 误 以 为 宇宙 正在 加 速 膨胀 也 有 人 沿 着 这 一 
方 器 开展 人 研究， 此 处 从 上 略 . 

本 书 将 交 稿 时 笔者 在 网 上 读 到 一 文 [Kolb et al.(2005)] , 该 文 对 宇宙 加 速 膨胀 提 
出 了 一 种 既 不 依靠 暗 能 量 又 无 须 对 引力 理论 做 修改 的 、 基 于 暴涨 宇宙 论 的 解释 . 


10.5.2 新 标准 宇宙 模型 


自从 1981 年 引入 暴涨 机 制 以 来 , 原始 的 标准 宇宙 模型 已 被 做 了 多 处 修改 , 一 
个 新 的 标准 宇宙 模型 正在 形成 之 中 , 虽然 还 有 许多 问题 尚 待 深入 探讨 . 目前 看 来 ， 
新 标准 模型 至 少 具有 以 下 特点 . 
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(1) 4 1( 宇 害 在 空间 上 平 直 )，4o <0 (宇宙 正在 加 速 膨胀 ). 

(2) 宇宙 的 极 早期 有 过 一 次 虽然 极为 短暂 但 却 影响 深远 的 暴涨 阶段 ( 见 10.4.3 
小 六 ) 在 此 期 间 由 量子 涨 落 造成 的 密度 不 均匀 性 正好 为 冷 暗 物质 结构 形成 理论 提 
供 所 需 的 原初 扰动 (“种 子 ”). 


阅 能 量 ( 约 上 70%) 
暗物质 ( 约 占 30%， 其 中 绝 大 部 分 是 冷 暗 物质 ) 
3 站 4 今 > Rg 
3) 当今 宇宙 内 容 物 了 发 光 物 质 ( 约 占 0.5%) 
辐射 ( 约 占 0.005%) 


10.5.3 ”宇宙 的 命运 (未 来 ) 


我 们 当然 关心 宇宙 的 命运 ， 即 宇宙 在 (当今) 之 后 的 演化 方式 ， 在 原始 的 标 
准 模型 中 , 命运 只 取决 于 空间 几何 : 若 上 =0 或 上 = -1,， 宇宙 将 永远 (减速 ) 膨 胀 ; 若 
k=1， 宇宙 将 从 膨胀 转 而 收缩 ， 最 终 缩 为 大 挤 压 奇 点 .在 新 标准 模型 中 ， 由 于 暗 
能 量 的 存在 ， 命 运 与 空间 几何 的 这 种 简单 关系 不 复 成 立 (两 者 脱钩 )， 宇 宙 的 命运 
问题 变 得 相当 复杂 . 即使 是 场 =1 的 宇宙 也 仍 有 多 种 可 能 命运 [密切 依赖 于 w 值 及 
其 演化 w(t)]. 例如 , ( 若 暗 能 量 是 真 的 宇宙 常数 4>0，, 则 随 着 时 间 的 推移 ， 人 和 
终 将 被 2 所 忽略 ， 宇 宙 将 愈 来 愈 接近 指数 式 膨胀 (暴涨 )， 即 愈 来 愈 接近 de Sitter 
宇宙 ( 详 见 下 册 附 录 )， 直 至 永远 (不 是 真 宇宙 常数 的 动力 学 暗 能 量 演化 至 晚期 也 可 
能 类 似 于 一 个 占 主 导 地 位 的 正 宇宙 常数 , 也 会 导致 同样 结果 .). 所 若 暗 能 量 是 动力 
学 暗 能 量 且 随时 间 减 弱 得 足够 快 以 臻 字 宙 有 朝 一 日 回 到 物质 为 主 的 状况 
(42M >> 《2 各 能量 )， 则 其 演化 类 似 于 原 标准 模型 中 k=0、 物 质 为 主 的 曲线 ( 指 在 
足够 大 时 的 该 曲线 ), 即 减速 膨胀 , 直至 永远 . @ 若 动力 学 暗 能 量 逐 渐 演 化 为 p<0 ， 
pP>0 的 状态 (类 似 于 一 个 负 的 宇宙 常数 )， 则 宇宙 还 可 能 从 膨胀 转 而 收缩 .此 外 ， 
在 某 些 条 件 下 还 会 出 现 这 样 的 命运 : 当 上 趋 于 某 一 有 限 值 时 a(0) 竟 然 趋 于 无 限 大 
(“Big Rip”). 


10.5.4 “黑暗 物理 学 ”的 光阴 前 途 


如 前 所 述 ， 我 们 对 上 暗 能 量 的 存在 性 还 刚刚 开始 认识 ， 对 暗 能 量 的 了 解 仍 然 
少 得 可 怜 ; 我 们 对 暗物质 虽然 稍 有 认识 ， 但 对 其 中 的 绝 大 多 数 一 一 非 重 子 暗 物 
质 一 一 的 了 解 仍 然 非常 肤浅 . 这 说 明 我 们 对 宇宙 中 绝 大 多 数 内 容 物 还 很 不 了 解 . 人 
们 有 一 种 感觉 : 随 着 研究 的 不 断 深 入 ， 我 们 似乎 对 宇宙 的 了 解 竞 然 愈 来 愈 少 ， 是 
的 ， 物 理学 正在 受到 以 上 暗 能 量 为 代表 的 严重 疑难 (包括 宇宙 常数 问题 ) 的 挑战 .有 
人 其 至 认为 21 世纪 之 初 的 暗 能 量 疑 难 类 似 于 20 世纪 之 初 的 黑体 辐射 疑难 . 然而 ， 
出 人 意料 的 实验 结果 往往 是 科学 进步 的 重要 动力 .正如 黑体 辐射 疑难 的 解决 需要 
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引入 全 新 的 观念 (量力 观念 ) 和 放弃 有 旧 观念 那样 ， 许 多 人 相信 和 暗 能 量 的 挑战 终 将 导 
致 基本 物理 学 (及 天 文学 ) 的 突破 性 进展 .鉴于 天 文 观 测 对 宇宙 论 研 究 的 异乎 寻常 
的 重要 性 ， 天 文学 家 已 经 制定 了 雄心 勃勃 的 进一步 的 观测 计划 ， 例 如 [Schubnell 
(2003)] ， 他 们 要 用 人 造 卫 星 去 发 现 并 以 史无前例 的 高 精度 观测 多 达 数 千 个 的 高 红 
移 (遥远 )Ia 型 超新星 ， 企 图 由 此 测 出 宇宙 年 龄 的 70% 以 上 的 膨胀 历史 (从 今天 向 过 
去 回溯 ), 他 们 还 要 以 很 高 的 精度 测定 暗 能 量 的 (或 说 宇宙 的 ) 物 态 方程 w(= p/p) 及 
其 随时 间 的 演化 ， 这 种 测量 结果 有 助 于 区 分 各 种 不 同 的 暗 能 量 模型 ， 因 而 意义 重 
大 ， 如 此 等 等 ， 不 一 而 足 ， 另 一 方面 ， 理 论 物 理学 家 和 天 体 物 理学 家 正在 对 暗 能 
量 进行 着 不 断 深入 和 广泛 的 理论 攻坚 战 . 有 理由 相信 ， 在 观测 天 文学 家 和 理论 物 
理学 家 的 联手 猛攻 下 ， 暗 能 量 之 谜 总 有 一 天 会 云 开 雾 散 ， 水 落石 出 ， 与 之 相伴 的 
很 可 能 还 有 基本 物理 学 的 某 种 突破 性 进展 .恐怕 可 以 说 : “黑暗 物理 学 的 前 途 是 
光明 的 ”. 

本 节 主 要 参考 文献 : Carroll (2003); Peebles and Ratra (2002); Schubnell (2003): 
Sahni (2004) 及 其 所 引文 献 . 


习 题 
“1， 试 验证 度 规 (10-1-12) 的 曲率 张 量 CR pe4 满足 GB)R_ped = 2R-25.[c554] . 

2. 试 证 各 向 同性 观 者 的 世界 线 是 测 地 线 . 提示 : 利用 式 (10-2-5) 后 的 克 氏 符 表达 式 及 式 
(5-7-2) 几 乎 一 望 而 知 . 

3 试用 如 下 步 又 导出 宇宙 学 红 移 公式 (10-2-8)， 

(a) 证 明 沿 任 一 类 光 测 地 线 7(6) ( B 为 仿 射 参数 ) 有 dw/dP = -K“K2V。Zp ， 其 中 

K*=(0/06)", 2Z°=(0/01), w=-gpZ°K?. 

(b) 证 明 V。ZD = (4/a) h, ， 其 中 有 hs 是 由 gp 在 均匀 面 上 的 诱导 度 规 ，4 = da/dt . 

提示 : 先 证 明 V。Z5 是 空间 张 量 场 , 即 Z*VsZ， =0=2Z?VsZ。, 再 证 明 待 证 等 式 两 边 作用 于 
(8/0xi)*(8/0x1)? (i, j=1,2,3) 得 相同 结果 . 

(c) 利用 (a)、(b) 的 结果 推出 dw/w = -da/a ， 从 而 得 式 (10-2-8). 

4 宇宙 当今 年 龄 是 宇宙 从 a= 0 演化 至 ao = adto) 所 需 的 时 间 . 给 定 任 一 a 值 都 可 谈 及 宇 
宙 的 尺度 因子 演化 至 该 值 所 需 的 时 间 ， 称 为 该 a 值 相应 的 宇宙 年 龄 ， 因 此 年 龄 ! 可 看 作 a 的 函 
数 . 

(a) 从 式 (10-2-29) 和 (10-2-25) 出 发 证 明 4 = 0 的 物质 宇宙 的 年 龄 函数 由 以 下 三 式 给 出 : 

对 多 =1， 3] | 


0 


对 中 >1， 
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2 了 1/2 
oe 1 pp2_P_T|2 
2 D2 1! 9 | 42 9 加 | 


对 人 <1， 
2 -12 
二 | 
J ch L 2(1— 4 pe 人 +( m2 | | 

(b) 由 以 上 三 式 导 出 册 =1， 内 >1 和 多 <1 三 种 情况 下 当今 宇宙 年 龄 加 的 表达 式 . 

5. 试 证 含 4 项 的 爱 因 斯 坦 方程 即使 无 物质 场 (7 =0) 也 不 允许 平 直 度 规 解 . 提示 : 从 含 4 

项 的 爱 因 斯 坦 方程 出 发 求 得 R 与 7 了 的 关系 ， 以 此 消去 方程 中 的 R, 便 发 现 Tss = 0 时 Ro 不 能 为 
零 . 

6， 试 证 KE=-1 和 大 =+lL 的 RW 度 规 也 是 (局 部 ) 共 形 平 直 的 . 

提示 : 用 式 (10-4-2) 定 义 f ， 把 式 (10-1-17a) 和 (10-1-17b) 的 线 元 改 用 坐标 i,w,09,9 表 出 ， 再 
分 别 对 k= -1 和 k=+1l 的 情况 做 如 下 坐标 变换 (ft,wy) (7, 站) : 

对 大 =-1， 仿 f=echy, F=etshy ， 


对 上 =+1， 令 


t= tan—(f +w)+ tan=(f -WY), r= tan=(f +w) -tan=(I —y), 


则 线 元 分 别 取 如 下 的 明显 共 形 平 直 形 式 : 
对 大 = -1 ， ds2 = a2((P)e2[-dz2+dF2+F2(dg2+sin20do2)] ， 
对 上 =+L ， 


CO) 、 人 2 
ds = 一 一 一 一 (cosf +cosy)’ [-dt“ +dr ”+7r’°(d0° +sin’0 dog”)]. 
LA 


7. 设 p 为 各 向 同性 观 者 G 世界 线 上 的 一 点 , 试 证 G 在 刀 时 刻 的 视界 距离 满足 式 (10-4-5). 提 
示 : 利用 式 (10-1-28) 和 (10-2-7). 

*8. (a) 设 m(B) 是 径 向 (d9/dB=dg/1dB=0 ) 类 光 测 地 线 ， 户 = 人 内， 9, 9) 和 
pP2 =(t2,，W2,0,9) 是 7 上 任意 两 点 ， 试 证 对 k=1,，0, -1 三 种 情况 都 有 


1 
i | dr/aD . 
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(b) 对 k=1 的 宇宙 ， 从 大 爆炸 奇 点 发 出 的 任 一 径 向 光线 在 膨胀 着 的 3 球面 上 沿 大 圆 弧 前 
进 . 试 证 : (bl) 对 物质 宇宙 ， 该 光线 在 3 球面 膨胀 至 最 大 时 刚 走 完 半 个 大 圆 ， 在 3 球面 又 缩 为 
一 点 (大 挤 压 ) 时 刚 走 完 一 个 大 圆 . 因此 ， 在 球面 膨胀 至 最 大 时 任 一 各 癌 同 性 观 者 只 要 向 各 个 方 
向 看 去 , 总 能 看 到 任 一 各 向 同性 粒子 发 来 的 光 , 表明 他 的 粒子 视界 从 膨胀 至 最 大 时 开始 消失 [ 参 
见 Wald (1984) P. 106].(b2) 对 辐射 宇宙 ,该 光线 在 3 球面 又 缩 为 一 点 (大 挤 压 ) 时 刚刚 走 完 半 个 
大 圆 因此 ， 任 一 各 向 同性 观 者 的 任 一 时 刻 都 存在 粒子 视界 . 


附 孙 A ”几何 与 非 几何 单位 制 的 转换 


讨论 单位 制 时 应 注意 量 和 数 的 区 别 . 除了 量 的 等 式 (quantity equation) 之 外 ， 
更 为 常用 的 是 数 的 等 式 (numerical-value equation). 数 的 等 式 的 形式 取决 于 单位 制 ， 
因此 在 记忆 物理 公式 时 应 同时 记 住 它 在 什么 单位 制 中 成 立 ， 由 于 相对 论 经 常 涉及 
真空 光速 和 引力 常量 , 把 它们 的 数值 都 取 为 1( 即 c= G = 1) 可 以 简化 大 量 公 式 , 与 
此 相应 的 单位 制 叫做 几何 单位 制 (system of geometrized units)， 然 而 在 计算 物理 量 
的 数值 时 几何 单位 就 嫌 不 便 . 现在 介绍 物理 公式 在 几何 制 和 非 几 何 制 (以 国际 制 为 
例 ) 之 间 的 转换 法 则 . 

为 避免 混 清 , 我 们 用 粗 体 和 非 粗 体 字 母 分 别 代 表 量 和 数 ( 仅 限 于 本 附录 中 ). 非 
几何 单位 制 通常 取 时 间 7、 长 度 世 和 质量 M 为 力学 领域 的 基本 量 . 在 几何 单位 制 
中 , 由 于 c=G=1， 时 间 、 长 度 和 质量 三 者 的 单位 只 有 一 个 可 任意 选择 ， 因 此 可 
认为 基本 量 只 有 一 个 , 例如 可 选 时 间 为 基本 量 , 并 选 s ( 秒 ) 为 其 单位 (基本 单位 ). 然 
而 ,c= 1 的 实质 是 以 光速 作为 速度 单位 ,所 以 可 认为 速度 了 也 是 几何 制 的 基本 量 ， 
光速 是 基本 单位 . 同 理 ，C = 1 暗示 引力 常量 G 也 是 几何 制 的 基本 量 . 所 以 也 可 
认为 几何 制 有 3 个 基本 量 ， 即 7, V 和 G， 事 实 上， 同一 单位 制 的 基本 量 的 个 数 
存在 灵活 性 ， 可 根据 具体 场合 的 需要 选择 . 设 4 为 任 一 量 ， 其 数值 在 国际 制 与 几 
何 制 中 分 别 为 4 和 A'’， 则 两 者 之 比 

X=A'/A (A-1) 

称 为 量 4 在 两 制 之 间 的 转换 因子 (conversion factor). x 之 所 以 不 等 于 1, 是 因为 T， 

L 和 M 的 单位 在 两 制 中 有 所 不 同 . 了 ,志和 4M 的 国际 制 单位 分 别 是 s, kg 和 m. 在 

几何 制 中 , 唯一 肯定 的 是 c=G=1, 至 于 了 ,元 , M 的 单位 , 则 尚 有 一 定 灵 活性 . 为 

便于 两 制 间 的 比较 ， 我们 约定 几何 制 中 的 时 间 单 位 也 为 s， 在 此 约定 下 便 可 由 

c=G=1 确定 LL 和 M 的 几何 制 单位 , 不 再 有 灵活 性 ( 见 选 读 A-1). 根据 量 纲 分 析 ， 
导出 单位 随 基本 单位 改变 而 改变 的 依从 关系 由 量 纲 式 给 出 : 

[A]=[TY {LY [MY. (A-2) 

在 只 关心 几何 制 与 国际 制 (或 高 斯 制 ) 之 间 的 转换 时 ， 时 间 单 位 在 两 制 中 相同 使 上 

式 的 [TJ 可 被 略 去 : 

[A]=[LY [MY. (A-3) 

量 纲 式 所 描述 的 是 导出 单位 随 基本 单位 的 改变 而 改变 的 依从 关系 .例如 ， 只 要 把 

上 式 中 的 [和 [M 分 别 看 作 基 本 量 L 和 M 的 单位 的 改变 倍数 , 则 [A] 代表 导出 量 4 

的 单位 的 相应 改变 倍数 . 在 这 种 理解 中 [4]，[ 如 和 [ 吕 都 代表 数 ， 式 (A-3) 要 理解 为 
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数 的 等 式 . 二 ，M 单位 的 改变 导致 速度 Y 和 引力 常量 G 的 单位 的 相应 改变 ， 依 从 
[V]=[Z), [G]=[LTIMT, (A-4) 
上 式 同 式 (A-3) 结 合 得 
[A]=[VY [GY™*. (A-5) 
设 从 国际 制 变 到 几何 制 时 工 ，M 单位 的 改变 倍数 分 别 为 [了 ，[M， 则 V，G 单位 
的 改变 倍数 为 式 (A-4) 的 [由 ,[G] ,而 4 单位 的 改变 倍数 则 为 式 (A-5) 的 [4] ,与 式 (A-1) 
对 比 可 知 x =[A]. 光速 和 真实 引力 常量 的 数值 在 国际 制 中 分 别 为 c 和 G, 在 几何 
制 中 丝 为 1， 故 [V]=1/c ，[G]=1/G ， 代 入 式 (A-5) 得 [4]=c 一 “G“， 因 此 
pA (A-6) 
式 (A-1) 和 (A-6) 表 明 ， 和 欲 由 4 在 几何 制 中 的 数值 4' 求 得 它 在 国际 制 中 的 数值 4， 
只 须知 道 量 4 关于 基本 量 工 和 M 的 量 纲 指数 4 和 A ， 而 这 很 易 推出 或 查 得 . 

例 1 试 由 施 瓦 西 半 径 在 几何 制 的 表达 式 * =2M' 求 它 在 国际 制 的 表达 式 . 

解 设 4 是 这 样 一 个 量 , 它 在 国际 制 中 的 数 定义 为 A=n/M ， 则 它 在 几何 制 
中 的 数 为 A'=n/M'=2. 由 [A4]=[ZL[IMJ 可 得 4=1, =-1， 由 式 (A-6) 又 得 
X=cG ,再 由 X=A'/A 便 得 4'=c*G 1A, 故 k/M =A=cGA'=2c3G ， 因 而 
施 瓦 西 半 径 的 国际 制 表达 式 为 =2GM /c*. [ 解 毕 ] 

例 2 求 观 者 4 速 Z” 在 几何 制 中 的 类 时 归 一 条 件 Z”2Z; = -1 的 国际 制 形 式 . 

解 2Z"Zs = 一 1 等 价 于 gi,(dx*/dr")(dx”/dt")=--1， 选 x*，x 为 长 度 坐 标 ， 
则 由 ds = gdx*dx" 知 [gjy]=1，[dx“/dr]=[T]![Z] ， 故 对 量 dx“*/dzt 有 4=1， 
WH=0. X= ， 

guv(dx* /dr )(dx" /dt’)=c™ g,,(dx* /dr)(dx" /d7) , 
因而 gj, (dx*/dr)(dx"/d7)=-c , 即 2°2Z, =-c”. [ 解 毕 ] 
- 例 3 10.2.2 小 节 用 到 光子 角 频 率 的 几何 制 表 达 式 w' = dr/d0 (OZ 是 光子 世界 
线 的 仿 射 参数 )， 求 其 国际 制 形式 . 

解 先 弄 清 的 量 纲 . 光子 的 4 波 矢 玉 "= (8/867". 由 K” =6'(0/01)? + 
可 知 [K"]=[k*] ，” 而 k* =k'(9/9x')* ， 其 中 kK 为 3 波 矢 分 量 ，[k"]=[LJ'， 因 而 
[K"]=[L] , 故 [B]=[L. 式 w'=di"/dP' 可 改写 为 0'dpB'1dr' =1. 令 A'=w'dp'/dr， 
则 [A]=[TJY[Z, 故 4=2, WW=0, X=cY, A'=c™A, 即 w'dB'/dt'=c?wdBldt， 


QD 矢量 的 量 纲 可 定义 为 它 作 用 于 无 量 纲 标量 场所 得 实数 ( 量 ) 的 量 纲 . 依次 推广 可 定义 对 偶 矢量 和 张 量 的 量 
纲 . 
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所 以 w=c?*dt/dp. [ 解 毕 ] 

在 广义 相对 论 中 经 常 出 现 张 量 gp，R,s。 ，Rw 和 RR 等 .在 涉及 单位 变换 时 就 
要 知道 它们 的 量 纲 ， 为 便于 变换 ， 先 证 明 如 下 结论 ( 量 纲 式 中 指标 可 以 不 平衡 ); 

(Dlgzs]=[IL, OVosl=[6,], G)[R 4]=1， (A-7) 
(DlRigca]=IL, HR]=1, (OO[R]=[L?. 

证 明 

(1) 因 ds = gjvdx*dx" 的 实质 是 gw = gy(dx*)s(dx"),, 故 [gap]=[ds*]=[LY 
(对 此 不 其 理解 的 读者 也 可 从 分 量 的 角度 来 考虑 ， 当 x* ，x'* 都 为 长 度 坐 标 时 ， 由 
dy = gjvdx*dx” 及 [ds”]=[L7 可 知 [8,,]=1. 再 由 gw =8ww(dx*)s(dx"), 便 知 
[8a6]=[ZL .应 该 注意 的 是 ， 与 [8o] 的 绝对 性 不 同 ，[g,,] 依 赖 于 所 涉及 的 坐标 
的 量 纲 .). 

(2) [Vaw, 1]=[0,%w,]=[(dx’ ), (dr ),00%,/0x*]=[(dx’), J[w,]=[w,]. 

(3) VV — VoV i, = Rope Og. 考虑 到 [YsVsw@.]=[w.] ， 便 有 [Roy]= 
[oj] ， 从 而 [Re ]=1. 

(4) [Ripea]=[gaRss.]=[L). 

(5) [RJ]=[g™ Ryea]=[LT [LY =1. 

(6) [R]=[g”R,.]=[L]. 

例 4 试 由 爱 因 斯 坦 方程 的 几何 制 形式 R', - R'g' /2=8n7T 求 出 其 国际 制 形 


国 


式 . 
解 ” 为 简单 起 见 ( 又 不 失 一 般 性 )， 以 理想 流体 为 例 ， 理想 流 体 的 能 动 张 量 为 
T=(P' +p) UU, + Pp'gop: 

由 于 相 加 项 量 纲 相同 ， 只 须 考虑 方程 R, = 8np'g' 如 何 变 换 . 因 [Rsp]=1， 故 
Rs = Rp. 又 因 [pgss]=[M]JLLT ITTY-[LY =[M][ZJI7T]” ， 故 对 量 pg 而 言 有 
4=J=1，X=C G ,因而 p'g', =c4Gpgw， 于 是 Rs =8rnc 了 Gpgss， 可见 爱 因 
斯 坦 方程 的 国际 制 形式 为 

je = Rg =8rGT ，/c . (A-8) 


[ 解 毕 ] 

以 上 只 讨论 了 力学 领域 的 单位 转换 问题 ,其 中 的 非 几 何 制 虽然 以 国际 制 为 例 ， 
但 对 高 斯 制 同样 适用 .然而 ， 当 涉及 电磁 领域 时 ， 就 要 补 上 第 4 个 基本 量 ， 国 际 
制 与 高 斯 制 的 区 别 就 显露 出 来 ， 国 际 制 的 第 4 个 基本 量 是 电流 7， 基 本 单位 是 安 
培 ; 高 斯 制 的 第 4 个 基本 量 是 介 电 常量 as ， 基 本 单位 是 真空 介 电 常量 6 (因而 数 
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50 =1)， 相 应 地 ， 涉 及 电磁 量 的 几何 制 公式 也 有 两 种 形式 ， 不 妨 称 之 为 “几何 国 
际 制 ” 和 “几何 高 斯 制 ” 形式. 除 基 本 要 求 c=G=1 外 , 几何 高 斯 制 还 要 求 5 =1， 
几何 国际 制 则 约定 电流 的 单位 为 安培 ， 为 同 国际 文献 接轨 ， 本 书 凡 涉及 电磁 量 的 
公式 都 采用 几何 高 斯 制 形式 .不 涉及 电磁 量 的 公式 在 两 种 几何 制 中 形式 相同 . 不 
难看 出 前 面 的 方法 对 从 几何 高 斯 制 到 高 斯 制 的 转换 以 及 从 几何 国际 制 到 国际 制 的 
转换 都 适用 . 例如 ， 读 者 不 难 将 RN 线 元 的 几何 高 斯 制 形式 
-1 
ds =— [ > 车 2 je 呈 二 人 十 所 dr +r" (dO +sin’0'dp"’) 
r r” 7 


r’ 


(A-9) 
转换 为 如 下 的 高 斯 制 形 式 : 
2 ON 
ds” =— | 一 和 十 c*dt” + 6 全 十 dr* +r (dO0’ +sin’bdp”). 
Cr cr cr cr 
(A-10) 


为 便于 参考 ， 我 们 把 本 书 中 涉及 电磁 量 的 部 分 公式 的 几何 国际 制 形式 列 在 下 
面 (去 掉 式 号 的 * 便 得 该 式 相 应 的 几何 高 斯 制 形 式 在 本 书 的 式 号 ): 
0 (6-6-10*) 


一 


V.E=p/ss, VxE=-0B/0t, VV-:B=0, VxB=/j+0E/0t. (6-6-12*) 
T, = 6 (FF 一 TMoPaP®) . (6-6-28*) 
Ty = (FR + Ko By), (6-6-28"*) 
Tio = (E? +B’) ， w, = T=s(ExB),， i=1,2,3， ”( 原 式 无 编号 ) 
2 2 NY 
ds” = 一 和 df” + 人 dr* +r’(d0’ +sin20 dg”), 
r 4néor r 4néor 
\ 记 
(8-4-26*) 


7 (dt)s 入 (dr)p 或 4 = 一 4 (dt) (8-4-27*) 
47rE07 4TE07 


式 (8-8-7) 中 所 有 1/27 改 为 2 ， 式 (8-8-8) 和 (8-8-9) 中 所 有 系数 2 改 为 8rso. 第 8 
章 习 题 10 的 -2nJ 改 为 -上 $80. 
[选读 A-1] 

本 选读 对 几何 制 做 进一步 的 介绍 ( 仍 只 限于 力学 领域 )， 问 : 几何 制 中 长 度 工 
-和 质量 M 的 单位 (作为 量 ) 是 多 大 ? 选择 T,，V，G 为 基本 量 对 回答 这 一 问题 带 来 方 
便 . L 和 MM 关于 这 3 个 基本 量 的 量 纲 式 为 


Fy = 一 


附录 A 几何 与 非 几 何 单位 制 的 转换 . 423 . 


[=[TIV], LE]I=IIITIGT . (A-11) 
以 Ll 和 上 分 别 代表 用 几何 制 和 国际 制 长 度 单位 测 同一 长 度 所 得 的 数 , 则 工 L = 
[. 注意 到 时 间 单 位 在 几何 制 和 非 几 何 制 中 相同 ,光速 在 几何 制 和 非 几 何 制 中 的 
数值 分 别 为 1 和 c=3x10”， 可知 [L]=1/c ， 于 是 上 式 给 出 Lm=cL nn， 可 见 


几何 制 长 度 单 位 = cX 国际 制 长 度 单位 =3X10 m. (A-12) 
类 似 地 ， 由 式 (A-11) 第 二 式 及 [G]=1/G (其 中 数 G=6.67x10 ) 得 
几何 制 质量 单位 = 全 x 国际 制 质量 单位 =_3*10) xkg -4x1025kg 。 (A-13) 
G 6.67x1071 


反之 ， 当 问题 不 涉及 了 和 6@G 的 单位 改变 时 ， 把 几何 制 看 作 只 有 一 个 基本 量 了 了 
又 有 许多 好 处 . 这 时 可 把 时 间 、 长 度 和 质量 这 三 类 原本 不 同 的 量 看 作 同一 类 量 ， 
认同 的 “ 铀 匙 ”是 把 18，3xl10 m 和 4x10 kg 这 三 个 量 视 为 相等 ， 即 
ls=3x10;m=4x10”keg, (A-14) 
从 而 使 所 有 量 要 么 没有 单位 ， 要 么 以 s [或 $ 的 “办 函 数 ”( 其 实 是 量 )] 为 单位 ， 例 
如 ， 〇 DD 地球 相 对 于 银河 系 中 心 的 速率 v=10”， 这 一 数值 (之 1) 强 烈 表 明 地 球速 率 
之 低 ， 使 得 地 球 观 者 对 宇宙 的 观测 结果 可 被 看 作 银 河 系 中 心 的 (假想 ) 观 者 的 观测 
结果 . @ 地 日 距离 在 几何 制 中 约 为 480s， 直 观 地 表明 光 从 太阳 到 地 球 要 走 
8min，@@ 地 球 的 半径 和 质量 在 几何 制 中 分 别 为 Rs 2x10*s 和 Me =1.5xl0- s ， 
M。 << Rs。 表明 地 球 表 面 的 引力 场 弱 到 使 牛顿 理论 在 绝 大 多 数 情况 下 很 好 地 成 
[选读 A-1 完 ] 
几何 单位 制 对 广义 相对 论 十 分 方便 . 不 涉及 引力 的 量子 理论 则 经 常 使 用 目 然 
单位 制 (system of natural units)， 其 中 c = 方 =1. 往往 还 根据 涉及 的 领域 而 把 第 3 个 
物理 常数 设 为 1， 例 如 在 经 常 涉及 热力 学 时 选 上 ( 玻 尔 效 曼 常数 ) 为 1， 在 经 常 涉及 
原子 物理 时 选 m, (电子 质量 相应 的 数 ) 为 1， 在 经 常 涉及 核 物 理 时 选 mp 或 mu( 质 子 
或 中 子 质 量 相应 的 数 ) 为 1, 在 涉及 引力 时 (如 量子 引力 理论 ) 选 C=1. C=c= 户 =1 
的 单位 制 又 称 普 朗 克 单 位 制 .下面 讨论 普 朗 克制 与 国际 制 之 间 的 转换 ， 与 几何 制 
相 比 ， 普 朗 克 制 在 G=c=1 之 外 又 加 上 万 =1 的 限制 ,使 得 时 间 ( 因 而 所 有 量 ) 的 单 
位 不 再 有 任 选 的 自由 ， 因 此 要 从 式 (A-2)[ 而 不 是 (A-3)] 出 发 ， 并 把 式 (A-4) 改 为 
[V]=[7T [2), [G]=[T]” MT [LY . (A-15) 
式 (A-2) 和 (A-15) 结 合 得 
[A]=[VY [GJ [TY . (A-16) 
不 难 证 明 由 光速 、 引 力 常 量 和 约 化 普 朗 克 常 量 构成 的 有 时 间 量 纲 的 “唯一 ” 量 是 
普 朗 克 时 间 如 ， 它 在 国际 制 的 数值 为 让 = (Gpi/c )” ~10”…(G) ， 其 中 c，G 和 方 分 
别 是 光速 、 引 力 常量 和 约 化 普 朗 克 常 量 的 国际 制 数值 ， 这 3 个 量 在 普 明 克制 中 的 
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数值 乡 为 1， 故 [V]=1/c ，[G]=1/G ，[T]=1/tp. 设 过 是 量 4 在 国际 制 和 普 朗 
克制 间 的 转换 因子 ， 则 由 式 (A-16) 得 
元 = EG = Cc-4-3G (Gh /cs) tutr)/2 (A-17) 

例 5 光子 能 量 E 与 频率 v 的 关系 在 普 朗 克制 的 形式 为 E' =2nv' ， 求 其 国际 
制 形式 . 

解 设 4=E/v, 则 [A]=[E]I[vJT = MI 故 z=-1,，J=1，4=2， 
代入 式 (A-17) 得 

Y=c™G(Gh/c) =. 

因而 A'=%A= 扩 "A ， 即 E'/v'= 扩 1IE/v .于 是 由 Ev'=2n 得 EI/v=2nh， 或 
E= 2nhyv. [ 解 毕 ] 

例 6 由 光速 、 引 力 常 量 和 约 化 普 朗 克 常 量 构 成 的 有 质量 量 纲 的 “唯一 ” 量 
是 普 表 元 质量 mp ， 它 在 普 朗 克制 的 数值 为 mp =1， 求 它 在 国际 制 的 数值 mp. 

解 ” 由 [mp]=[M] 知 r=4=0，J=1， 代入 (A-17) 得 儿 =c™G (Ghe) 
=(hhc/G)”“, 故 ms = Xmp = (hc1G) mp ,于 是 由 ms =1 便 得 mo = (hc1G) .以 
国际 制 数 值 =10“，c=3x10”，G=6.67x10 中 代入 得 mp = 2.1x10 习 kg . [ 解 毕 ] 
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1. 质点 的 能 量 、 质 量 和 动量 关系 的 几何 制 形式 为 E? = 办” + p”?， 求 其 国际 制 形式 . 

2.， 试 由 流体 静 力 学 方程 的 几何 制 表达 式 dp'/ dr = -px /六 求 其 国际 制 表达 式 . 

3.， 非 相对 论 流体 动力 学 的 欧 拉 方 程 的 几何 制 形式 为 -Vp'= p' [932/9t'+(ii'.V)z'] ， 求 其 国 
际 制 形 式 . 

4， 试 证 几何 制 公式 w” =7y(Z2 +w*) [ 式 (6-3-30] 和 ww' = -KZ [ 式 (6-6-42)] 在 国际 制 中 有 
相同 形式 . 

5， 某 些 文献 [如 Sachs and Wu (1977)] 的 几何 制 用 c =1= 8rG 定义 (时 间 单位 仍 为 9)， 求 长 
度 和 质量 在 该 制 中 的 单位 ( 解 此 题 时 宜 将 引力 常量 看 作 几 何 制 的 基本 量 之 一 )， 

6， 由 光速 、 引 力 常 量 和 约 化 普 朗 克 常 量 构成 的 有 长 度量 纲 的 “唯一 ” 量 是 普 朗 克 长 度 态 ， 
它 在 普 朗 克制 的 数值 为 fp =1 ， 求 它 在 国际 制 的 数值 fi. 


惯例 与 符号 


关于 惯例 的 说 阴 


(1) 本 书 从 $2.6 开始 采用 抽象 指标 记号 代表 张 量 ， 例 如 ，w* 代 表 矢 量 ， 其 中 
拉丁 字母 4 与 常用 记号 亏 中 的 -的 作用 类 似 , 称 为 抽象 指标 . 不 要 把 凤 理解 为 矢 
量 2 的 第 a 个 分 量 . 涉及 分 量 时 以 希腊 字母 作为 指标 ( 称 为 具体 指标 )， 例 如 帮 代 
表 矢 量 v* 的 第 4 个 分 量 ， 只 有 一 种 情况 例外 : 4 维 时 空中 一 个 矢量 妈 有 3 个 空间 
分 量 , 我 们 沿用 多 数 文 献 的 惯例 ,以 v' (其 中 i=1,2,3) 代 表 w 的 第 i 个 分 量 . 这 虽 
然 违 反 了 “拉丁 字母 代表 抽象 指标 ”的 约定 ， 但 会 带 来 许多 方便 ， 为 了 不 与 抽象 
指标 a,b, c, dg,e,… 相 混淆 , 我 们 只 用 拉丁 字母 中 从 i 起 的 若干 字母 (常用 的 是 i, j， 
刀 作 为 空间 分 量 的 编号 ， 实 践 表 明 通 常 不 会 产生 混淆 .关于 指标 问题 ， 详 见 82.6. 

(2) 本 书 对 4 维 时 空 的 度 规 采 用 - + + + 的 号 差 惯例 . 

(3) 不 同文 献 对 黎 曼 张 量 R 4 和 里 奇 张 量 Ras 有 不 同 的 定义 惯例 ， 本 书 采用 
的 惯例 与 Wald (1984) 一 致 . 


符号 一 览 表 

{ | 集合 .首次 出 现 于 $1.1. 例 : X={1，4，5.6} 代 表 由 实数 1，4 及 5.6 构 
成 的 集合 . 

及 全 体 实数 的 集合 .首次 出 现 于 81.1. 

N 全 体 自 然 数 的 集合 ， 首 次 出 现 于 8§1.3. 

S” n 维 球 面 . 

Vx 对 任 一 x. 首次 出 现 于 $1.1. 

3 存在 .首次 出 现 于 $1.1. 

E 属于 . 首次 出 现 于 $1.1. 例 : xseX 代表“x 属于 集 X”， 即 x 是 集 X 
的 元 素 . 

¢ 不 属于 . 首次 出 现 于 $1.1. 

S 售 于 . 首次 出 现 于 $1.1. 例 : AcXX 代 表 “A 含 于 集 X”，,， 即 4 是 集 X 
的 子 集 . 

U 并 ( 见 81.1 定义 2). 

站 交 ( 见 $1.1 定义 2). 


集合 之 差 . 例 : A 一 8B 代表 集合 4 与 B 的 差 集 ( 见 $1.1 定义 2). 
-A 4 的 补 集 ( 见 $1.1 定义 2). 


上 
[Be 
O\ 
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空 集 ， 首 次 出 现 于 8§1.1. 

定义 为 . 首次 出 现 于 81.1. 

恒 等 或 代表 . 首次 出 现 于 $1.1. 例 : A= BUC 意 为 “以 4 代表 BUC ”. 
近似 等 于 . 

蕴含 (可 推出 )， 例 : 命题 4 之 命题 B 代表 由 命题 4 可 推出 命题 B 
等 价 . 

卡 氏 积 ( 见 $1.1 定义 3). 

( 置 于 行 末 ， 表 示 证 明 完 毕 或 略 去 证 明 .) 

以 n 个 有 序 实 数 (x ,…, x”) 为 元 素 的 集合 ， 即 RR” = 及 x…x 展 ( 共 n 个 
R). 

© 张 量 积 ( 见 $2.4 定义 2). 

: 一 映射 . 首次 出 现 于 $1.1. 例 : f : X 一 了 代表 “由 集 X 到 集 了 的 映射 ” 
J[4] 设 f:X 一 7Y, AcX， 则 A 在 f 作 用 下 的 像 记 作 f[A]， 以 区 别 于 


i | 


园 口 XO JU 


xeXX 在 f 下 的 像 f(x)， 

区 映射 的 像 ， 例 ; 设 厂 : X _》y7, zeX, yey， 则 zhy y 代 表 “x 的 像 是 

.复合 映射 首次 出 现 于 $1.1， 例 :Gow 代表 映射 y 和 的 复合 映射 ( 先 
必 后 从 ). 


(X,7) a X 为 底 集 、2 为 拓扑 的 拓扑 空间 ( 见 $1.2 定义 2 及 其 后 的 一 段 ). 
和 常 拓扑 ( 见 $1.2 例 3). 


C’ r a 滑 数 存在 并 连续 . 
C 光滑 ( 即 任意 阶 导 孔 数 存在 ). 
A 集 4 的 闭 包 ( 见 $1.2 定义 8). 


i(A) 集 4 的 内 部 ( 见 $1.2 定义 9). 
A 或 94 集 4 的 边界 ( 见 $1.2 定义 10). 
了 空间 豪 斯 多 夫 空 间 ( 见 $1.3 定义 3). 


dimV V 的 维 数 . 

7 矢量 空间 V 的 对 偶 空 间 ， 首次 出 现 于 $2.3. 

V， 流 形 中 一 点 p 的 切 空间 ， 首 次 出 现 于 $2.2. 

有 矢量 空间 V, 的 对 偶 空间 . 

E 3 维 ( 空 间 ) 矢 量 (字母 上 加 箭头 而 不 用 粗 体 ， 粗 体 男 有 用 处 ， 见 后 面 的 
@ .). 


eu 或 (ey) 所 选 基底 {(e,)"} 中 的 第 个 基 矢 . 
e* 或 (e*)。 基底 {(e,)*} 的 第 4 个 对 侦 基 矢 . 


惯例 与 符号 * 427. 


0/0x“ 或 (0/0x”) 第 4 个 坐标 基 矢 .首次 出 现 于 8$2.2 例 2. 

dx* 或 (dx*)。 第 4 个 对 偶 坐 标 基 矢 .首次 出 现 于 式 (2-3-8) 后 . 

和 w(Kk,1) ”矢量 空间 V 上 全 体 (k,7) 型 张 量 的 集合 ， 首 次 出 现 于 $2.4 例 1 后 . 

2 或 9 流 形 M 上 全 体 光滑 函数 的 集合 ( 见 $2.1 定义 5). 

NN (k, 有 流 形 M 上 全 体 光 滑 (k,7) 型 张 量 场 的 集合 ， 首 次 出 现 于 83.1 定义 1. 

A 矩阵 4 的 转 置 矩阵 . 

[u,v] 量 场 u 和 vw 的 对 易 子 ( 见 82.2 定义 10). 

C 缩 并 . 例 : 设 Te 扫 (2,2), 则 C2T 代表 了 的 第 一 上 指标 与 第 二 下 指标 
的 缩 并 .首次 出 现 于 $2.4 注 2， 用 抽象 指标 表示 则 为 CT =T。. 

6 或 6,。 欧 氏 度 规 ( 见 82.5 定义 8). 

1 或 7 ，” 闵 氏 度 规 ( 见 82.5 定义 10). 

95 恒 等 映射 ， 首 次 出 现 于 式 (2-6-4) 所 在 段 . 

g(u,v) ” 度 规 张 量 8 作用 于 矢量 uw 和 vw 的 结果 . 首次 出 现 于 $2.5 定义 1. 与 
gu"v" 同 义 . 

1 对 指标 a4，b,，c 做 全 对 称 化 处 理 [ 定 义 见 式 (2-6-13)]. 

Tapc] 对 指标 a，b，c 做 全 反 称 化 处 理 [ 定 义 见 式 (2-6-14)]. 

y; 导数 算 符 ( 见 $3.1 定义 1). 

0。 某 坐 标 系 的 普通 导数 算 符 [ 定 义 见 式 (3-1-9)]. 在 狭义 相对 论 中 又 专 指 惯 
性 坐标 系 的 普通 导数 算 符 ,满足 0.7。 = 0. 

三 所 导数 算 符 在 某 坐 标 系 的 克 氏 符 ( 见 83.1 定义 2). 

i 克 氏 符 Tj 在 所 在 坐标 系 的 分 量 ， 也 简称 克 氏 符 . 

exp 指数 映射 (定义 见 选读 3-3-1). 

从 映射 bg 诱导 的 拉 回 映射 ( 见 $4.1 定义 1 和 3). 

办 映射 人 少 诱 导 的 推 前 映射 ( 见 84.1 定义 2 和 4). 

wT 张 量 场 T ….. 沿 矢量 场 w* 的 李 导 数 ( 见 $4.2 定义 1). 

@ 微分 形式 ( 场 ) (用 粗 体 以 省 略 下 标 )， 例 如 ，2 是 体 元 (z 形 式 场 )s 
的 粗 体 简写 . 

@ @ 的 对 侦 微 分 形式 ( 见 $5.6 定义 1). 

4(1) 矢量 空间 V 上 全 体 /! 形式 的 集合 . 首次 出 现 于 定理 5-1-2 后 . 

Ay (0) 流 形 M 上 全 体 /1 形式 场 的 集合 。 首 次 出 现 于 $5.1 定义 3 前 一 行 . 

A,(D) Pp 点 的 ( 即 V, 上 的 ) 全 体 1 形式 的 集合 ， 首 次 出 现 于 $5.6 开头 . 

d 外 微分 算 符 ( 见 $5.1 定义 3)， 例 : do 代表 微分 形式 场 @ 的 外 微分 . 


棉 形 积 ( 见 §5.1 定义 2). 


微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


联络 1 形式 ， 也 记 作 w,"。， 首 次 出 现 于 式 (5-7-4). 

曲率 2 形式 ， 也 记 作 Rw* ， 首 次 出 现 于 式 (5-7-7) 

参考 系 ， 首 次 出 现 于 6.1.1 小 节 ， 

沿 曲线 G(z) 的 协 变 导 数 ， 例 ， 了 与 7*Vpv" 同 义 [7* 代 表 G(r) 的 切 
所] 

党 曲线 G(7) 的 费 米 导数 ( 见 $7.3 定义 1). 

取 实 部 


取 虚 部 . 
类 光标 架 中 的 第 4 个 基 天 ， 首 次 出 现 于 8$8.7. 
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爱 因 斯 坦 等 效 原理 (EEP) 7.5. 
爱 因 斯 坦 电 梯 7.5，7.6. 
爱 因 斯 坦 ( 场 ) 方 程 7.7，10.2. 
线性 ~ 7.8. 
有 源 ~ 7.7，8.4，8.10.1，9.3.1. 
真空 ~ 7.7，8.10.1，9.4.3 末 . 
爱 因 斯 坦 静 态 宇 宙 。10.2.4. 


爱 因 斯 坦 -麦克 斯 韦 方程 8.4.2，8.8.2. 


爱 因 斯 坦 时 空 8 章 习题 . 

爱 因 斯 坦 张 量 3.4.1,7.7，10.2.3. 
线性 ~ 7.8. 

暗 能 量 10.5. 

暗物质 10.3.1 未 ，10.3.2，10.3.3 未 . 


B 


白矮星 9.3.2. 
白 洞 9.4.3. 
半径 8.3.1. 

视界 固有 ~ 10.4.1. 

施 瓦 西 ~ 9.4 初 ， 附 录 A. 
半 平 面 对 称 8.6. 
暴涨 10.4.3，10.5. 
被 动 观 点 ( 提 法 ,语言 ) 4.1，8.10.2. 
本 动 速 度 10.3.1 之 6. 
比 安 基 恒等式 3.4，7.7，8.7 未 . 
闭 包 1.2. 
闭 的 微分 形式 场 5.1，6.6.5. 
闭 集 1.2. 


5| 


边界 1.2，S$.3，5.5. 

标 架 $5.7，6.3 末 ，7.3，8.7，8.8， 
选读 8-9-1，9.1 未 . 

标量 场 2.1 未 ，2.2.1，8.4.1 未 ，10.4.3. 

标量 曲率 3.4，7.7，8.7. 

标准 模型 10.1.1，10.2.3，10.3，10.4. 

标准 钟 6.1.1，6.1.4，10.1.3. 

并 集 1.1. 

波 阵 面 6.6.5， 选 读 7-9-1. 

伯 克 霍 夫 (Birkhoff) 定 理 8.3.3，8.4.2 未 ， 

8.6，9.4.3 未 ，9.4.5. 

补 集 1.1. 

不 变量 6.3. 

不 可 延 积分 曲线 选读 2-2-3 末 . 

不 完备 测 地 线 9.4.1，9.4.3，10.2.3. 

不 完备 矢量 场 ( 见 完 备 矢 量 场 ) 


C 


参考 系 6.1.1. 
” 测 地 ~ 7.6， 选 读 7-9-1. 
各 向 同性 ~ 
6.5，10.1.1，10.1.2，10.3.1 之 6 
惯性 ~ 6.1.3, 6.1.5. 
静 ( 稳 ) 态 ~ 8.1. 
参数 2.2.1，2.2.2，10.4.3. 
参数 表达 式 (方程 ) 2.2.1. 
参数 化 2.2.1，2.5. 
测 地 偏离 方程 7.6，7.7 初 ， 选 读 7.9.1. 
测 地 线 3.3， 选 读 6-1-1，9.1. 
差 集 1.1. 
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常 曲 率 空间 10.1.2. 单 参 微分 同 胚 局 部 群 选读 2-2-4. 
常 值 映射 1.1. 当时 当地 观测 ”6.3，9.1 中 后 ， 
超 光 速 6.1.2 未 ，10.2.1 未 . 选读 9-3-1. 
超 曲 面 4.4. 气 关 卡 10.3.1 之 5. 

类 光 ~ 4.4，6.1.6，6.6.5， 选 读 7-9-1，9.4. 导数 算 符 3.1. 

类 空 ~ ~ 的 非 对 易 性 3.4.1，3.5，7.2 偏 后 . 

4.4, 6.1.4, 6.1.6, 8.1, 8.3.1, 9.4, 10.1.1. 普通 ~ 3.1. 

类 时 ~ 4.4. 无 挠 ~ 3.1. 
超 曲 面 正 交 8.1，8.3.1，9.4.4. 协 变 ~ 3.1. 
超新星 选读 7-9-1 前 ，9.3.2 未 ，10.3.3 未 ， 有 挠 ~ 3.1，3 章 习 题 . 
10.5. 与 度 规 适 配 的 ~ 3.2.2. 
超星 系 团 10.1.1 初 ，10.3.1 之 7. 到 上 映射 1.1. 
潮汐 加 速度 7.6，7.8.2 末 ， 选 读 7-9-1. 等 度 规 群 8.2. 
潮汐 力 (效应 ) 7.6， 选 读 8-3-1，9.4.6 偏 后 . 等 度 规 映射 4.3，4 章 习 题 ，8.1，8.2. 
车 库 伴 请 6.2.4. 等 效 原理 7.5. 
尘埃 6.5, 选读 6-6-1 后 ,选读 8-10-1 后 , 选 笛 卡 儿 坐 标 系 2.5. 
读 8-10-2，10.2.3. 电场 6.6.1 初 ，8.4.1，8.4.2. 
尘埃 宇宙 10.2.3. 电磁 波 6.6.5，7.2，7.9，8.3.3. 
乘积 拓扑 1.2. 电磁 场 
尺度 因子 10.1.3，10.2.3，10.4.3. 非 类 光 ~ 8.4.1，8.4.2，8.6，8.8.2. 
“ 尺 缩 ” 效 应 6.2.1，6.2.4，6.6.1. 类 光 ~ 8.4.1，8.6，8.8.1，8.8.2. 
重 参数 化 2.2.1. 电磁 场 张 量 6.6.1，6.6.2，6.6.3，6.6.4，7.2. 
抽象 指标 2.6. 在 NP 形式 中 的 表述 8.8.1，8.8.2. 
初始 设 定 6.1.4. 电磁 4 势 6.6.5，7.2，7.9 初 . 
纯 辐 射 场 8.9.1，8.9.3. ~ 的 规范 自由 性 6.6.5，7.8.1，7.9 初 . 
磁 单 极 ( 子 ) 10.4.3. ~ 的 运动 方程 6.6.5，7.2. 
磁场 6.6.1 初 ，8.4.1，8.4.2. ” ~ 与 电磁 场 的 关系 6.6.5. 

RN 解 的 ~ 8.4.2. 
. 电磁 真空 8.4.1，8.4.2，8.8.2. 

大 爆炸 10.2.3，10.3.1 之 1、6. 电荷 密度 6.6.1. 
大 挤 压 10.3.2 初 . 电子 简 并 压 9.3.2. 
市 边 流 形 5.3. 定向 5.2，5.3. 
单 参 测 地 线 族 7.6. 动力 学 暗 能 量 10.5. 
单 参 等 度 规 群 4.3. 动量 密度 6.4，6.6.4，6 章 习 题 . 


单 参 微分 同 胚 群 2.2.2，4.2，4.3. 动量 流 密 度 选读 6-4-1，8.9.3. 
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度 规 2.5. 
不 定 ~ 2.5. 
负 定 ~ 2.5. 
洛 伦 效 ~ 2.5. 
退化 “~” 4.4 未 ， 选 读 6-1-1 末 . 
诱导 ~ 4.4，5.5. 
正定 ~ 2.5. 
对 称 张 量 2.5 初 ，2.6 未. 
对 偶 基 底 2.3. 
对 偶 空 间 2.3. 
对 偶 矢 量 2.3. 
对 偶 微 分 形式 5.6，6.6.1， 选 读 7-2-1，7.3. 
对 偶 转 动 8 章 习 题 . 
对 偶 坐 标 基 底 2.3. 
对 易 关 系 8.7 末 . 
对 易 子 2.2.2，3.1 末 ，4.2，7.6. 
多 层 球 选读 9-3-3 中 . 
多 普 勒 效应 ”6.6.6，10.2.1 初 . 


F 


法 邻 域 选读 3-3-1. 

法 矢 4.4，6.6.5， 选 读 7-9-1. 
法 余 矢 4.4，6.6.5， 选 读 7-9-1. 
法 坐标 ( 见 高 斯 或 黎 曼 法 坐标 ) 
反 称 张 量 2.6 末 ，5.1. 

仿 射 参数 3.3. 

费 米 动量 选读 9-3-3. 

费 米 能 9.3.2. 

费 米 -沃克 导数 7.3. 

费 米 -沃克 移动 ( 费 移 ) 7.3. 

非 退 化 2.5，2.6. 

非 重 子 暗物质 10.3.2. 

封闭 宇宙 10.1.2 末 ，10.3.2. 
辐射 6.5，8.9，10.2.3. 
辐射 规范 7.9 初 . 


辐射 宇宙 10.2.3. 
复合 映射 1.1. 


G 


伽利略 坐标 “选读 6-1-1. 
刚性 标 架 5.7，8.7 初 . 
高 斯 (Gauss) 定 理 5.5， 选 读 6-4-2. 
高 斯 法 坐标 选读 8-10-1. 
各 向 同性 参考 系 
6.5，10.1.1，10.1.2，10.3.1 之 6. 
各 回 同 性 观 者 ( 见 观 者 ) 
各 回 同性 性 
6.5, 10.1.1, 10.1.2, 10.4.2，10.4.3. 
各 回 同性 坐标 系 8.10.1. 
共 动 参考 系 6.5. 
共 动 观 者 6.5. 
共 动 坐标 ( 系 ) 10.1.3，10.2.3. 
共 斩 点 (对 ) 3.3， 选 读 7-6-3， 选 读 8-3-2. 
共 形 联系 10.4.1. 
共 形 平 直 10.4.1，10 章 习题 . 
固有 距离 8.3.2. 
固有 时 6.1.1，6.1.4. 
固有 数 密度 6.6.1. 
固有 坐标 系 7.4. 
观 者 6.1.1. 
各 向 同性 ~ 10.1.2，10.1.3，10.2. 
共 动 ~ 6.5. 
惯性 ~ 6.1.3. 
瞬时 ~ 6.3. 
瞬时 旋 止 ~ 6.3. 
瞬时 静止 惯性 ~ 7.4，8.9.3. 
稳 ( 静 ) 态 ~ 8.1. 
无 自转 ~ 7.3，7.4，7.5. 
惯性 参考 系 6.1.3. 
惯性 力 7.4，7.5. 


惯性 质量 7.1. 
惯性 坐标 时 6.1.4. 
惯性 坐标 系 6.1.2，6.1.3. 
光度 密度 10.3.2. 
光滑 2.1，2.2，2.3，2.4. 
光子 6.1.1, 6.1.2, 6.6.5. 
背景 ~ 10.3.1 之 6，10.3.2. 
~ 动量 6.6.5. 
~ 火箭 8.9.3. 
~ 能 量 6.6.5. 
~ 气 6.5. 
~ 退 耦 10.3.1 之 6. 
广义 黎 曼 空间 2.5. 
广义 协 变性 (原理 ) 7.2. 
规范 自由 性 (规范 变换 ) 
电磁 4 势 的 ~ 6.6.5，7.8.1，7.9 初 ，8.4.2. 
广义 相对 论 的 ~ 8.10.2. 
线性 引力 论 的 ~ 7.8.1，7.9 初 . 
转动 角速度 的 ~ 
7.3 注 4、5， 选 读 7-1-3. 
轨道 2.2，8.2. 
轨道 球面 8.2，9.1. 


哈 勃 参数 10.2.1. 
哈 动 常数 10.2.1. 
哈 勃 定律 10.2.1. 
哈 勃 长 度 10.4.2. 
晴 数 的 积分 5.5. 
恒 等 映 射 2.1. 

罕 斯 多 夫 空 间 1.3. 
号 差 2.5. 

黑洞 9.4. 

黑体 辐射 (定律 ， 曲 线 ， 谱 ) 6.5，10.3.1 之 6. 
红 巨 星 9.3.2. 
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红 ( 蓝 ) 移 
多 普 勒 ~ 6.6.6， 选 读 9-4-3 ，10.2.1， 
10.2.2. 
引力 ~ 9.2.1， 选 读 9-4-3. 
宇宙 学 ~ 10.2.2. 
红 移 因子 9.2.1. 
弧 连 通 5.2 脚注 . 


J 


迹 2.4，3.4，8.4.1，8 章 习 题 . 
积分 曲线 2.2，6.6.5. 
基底 

对 偶 ~ 2.3，2.4. 

对 偶 坐 标 ~ 2.3. 

正 交 归 一 ~ 2.5. 

坐标 ~ 2.2.1. 
几何 单位 制 附录 A. 
几何 光学 近似 6.6.5，7.2，9.2.1，10.2.2. 
嘉 当 第 二 结构 方程 5.7，8.7. 
嘉 当 第 一 结构 方程 5.7. 
假 真空 10.4.3. 
简 并 电子 气 9.3.2. 
简 并 压 9.3.2. 
减速 参量 10.3.3. 
交集 1.1. 
角 动 量 9.1. 
角 频 率 6.6.5，7.2，7.9， 选 读 7-9-1， 

9.2.1，10.2.2. 
角速度 2 形式 7.3. 
校准 曲线 6.1.5. 
结构 形成 
10.3.1 之 7，10.3.2 未 ，10.3.3 未 . 

结合 能 10.3.1 之 5. 
紧 致 性 1.3. 
近日 点 进 动 9.2.2. 
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静 能 6.3. 

静态 参考 系 ( 观 者 、 时 空 ) 8.1. 
静 质 量 6.3，6.4 初 . 
局 部 惯性 系 7.5， 选 读 7-2-1. 
局 部 洛 伦 效 系 7.5. 

局 部 唯一 选读 2-2-3 ，3.3. 
具体 指标 2.6. 


距离 1.1，8.2，8.3.2，8.9.3，10.1.3，10.2.3. 


聚 点 1.3 偏 后 . 

绝对 时 间 ”6.1.6，6 章 习 题 . 
绝对 同时 面 6.1.6，10.1.1 末 . 
均匀 面 10.1.2. 

均匀 性 疑难 10.4.2. 


卡 氏 积 1.1. 

开放 宇宙 10.1.2 末 . 

开 覆 盖 1.2 未 ，2.1 初 . 

开 ( 子 ) 集 1.2. 

开 球 1.2. 

开 圆 1.2. 

科 氏 力 7.4. 

可 定向 流 形 5.2. 

可 观测 宇宙 10.4. 

克 氏 符 3.1，3.2.2，3.4.2，5$.7 初 ，7.5. 
~ 的 等 价 定义 3 章 习 题 ，5.7 初 . 
静态 球 对 称 线 元 的 ~ 式 (8-3-4). 
施 瓦 西 线 元 的 ~ 式 (8-3-20). 

RW 线 元 的 ~ 10.2.2. 
Vaidya 线 元 的 ~ 式 (8-9-9). 

空 集 1.1. 

空间 距离 8.3.2，8.9.3，8 章 习 题 . 

空间 均匀 性 10.1.2. 


空间 矢量 6.3，7.3，7.4，7.6， 选 读 8-3-1. 


空间 转动 (角速度 ) 7.3，7.4. 


拉 回 映射 4.1. 

类 光标 架 8.7，8.8， 选 读 8-9-1. 

类 光 超 曲面 ( 见 超 曲面 ) 

类 光电 磁场 ( 见 电磁 场 ) 

类 光 曲 线 2.5. 

类 光 矢 量 2.5，8.7，8.8. 

类 空 超 曲面 ( 见 超 曲 面 ) 

类 空 曲 线 2.5. 

类 空 矢 量 2.5. 

类 时 超 曲面 4.4. 

类 时 曲线 2.5. 

类 时 矢量 2.5. 

离散 拓扑 1.2. 

黎 受 法 坐标 选读 3-3-1. 

黎 受 空间 2.5. 

黎 曼 (曲率 ) 张 量 3.4，5.7. 
施 瓦 西 度 规 的 ~ 式 (8-3-21). 
线性 ~ 7.8.1. 

李 导 数 4.2. 

里 奇 平 直 7 章 习 题 . 

里 奇 旋转 系数 5.7，8.7. 

里 奇 张 量 3.4，8.7. 
~ 在 类 光标 架 的 分 量 8.7. 
~ 的 一 阶 近似 (线性 ~) 7.8.1. 

理想 流体 

6.5, 9.3.1, 10.2, 10.3.3，10.4.3，10.5. 


粒子 视界 10.4.1，10 章 习题 . 


连通 流 形 5.2 脚注 . 

连通 拓扑 空间 ”1.2，5.2 脚注 . 
连续 映射 1.1 末 ，1.2. 
连续 性 方程 6.4，6.5. 

联络 3.2.1，3.2.3，5.7. 
联络 1 形式 5.7，8.7. 


联络 系数 5.7 初 . 

量 的 等 式 附录 A. 

量子 引力 论 10.3.1 之 1. 

邻 域 1.2. 

临界 密度 选读 9-3-3 ，10.3.2. 
流体 静 力 学 平衡 9.3.1. 

流 形 2.1. 

流 形 上 的 积分 5.2. 

挛 子 效应 ( 伴 廖 ) 6.2.3. 
洛 伦 效 变换 4.3，6.1. 
洛 伦 效 度 规 2.5. 

洛 伦 兹 规范 条 件 (线性 引力 ) 7.8.1，7.9 初 . 
党 伦 兹 力 (4 维 ) 6.6.3，6 章 习 题 . 
洛 伦 效 协 变性 6.3 初 ，7.1. 

洛 伦 效 坐标 系 2.5，4.3 末 ，74-5. 


M 


麦 氏 方程 6.6.2，8.4. 
NP 形式 中 的 ~ 
8.8.1( 无 源 )，8 章 习题 (有 源 ). 
密度 涨 落 10.3.1 之 7，10.4.2 未 . 
满 射 1.1. 
秒 差距 10.2.3 未 . 
闵 氏 度 规 ( 空 间 ， 时 空 ) 2.5，6.1.2. 


N 


内 豪 曲 率 3.4.1，3.5. 

内 部 1.2. 

挠 率 张 量 3 章 习 题 . 

能 动 张 量 6.4，6.5，6.6.4，10.3.3. 
电磁 场 的 ~ 6.6.4，6 章 习题 . 
理想 流体 的 ~ 6.5. 
宇宙 物质 场 的 ~ 10.2.3. 
宇宙 常数 对 应 的 ~ 10.3.3，10.5. 
真空 的 ~ 10.3.3，10.5. 
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能 量 密度 

6.4，6.5，6.6.4，6 章 习 题 ，7.7， 选 读 9-3- 
1，10.3.1 之 6，10.3.2，10.4.3. 

能 量 守 恒 6.3，6.4. 

能 流 密度 6.5，6.6.4，8.9.3. 

逆 变 矢量 (指标 ) 2.6 偏 后 . 

逆 像 1.1. 

凝聚 拓扑 1.2. 

牛顿 极限 7.8.2. 

牛顿 引力 论 的 4 维 表述 选读 6-1-1. 


O 


欧 拉 方程 6.5. 

欧 氏 度 规 (空间 ) 2.6. 

欧 氏 群 8.6. 

偶 极 矩 各 向 异性 10.3.1 之 6. 


了 


偏振 矢 ( 张 ) 量 6.6.5，7.9 偏 前 . 
平均 质 光 比 10.3.2. 

平面 对 称 8.6. 

平行 (矢量 之 间 ) 2.2.1. 

平移 2.2.2，3.2.1，3.2.3，4.3，6.1.3. 
平移 不 变性 2.2.2，4.3，8.1，8.5，8.6. 
平凡 流 形 2.1，2 章 习 题 . 
普度 克 长 度 选读 10-3-1， 附 录 A. 
普 朗 克 单 位 制 ” 附 录 A. 

普天 克 黑 体 辐射 公式 10.3.1 之 6. 

普 朗 克 能 ( 质 ) 量 10.3.3， 附 录 A. 
普 朗 克 时 间 10.3.3， 附 录 A. 

普通 导数 算 符 3.1. 


Q 


奇 点 ( 奇 性 ) 
大 爆炸 ~( 见 大 爆炸 ). 
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~ 定理 10.3.1 之 1. 
曲率 ~ 9.4.1. 
时 空 ~ 9.4.1，9.4.3，10.3.1 之 1. 
真 ~ 9.4 初 . 
坐标 ~ 9.4 初 ，9.4.2，9 章 习 题 . 
奇异 时 空 9.4.1. 
恰当 微分 形式 5.1，6.6.5 初 . 
潜 热 10.4.3. 
散人 入 ( 子 流 形 ) 4.4. 
嵌入 图 9.4.5. 
强 等 效 原理 (SEP) 7.5. 
巧合 性 问题 (疑难 ) 10.5. 
切 空间 ( 切 平面 ) 2.2.1 末 ，4.4，7.5. 
切 矢量 2.2.1，4.4. 
球 对 称 度 规 场 8.2. 
球 对 称 时 空 8.2. 


曲率 与 联络 关系 式 3.4.1，3.4.2，5.7，8.7. 


曲率 张 量 3.4，3.5，S$.7，10.1.2. 
曲率 张 量 计 算法 
类 光标 架 法 8.7，8.8， 选 读 8-9-1. 
正 交 归 一 基底 法 5.7. 
坐标 基底 法 3.4.2，8.3.2. 
曲线 2.2.1. 
全 对 ( 反 ) 称 张 量 2.6 偏 后 . 
群 2.2.2. 
扰动 10.3.1 之 7. 


R 
弱 等 效 原理 (WEP) 7.5. 
S 


炉 疑难 10.4.2 未 ，10.4.3 偏 后 . 

施 瓦 西 半 径 9.4 初 ， 附 录 A. 
施 瓦 西 内 解 9.3.1. 

施 瓦 西 真空 解 ”8.3.2，8.3.3，9 章 . 


时 空 5 章 习 题 ，6.1.1. 
时 空 图 6.1.1，6.1.5， 选 读 9-4-2. 
时 空转 动 7.3. 
时 钟 同步 6.1.4. 
时 轴 正 交 坐 标 系 8.1. 
矢量 2.2.1. 
~( 分 量 ) 变 换 式 2.2.1. 
矢量 场 2.2.2. 
~ 对 易 子 2.2.2，3.1 偏 后 . 
矢量 空间 2.2.1. 
事件 6.1.1. 
世界 面 6.1.5，6.2.1，6.6.5，6 章 习 题 . 
世界 线 6.1.1. 
饮 界 
粒子 ~ 10.4.1，10 章 习 题 . 
事件 ~ 9.4.3，9.4.6，10.4.1. 
~ 疑难 10.4.2，10.4.3. 
适 配 体 元 5.4. 
适 配 坐 标 系 4.2. 
守恒 方程 6.4. 
守恒 量 6.3. 
数 乘 2.2.1. 
数 的 等 式 附录 A. 
双星 7.9. 
水 星 近 日 点 进 动 9.2.2. 
瞬时 观 者 6.3. 
瞬时 静止 (惯性 ) 参 考 系 ( 观 者 ， 坐 标 系 ) 
6.3，7.4，8.9.3. 


” 四 极 矩 非 各 向 同性 10.3.1 之 6. 


随 动 观 者 6.5. 

随 动 坐标 10.1.3 ，10.2.3. 
缩 并 (收缩 ) 2.4. 
缩 并 克 氏 符 3.4. 


工 


特征 10.4.2，10.4.3. 

体积 5.5. 

”封闭 宇宙 的 空间 ~ 10.1.3. 

体 元 5.5. 

通常 拓扑 1.2. 

同 及 1.2. 

同时 面 6.1.5，8.1. 
绝对 ~ 6.1.6，10.1.1 未 . 

投影 映射 4.4. 

图 (图 册 ) 2.1. 

推迟 距离 (时 刻 ) 8.9.3. 

推 前 映射 4.1. 

椭圆 偏振 6.6.3 后 半 . 

拓扑 1.2. 

拓扑 空间 1.2. 


W 


外 尔 张 量 3.4，8.7，8.8.2. 
~ 在 类 光标 架 分 量 8.7，8.8.2. 
外 曲率 3.5. ; 
外 微分 5.1. 
完备 矢量 场 ”选读 2-2-4 未 ,4.2,4.3. 
微波 背景 辐射 10.3.1 之 6，10.3.2，10.3.3 
”10.4.2. : 
微调 疑难 10.4.2. 
微分 结构 2.1. 
微分 流 形 2.1. 
微分 同 胚 2.1. 
~ 群 8.2 ( 另 见 单 参 微分 同 胚 群 ). 
微分 形式 5.1. 
伪 笛 卡 儿 坐标 2.5. 
。 伪 黎 曼 空间 2.5 
伪 欧 空间 3.4.1，， 


? 


引 . 439 . 


伪 转 动 2.5S，4.3，6.1.3，7.3. 

稳 态 时 空 8.1. 

乌 包 坐标 8.9.1 初 ，9.4.3. 

无 限 红 移 面 9.4.4. 

无 限 小 坐标 变换 选读 7-8-1. 

无 自转 观 者 7.3，7.4，7.5. 

物质 场 6.4. z 
物质 反 物质 不 对 称 性 10.3.1 之 3，10.4.2. 


X 


棉 形 积 ( 棉 积 ) 5.1. 
线 长 2.5，8.3.2. 
~ 参数 25. \ 
测 地 线 ~ 3.3， 选 读 8-3-2. 
~ 与 参数 化 无 关 2.5. 
线 汇 7.6. 
线性 爱 因 斯 坦 ( 场 ) 方 程 7.8.1. 
线性 爱 因 斯 坦 张 量 7.8.1. 
线性 近似 7.8.1. 
线性 黎 曼 张 量 7.8.1. 
线 元 2.5. 
诱导 ~ 3.3 初 . 
限制 5.2 末 ，5.3. 
相对 论 性 粒子 10.3.1 之 2. 
相 容 2.1，5.4，5.5. 
相位 6.6.5， 选 读 7-9-1. 
协 变 导 数 3.1，3.2.2. 
协 变 矢量 2.6. 
协 变 指 标 2.6. 
谐 和 函数 8.10.1. 
谐 和 坐标 条 件 8.10.1. 
新 标准 模型 10.5. 
星系 10.1，10.2，10.3，10.4. 
星系 团 10.1，10.3.1 末 ，10.3.2，10.5. 
序列 1.3. 
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旋 系 数 8.7. 
Y 


雅 可 比 恒等式 2 章 习 题 . 
沿 曲线 平移 3.2.1，3.2.3. 
延 拓 选读 2-2-3，3.4.1，8.3.3 末 ，9.4. 
Kruskal~ 9.4.3. 
一 一 映射 “1.1. 
疑难 
磁 单 极 ~ 10.4.3. 
均匀 性 ~ 10.4.2，10.4.3. 
平 直 性 ~ 10.4.2，10.4.3. 
炉 ~ 10.4.2，10.4.3. 
视界 ~ 10.4.2，10.4.3. 
微调 ~ 10.4.2，10.4.3，10.5. 
引力 波 7.9. 
引力 波 偏振 模式 7.9， 选 读 7-9-1. 
引力 场 能 不 可 定 域 性 ”选读 9-3-1. 
引力 辐射 7.9， 选 读 7-9-1，8.3.3. 
引力 红 移 9.2.1，9.4.6， 选 读 9.4.5. 


引力 势 选读 6-1-1, 7.1, 7.6, 7.8.2，9.3. 


引力 雯 缩 7.9，9.3.2 末 ，9.4 初 ，9.4.6. 
引力 质量 (被 动 ， 主 动 ) 7.1. 
引力 子 选读 7-9-1 末 . 
映射 1.2. 
常 值 ~ 1.2. 
到 上 ~ 1.2. 
复合 ~ 1.2. 
恒 等 ~ 2.1，2.6. 
连续 ~ 1.2，1.3，1 章 习 题 . 
投影 ~ 4.4 末 . 
一 一 ~ 1.2. 
指数 ~ 选读 3-3-1. 
有 限 子 覆盖 1.3. 
有 源 爱 因 斯 坦 方程 ( 见 爱 因 斯 坦 方 程 ) 


右手 系 (基底 ) 5.2,5.3,5.4,5.5，5.6. 
诱导 定向 5.3，5.5. 

诱导 度 规 4.4. 

诱导 体 元 5.5. 

诱导 拓扑 1.2. 

与 度 规 (定向 ) 相 容 的 体 元 5.4，5.5. 
宇宙 的 业 10.4.2，10.4.3. 

宇宙 静 系 10.1.2，10.3.1 之 6. 

宇宙 年 龄 10.2.3 未 ，10.3.3，10 章 习 题 . 
宇宙 时 10.1.3. 

宇宙 学 常数 10.2.4，10.3.3，10.4，10.5. 
宇宙 学 红 移 10.2.2，10 章 习题 . 
宇宙 学 原理 10.1.1. 

元 素 丰 度 10.2.3 末 , 10.3.1 之 5. 
原初 核 合 成 10.3.1 之 5，10.3.2. 

原初 扰动 10.3.1 之 7. 

原 像 1.2. 


张 量 2.4. 
~ 变换 律 2.4 末 . 
~ 场 2.4. 
~ 积 2.4，2.6. 


“~ 面面观 ” 2.4， 2.0， 选读 7-9-1 偏 后 . 


真空 爱 因 斯 坦 方程 ( 见 爱 因 斯 坦 方程 
真空 能 量 密度 10.3.3. 
真 真空 态 10.4.3. 
真子 集 1.1. 
正定 度 规 2.5. 
正 交 归 一 2.5. 

直线 3.3. 

指标 升降 2.6，5.7. 
指数 映射 选读 3-3-1. 
指向 未 来 (过 去 ) 6.1.6. 
质量 亏损 6.3. 


质量 偶 极 矩 7.9. 

质量 守恒 6.3，6.5. 
中 微 子 退 耦 10.3.1 之 4. 

中 微 子 种 类 数 10.3.1 之 5 末 . 
中 子 简 并 压 9.3.2. 

中 子 星 9.3.2. 

重子 10.3.1 之 3、5、7，10.3.2. 
重子 暗物质 10.3.1 之 7，10.3.2. 


重子 光子 数 密度 比 10.3.1 之 5，10.3.2. 


重子 数 守恒 10.3.1 之 3. 
轴 对 称 8.5. 
主动 观点 ( 提 法 ， 语 言 ) 4.1，8.10.2. 
柱 对 称 8.5，8.8.2. 

转动 4.3，7.3，7.4，6.1.3. 
转动 曲线 10.3.2. 

子 集 1.1. 

自然 单位 制 附录 A. 
自然 坐标 1.1，2.1. 

自 旋 系数 8.7. 

自由 下 落 参考 系 7.6. 


自由 下 落 观 者 7.4， 选 读 9-4-3，9 章 习 题 . 


自由 质 后 


选读 61-1, 6.3, 7.1, 7.2, 7.4, 7.5. 


自转 7.3 未 ,7.4. 
走时 率 6.1.4. 
“最 小 替换 法 则 ”7.2. 


左手 系 (基底 ， 标 架 ) 5.2, 5.3, 5.4,5.5,，5.6. 


坐标 2.1. 
~ 变换 2.1. 
~ 分 量 2.2.1. 
~ 基底 2.2.1. 
~ 基 矢 2.2.1. 
~ 奇 点 9.4 初 ，9.4.2，9 章 习 题 . 
~ 时 6.1.4. 
~ 条 件 8.10.1. 


引 


~ 系 2.2.1. 
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~ 线 2.2.1，4.2，6.1.3，6.1.5，7.3，7.4， 


7.5，, 8.1，8.3.1, 8.5, 选读 8-10-1, 10.1.3. 


~ 域 2.2.1. 

~ 钟 选读 7-6-2. 
“ 钟 慢 ”效应 6.2.2，9.4.6 末 . 
转换 因子 附录 A. 


其 他 


CDM 10.3.2 未 ，10.3.3 末 . 
COBE 10.3.1 之 6. 

De Morgan 律 1.1. 

Eddington 坐标 9.4.6，9 章 习 题 . 
Friedmann 方程 10.2.3. 

Killing 矢量 (方程 ) 4.3. 
Kinnersley 度 规 8.9.2，8.9.3. 
Kruskal 延 拓 (坐标 ) 9.4.3. 

! 次 微分 形式 (! 形式 ) 5.1. 

NP 方程 8.7，8.8.2， 选 读 8.9.1. 
NP 形式 8.7. 


OV(Oppenheimer-Volkoff) 方 程 9.3.1. 


pp 波 选读 7-9-1 脚注 . 
p.p. 曲 率 奇 性 9.4.1. 

Rindler 时 空 (坐标 ) 9.4.2. 
quartessence 10.5. 
quintessence 10.5. 

RN 度 规 ( 线 元 ) 8.4.2. 

RW 度 规 ( 线 元 ) 10.1.3. 

RW 坐标 系 10.1.3. 
s.p. 曲 率 奇 性 9.4.1，9 章 习 题 . 
Stokes 定理 5.3. 

T; 空间 1.3. 

Ia 型 (1a 型 ) 超 新 星 10.3.3 ，10.5. 
Vaidya 度 规 8.9.1. 

4CDM 10.3.3 末 . 
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3 标 染 6.3 末 ，7.3，9.1 末 . 
3 波 矢 6.6.5，7.9. 

3 电流 密度 6.6.1. 

3 动量 6.3，8.9.3. 

~ 守恒 6.3. 

光子 的 ~ 选读 6-6-3 前 . 


3 动量 流 密 度 ( 张 量 ) 选读 6-4-1，8.9.3. 


3 加 速 6.2.3，6.3，7.1，7.4，7.6. 

3 力 6.3. 

3 速 6.3, 7.4, 7.6. 

4 标 架 6.3 未 ,7.3，8.7，8.8， 
选读 8-9-1，9.1 末 . 


4 波 撩 6.6.5，7.2，7.9，9.2.1. 


4 电流 密度 6.6.1. 
4 动量 6.3，8.9.3. 
~ 密度 6.4. 
~ 守恒 6.3. 
4 加速 6.2.3, 6.3, 7.1,7.2, 7.3. 
4 力 6.3 
4 洛 伦 兹 力 6.6.3，6 章 习 题 . 
4 势 ( 见 电磁 4 势 ) 
4 速 6.3 
~ 场 6.5. 


